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Intervalo aleatorio e intervalo de confianca

[Murteira et al. (2015), pp. 428-429]

Estatistica Il

A partir de uma amostra casual (X1, Xz, ...
continua X ~ f(x|6):

, Xn) de uma v.a.

N. Faustino

m Estatisticas de Interesse: Identificar T; = T1(Xy, Xo, ..., X,)
e Tr = Tp(X1,Xa,...,X,) tais que Ty < Tp.

m Grau de Confianca: Parametro
1—a=(1-a)x100% (0 < a <1).

m Intervalo Aleatério para 0: |T;, T5[, com um grau de
confianga 1 — «, é determinado a partir da condi¢ao

P(T1 <0< Th)=1-a.

m Intervalo de confianca para 0: intervalo |t;, t,[ determinado a
partir de estimativas para o intervalo aleatério de 6, i.e.

ot = t(x, X0,y Xn);

= t1(X1,X2, . 7Xn).
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Intervalo aleatorio e intervalo de confianca
[Murteira et al. (2015), pp. 428-429]
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N. Faustino

m Determinar grau de confianga de | Ty, T,[ (valor 1 — «):
Envolve o calculo da probabilidade

P(T1 <0< Tp)
a partir de duas estatisticas conhecidas, 77 e T,
respectivamente.

m Determinar o intervalo de confianca para 6:

Para um valor 1 — o dado a priori (grau de confianga), o
intervalo |1, to[ é tal que

m ot = t(x, X0,y Xn);
m = tl(Xl,Xz, . 7Xn).

s30 os quantis associados a condicdo P(T; <0 < T)=1—«
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Método da Variavel Fulcral
[Murteira et al. (2015), p. 429 em diante]
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N. Faustino O que é uma variavel fulcral? v.a. Z = Z(Xy, X, ..., X,,0)
tal que Z ~ f(x|0) é independente do pardametro ¢ (nao
confundir com o conceito de estatistica).

m Para que serve? Para determinar os quantis t1, t, de |t1, to],
com um grau de confianga de (1 — «) x 100%.

m Como posso construir variaveis fulcrais?

m A partir de estatisticas associadas a populagdes normais
N(u,0?) (X, 5% e (S')?).
m A partir do Teorema do Limite Central (TLC).

m Qual é o intervalo de confianca de uma variavel fulcral?
]qa/27 ql—a/2[!

onde g, /2 € Gi—q/2 S30 quantis de Z ~ f(x|0).
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Populacoes Normais

g  Estatisticas vs. Varidveis Fulcrais de Interesse

Estatistica Il

N. Faustino —
Média Amostral (X)

X~ N(u, 2)

Variancia Amostral (S?) 11,02 conhecidas
n conhecida/a estimar

Método da Variavel q
n conhecida

Fulcral 2 q q
a? conhecida/a estimar

Récio de Student

(X vs. (5)%)
Populacées Normais -
Vi Xow ffnt
X ~ N(p,0%) =
n conhecida

R 4 conhecida/a estimar

Corrigida ((S')?)
(=1 _ 2
2~ Xa -

s Rdcio de Student
n conhecida (Xvs. %)
o2 conhecida/a estimar =
X —p
g

~tpy

n conhecida
1t conhecida/a estimar
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Aproximacoes Assintdticas
g8 Racio de Student
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N. Faustino

X— o0 - -
v__ n—1TH~tn_1n_):+> Vn—1 TMNN(O,I).

Média vs. Variancia Corrigida da Amostra (X vs. (5')?)

v

X = 00 X—pu .
NG T’“‘ ~ tn_y "2 \/n T“NN(O, 1).

v
n—1
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Teorema do Limite Central
Reformulag¢do de [Murteira et al. (2015), Teorema 5.12]
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Distribuicao assintética da média da amostra

N. Faustino
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Aulas 16 & 17

Como irdo funcionar
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Aula 16

Vamos aplicar estimacio por
Fulcra intervalos a populacoes normais

N(pu, 0?).

Método da Variavel

Aula 17

Vamos recorrer ao Teorema do
Limite Central para determinar
assintoticamente intervalos de -
confianga.

Figura: Fita de Mobius por M.
C. Escher (1964)
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Conteudos

Estatistica Il

Exercicios
Resolvidos

Exercicios Resolvidos
m Aula 16
m Aula 17
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Exercicios Resolvidos
Exercicio 28., pagina 454

Estatistica Il

N. Faustino Enunciado do Exercicio 28.

m Para av.a. X, temos X ~ N(u,(0.06)?) — 1 desconhecido;

m n =16 é a dimens3o da amostra de X ~ N(pu, (0.06)3);

m X = 0.95 é a média de litros da amostra.

Resolucdo Exercicio 28. a)

Pretendemos determinar P(X > 1) ( X ~ N(p, (0.06)?) ). N3o
conhecendo o valor de  — média da populacao — vamos recorrer a
estimativa de mdxima verossimilhanca para . (estimativa x) para
calcular uma aproximag3o para P(X > 1), sendo

X—pu_ 1—p 1—p
PX>1) =P K1) g o .
(X>1) (0.06 - 0.06) (0.06>
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Exercicios Resolvidos

~~~~~~ Exercicio 28., pagina 454

Estatistica Il

Resolucao Exercicio 28. a) em R
> x<-0.95

> 1-pnorm((1-x)/0.06)

[1] 0.2023284

N. Faustino

Resolucdo Exercicio 28. b)

Pretende-se calcular uma estimativa de P(0.911 < X < 0.989) para
avaliar a percentagem de confianca, (1 — «) x 100%, sendo

_ (0989 — u 0.911 — 4
P(0.911 < X < 0.989) = & ( NI ) ® ( 0.015 ) '

Resolucdo Exercicio 28. b) em R

> x<-0.95
> pnorm((.989-x)/.015) -pnorm((.911-x)/.015)
[1] 0.9906776
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Exercicios Resolvidos
Exercicio 28., pagina 454
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Resolugédo Exercicio 28. c) — Ideia

Tomamos x = 0.95, t; = 0.911 e t, = 0.989.

Calcular a amplitude de |ty t[ (t2 — t1 = 0.078).

Escolher ¢ = 255 (metade da amplitude de |t;, t,[) e
considerar [x — £,X 4 5[ como novo intervalo de confianca de
amplitude e.

Solugdo: Jx — £, X + 5[=]0.9305,0.9695].
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Exercicios Resolvidos
Exercicio 31., pagina 455

Estatistica Il ~
Formulacao 31.

N. Faustino

Apenas conheco a dimens3o da amostra de N(u,o?) (n = 25).

Uso a varidvel fulcral Z = v/n— 1% ~ t,_1 para determinar
um intervalo de confiang¢a a 95% para p em 31. a).

Bl Uso a varidvel fulcral Z = 2> ~ x2_; determinar um intervalo
de confian¢a a 95% para o em 31. b).

Calculos Auxiliares 31.

ml-a=095=— 2=0025el— g =0.975

YBT3
a T _25_3’

25 2

> X 21
a2 Bl g4

25 25
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Exercicios Resolvidos
Exercicio 31., pagina 455
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Resolucao Exercicio 31. a) em R

> x<-3
> s<-sqrt(3.84)

> x-s/sqrt(24)*qt (0.975,24)
[1] 2.174441

> x+s/sqrt(24)*qt(0.975,24)
[1] 3.825559
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Exercicios Resolvidos
Exercicio 31., pagina 455
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Resolucao Exercicio 31. a) em R

> x<-3
> s<-sqrt(3.84)

> bxs/sqrt(qchisq(0.975,24))
[1] 1.561657

> 5xs/sqrt(qchisq(0.025,24))
[1] 2.782304
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Exercicios Resolvidos
Exercicio 34., pagina 456

Estatistica 1 &= 1 ici
shatisted Formulacdo 34. (analogo ao Exercicio 31.)

N. Faustino

Vou usar a variadvel fulcral Z = v/ 15X_;“ ~ ty4 para determinar
um intervalo de confian¢a a 95% para u em 31. a).

Uso o in2terva|o de confianga associado variavel fulcral
Z= 13§ ~ X34, 0.3082 < o < 0.5851, para determinar 1 — o

em 31. b).

Calculos Auxiliares 34.

O YPx 30

= == - = 2,

R TR T

- 52 Z}il Xi2 =2 62.25 22 0.15
= — ) = — — == . .

15 15

2 n o 15

m (s) —1° 14><05 0.1607143
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Exercicios Resolvidos
Exercicio 34., pagina 456
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5] 5]

\/ﬁth—% <p <X+ \/EQI—%

< X —

Resolucdo Exercicio 34. a) em R

> x<-2
> s1<-sqrt(15%0.15/14)

> x-s1/sqrt(15)*qt (0.975,14)
[1] 1.777993

> x+s1/sqrt(156)*qt(0.975,14)
[1]1 2.222007
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Exercicios Resolvidos

~~~~~~ Exercicio 34., pagina 456

Estatistica Il

Resolucdo 34. b) — vou usar Z = 1i§2 ~ X3,

N. Faustino

=Z
~ =
1552 1552 1552

< <
(0.5851)2 = o2 (0.3082)2

2 2
15s 15s ) -

N A
(05851) ~ “ = (0.3082)2

0.3082 < 0 < 0.5851 =

— #(

Resolucao Exercicio 34. b) em R

> p2<-pchisq(15*0.15/(0.3082) "2,14)
> pl<-pchisq(15*0.15/(0.5851) "2,14)
> p2-pl

[1] 0.8999788
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Teorema do Limite Central

Amostras casuais envolvendo distribui¢des discretas

Estatistica Il

> nX ~ B(n, ) X = nX ~ Po(n\)

Aula 17
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Exercicios Resolvidos
Exercicio 41., pagina 458

Estatistica Il = i
statistica Formulac3o 41. (envolve provas de Bernoulli)

N. Faustino
Populagdo X ~ B(1,6), sendo:

1, utiliza metropolitano
m X = o .
0, n3o utiliza metropolitano

m X = 5 = 0.25 dd-nos a estimativa para o niimero médio de

pessoas que usa 0 metro, numa amostra de dimensao n = 200.

Aplicacao do Teorema do Limite Central

XN (9,9(1_9)) = gqa < Rl < g2
n 2 6(1-6) 2

Aula 17

Problema: Determinacao do intervalo de confianga a partir da
X—0
0(1—0)

variavel fulcral Z = envolve calculos demasiado tediosos

(resolucdo de inequacgdes de grau 2).
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Exercicios Resolvidos
Exercicio 41., pagina 458

Estatistica Il

o 41. a) — Nova variavel fulcral

X -0 N0 1) estimadZO£V(X) Y—{

0(1—0) /X(1-X)
Algumas Observacoes:

Como 0 = X é um estimador de maxima verossimilhanca
(m.v.) para a média de X ~ B(1,0) (E(X) = 6), a propriedade

de invariancia permite-nos concluir que X(1 — X) é um
estimador de m.v. para V(X) =0(1 —0).

N. Faustino

<N(0,1)

Caso no enunciado nos fosse indicado, para além de X, dados
adicionais que nos permitissem calcular s? ou (s’)?, poderiamos
utilizar uma das seguintes varidveis fulcrais:

X —p X —

V=1 =Hn(0,1) ou va S5

N. Faustino (FEUC) Estatistica Il
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Exercicios Resolvidos
Exercicio 41., pagina 458
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=X Mx <O0<x+
200 qdo0.975

Resolucdo Exercicio 41. a) em R

> x<-50/200
> sd<-sqrt(x*(1-x)/200)
> x-sd*qnorm(0.975)

[1] 0.1899886

> x+sd*qnorm(0.975)

[1] 0.31001140
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Exercicios Resolvidos
Exercicio 41., pagina 458
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Resolucdo Exercicio 41. b) — Como resolver

De 41.a) conhecemos X = 50/200 = 0.25 e o intervalo de
confianga para 8 = E(X) (t1 < 0 < tp, com t; ~ 0.19 e
th ~ 031)

Nas condi¢des do exercicio, pretendemos calcular a dimensao
[minima] da amostra, n, de modo a que |[x — 0| < 275 tenha
o mesmo grau de confianca de 41. a) (1 — o = 0.95).

X -6
X

o=

Vou recorrer a variavel fulcral ~N(0,1)

(n desconhecido).
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Exercicios Resolvidos
Exercicio 41., pagina 458

Estatistica Il

. G Resolucdo 41. b) — Variavel Fulcral

_ 0.03v/7
=0.03 = omx07
—_— o
% — 6] < 0.31 -0.19 . X —40 - 0.03
4 \/Yu—?) \/0.25><(1—0.25) do-or5
n n

Resolucao 41. b) — Calculo da dimensao da amostra

0.03 ,
W;/g?s = qoors > n= (D2 X025 x 0.75 ~ 800

Instrucao R: > (qnorm(0.975)/0.03) "2%0.25%0.75
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Exercicios Resolvidos
Exercicio 45., pagina 459

Estatistica Il ~ .
Formulacdo 45. (envolve um processo de Poisson)

N. Faustino
Populagdo X ~ Po()), sendo X o tempo médio de espera. Temos
ainda para uma amostra casual de dimens3o n = 100:

m X = 17 (segundos) como o tempo médio de espera;

m s = 6 (segundos) como o desvio padrdo em relacdo ao tempo
de espera.

Aplicacao do Teorema do Limite Central

X = X =
\/n—lT)\rbt,,,l — n—lT)\&JN(O,l)

X =\
Observacao: A variadvel fulcral Z = v/n — IT da-nos uma

aproximacao assintética da distribuicdo normal N(0, 1), dado a
dimensdo da amostra ser elevada (n = 100).

N. Faustino (FEUC) Estatistica Il




Estatistica Il
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Exercicios Resolvidos
Exercicio 45., pagina 459

Resolucao 45 — Simetria de N(0,1) (1 — § = 0.975)

—3q0.975

PN X — A
Go.025 < \/99T < qo.975

_ s s
= X— —— X qo.or5 < A < X+ —— X qo.o75

V99 V99

Resolucao Exercicio 45 em R

> x<-17
> s<-6
> x-s/sqrt (99)*qnorm(0.975)
[1] 15.8181

> x+s/sqrt (99) *qnorm(0.975)
[1] 18.1819
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Exercicios Resolvidos
Exercicio 45., pagina 458

Estatisti 1 ~ . s .
statistica Resolucdo 45 — Variavel fulcral alternativa

N. Faustino estimador V(X) y - A
—

X =)

Observacao:

~N(0,1) ~N(0,1)

s ||

) = X é um estimador de méxima verossimilhanca (m.v.) para a
média e a varidncia de X ~ Po(\), uma vez que E(X) = V(X) = A

Resolucao Exercicio 45 em R

> x<-17

> s<-sqrt(x)
> x-s/sqrt (100)*gqnorm(0.975)
[1] 16.19189

> x+s/sqrt (100) *gqnorm(0.975)
[1] 17.80811
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Aula 17

Exercicios Resolvidos
Exercicio 47., pagina 460

Resolucao Exercicio 47 — Ideia

Considerar a populagdo X ~ Po(\).

Verificar que X = 4/3 corresponde a média de pecas produzidas
por dia para uma amostra casual de dimensao n = 30:

"(-..) Nos 30 dias de teste, registou-se um total de 40
componentes defeituosas (... )"

) » X =)
Considerar a varidvel fulcral Z =

~N(0,1).

s [X|

Determinar o intervalo de confianca para A\ com grau de

confianc;a 1— o =0.95: —qo.975 < —F— < (0.975-

%y

Verificar se A = 2 pertence ao intervalo de confianca.
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Exercicios Extra-Aula
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Exercicios Propostos
Complemento das Aulas 16 & 17
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N. Faustino

Introdugdo
a Estatistica

m pags. 454-458:
29., 30., 32., 33, 39., 40.

@ Murteira, B., C. Silva Ribeiro, J.

Andrade e Silva, C. Pimenta, F.

Extra-Aula Pimenta (2015), Introdugdo a
Estatistica, 32 Edicdo’, Escolar

Exercicios

Editora. —
(§ ESCOLAR EDITORA

Estatistica Il
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Revisao

Propriedades dos Estimadores por Pontos

[Murteira et al. (2015), Exercicio 24., p. 453]

Alguns comentdrios:

a) Compare o valor de V(T) = V(0.5X; + 0.4X;5 + 0.1X3) com o
— - 1
valor de V/(X), sendo X = §(X1 + Xo + X3).

b) Para discutir e justificar a veracidade desta afirmacdo ((V) ou
(F)) vide [Murteira et al. (2015), Exercicio 18.a), p. 451]
que se encontra resolvido em Semana7.pdf. Outra pergunta
complementar a esta alinea é a seguinte:

'Serd que o estimador centrado e mais eficiente é o estimador
de menor erro quadratico médio?’

c) Tome como referéncia o estimador S? — estimador T, de
[Murteira et al. (2015), Exercicio 18.a), p. 451].
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