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Conteudos

Baigis e || Distribuicdes Continuas
N. Faustino m Distribuicdo do Qui-Quadrado
m Distribuicdo t-Student

Distribui¢ées
Continuas
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Distribuicao Gama

rrrrrr Amadlgama das distribuicdes Exponencial e Qui-quadrado

Estatistica Il

N. Faustino Funcdo densidade de probabilidade (X ~ G(a, \))

Distribui¢ées

Continuas )\aef)\x a—1

)= @) (x>0)

0 (outros x)

Principais caracteristicas

m FGM: M(s) = (1-£) % (s < \).

(07

= Média: £(X) = 7

, sendo % = M'(0).

sendo — = M"(0) — (M'(0))2.

m Varidncia: V(X) = %, 2
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Distribuicao Gama

rrrrrr Distribuicdo Exponencial Negativa vs. Distribuicdo Qui-Quadrado

Estatistica Il

N Exponencial Negativa Qui-quadrado
. Faustino
(X ~ Ex())) (X ~x3)

= B() = G(1, ) = G = G(5.1)
= Média: £(X) = }; m Média: E(X) = k;
= Variancia: V(X) = . = Variancia: V(X) = 2k.

Funcao Gama

+oo
Ma) = / x®~Te™*dx tem as seguintes propriedades:
0

Férmula de recorréncia: (o + 1) = al («);
Factorial de um namero: k! =T (k + 1);
Relacdo com m: /r =T (3).
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Distribuicao Normal N(0, 1)

- e e~ 2
Relagao com a distribuicdo x1

Estatistica Il

N. Faustino
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Mudanca de variavel
z=VX (x>0)

= dz = ﬁ;dx
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Distribuicao Normal N(u,o?)

- e e~ 2
Relagao com a distribuicdo x1

Estatistica Il

N. Faustino
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Distribuicao t-Student

Alternativa a distribuicdo normal N(0,1) para amostras de dimens3o reduzida

Estatistica Il

N. Faustino

Funcdo densidade de probabilidade (X ~ tx)

f(x) = r (ﬁ) ] (1 + X2)kzu (o0 < x < +00).

2
Vir T (%) k

Principais caracteristicas

m Média: E(X) =0;

m Varidncia: V(X)
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Distribuicoes em R

Comandos R a utilizar nesta semana

Estatistica Il

Distribuices
Continuas

Distribui¢do
-Stud

| dnorm | dchisq > dt
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Distribuicao do Qui-Quadrado

Representagdo Grafica

Estatistica Il

Funcdo Densidade de Probabilidade (f.d.p.) X ~ x2

N. Faustino
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Distribuicao t-Student

»»»»»» Representagdo Grafica

Estatistica Il

Funcdo Densidade de Probabilidade (f.d.p.) X ~ t

N. Faustino
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Distribuicao t—Student

Convergéncia para a distribuicdo normal estandartizada

Estatistica Il

Notacdo: X~N(0,1) lé-se X segue assintoticamente uma
distribuicdo normal N(0,1).
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Distribuicao t—Student

Convergéncia para a distribuicdo normal estandartizada

Estatistica Il . . 2
Limite Notavel Limite notével para ()

N. Faustino
M(t+ «)

. 2\ ) lim ——~=1
lim
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Distribuicao t—Student

Convergéncia para a distribuicdo normal estandartizada

Estatistica Il

llustracdo grafica da aproximagdo de t, por N(0,1):

N. Faustino (FEUC) Estatistica Il



Conteudos

Estatistica Il

N. Faustino

Populagdes N(u,0?)
m Func3o Geradora de Momentos

Popllagses m Distribuicdo da média amostral

Wpmer) m Distribuicdo da varidncia amostral [corrigida]

m Récio de Student
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Independéncia de Variaveis Aleatérias (v.a.’s)

»»»»»» Relagdo com a fungdo geradora de momentos (FGM)

Estatistica Il

n
N. Faustino H E(esxi)
i=1

FGM de Y

X,"S
identicamente
distribuidas

m My, (s) = E(e¥) FGM de X; & My(s) = E(e*Y) FGM de Y;
m X;'s sdo independentes: My(s) = H E(e);
i=1

m X;'s sdo i.i.d’s: My(s) = (M(s))", sendo E(e5X7) = M(s).
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Independéncia de variaveis aleatdrias

Reformulagdo de resultados de [Murteira et al. (2015), Capitulo 5]

Estatistica Il

N. Faustino

FGM v.a.’s independentes

0.252
Xi ~ N(ui, 07) E(e) = eHit T
(i=1,2,...,n) (i=1,2,....n)

n
3 o252
H E(eX) = e "2 | sendo:
i=1

n n n
m = Zu; & 0% = Za,-z = ZX,- ~ N(u,c?).
i=1 i=1 i=1
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Independéncia de variaveis aleatdrias

Reformulagdo de resultados de [Murteira et al. (2015), Capitulo 5]

Estatistica Il

N. Faustino

FGM v.a.'s independentes

k:

X~ G E(e™) = (1—29)°%
(i=1,2,...,n) (i=1,2,...,n)

n
H E(e)=(1- 25)_5, sendo:
i=1

" k:ik,- :>in~><%
i=1 i=1
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Independéncia de variaveis aleatdrias
Reformulagdo de resultados de [Murteira et al. (2015), Capitulo 5]

Estatistica Il

Reformulacgao dos resultados
N. Faustino

v.a.’s independentes

= Qui-quadrado (\2):
Teorema 5.9

m N(0,1) = x3:
Teorema 5.10

m N(0,1) — x2:
Teorema 5.11

Propriedades de distribuicoes envolvendo amostras casuais

2
~ X1

Xi ~ N(ui,07)
(i=1,2,....n)
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Populacoes Normais
Amostra casual (X1, Xa,...,X,) de X ~ N(u,o?)

Estatistica Il

N. Faustino
Os resultados a ser apresentados envolverdo os seguintes
estimadores:

1
Média d tra: X = — Xi
m Média da amostra n;
1 n
Variancia d tra: S = =) (X, —X)?
m Varidncia da amostra n;( )

1 & -
= Variancia corrigida da amostra: (5')* = Z(Xi - X)?
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Distribuicao Normal N(u,o?)

Relacdo com a distribuicdo normal estandartizada, N(0,1), e com a
distribuicdo qui-quadrado [com 1 grau de liberdade]

Estatistica Il

N. Faustino
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Distribuicao Normal N(u,o?)

Relacdo com a distribuicdo normal estandartizada, N(0,1), e com a
distribui¢do qui-quadrado [com n graus de liberdade]

Estatistica Il

N (p,02%) — N(0,1) — X3

N. Faustino
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Variancia da Amostra

2
nS< 2
o ™ Xn—1

Estatistica Il
Esti do da Varianci
N. Faustino Média da Amostra
X (X —p)’
(X - M)2 (7 ~ 5
~XG
SoCE=pP 6= EEalf
o? o 2
=1 i=1

_ X (X

g [ao simplificar]
g
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Variancia Corrigida da Amostra

— s’ 2
O

o2

Estatistica Il

N. Faustino Teorema 6.3 Consequéncia
1\2
)(S') 2
_— ~

o2

Xn—1
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Racio de Student

Média vs. Varidncia da Amostra (X vs. S?)

Estatistica Il

N. Faustino Via definicao 6.3 Escolhas (k = n — 1)

T—Y oy X
Sy m U= /=~ N(0,1);
sempre que U ~ N(0,1) & _ nS? )
V~xi. " V= X
De /% = \/%g segue que

U
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Racio de Student

Média vs. Variancia Corrigida da Amostra (X vs. (S')?)

Estatistica Il
N. Faustino Via definicao 6.3 Escolhas (k = n — 1)

T—Y% ¢ X
\/E “ m U=yn=—E < N0,1);
g

k
n—1 5/2
vV ( g( ) NX% L

sempre que U ~ N(0,1) & .
V ~ X,z(. o

!
De Vo — % segue que
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Estatisticas de Interesse
Média (X), Variancia (S?) e Variancia Corrigida ((S)?) da amostra

Estatistica Il

N. Faustino
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Populacoes Normais

gk Estimadores e Distribuicoes de Interesse

Estatistica Il

N. Faustino —
Média Amostral (X)

X~ N(u, 2)

Variancia Amostral (S?) 11,02 conhecidas
n conhecida/a estimar

n conhecida
o2 conhecida/a estimar
Récio de Student

(X vs. (5)%)
Populacées Normais -
Vi Xow ffnt
X ~ N(p,0%) =
n conhecida

R 4 conhecida/a estimar

Corrigida ((S')?)

Récio de Student (n—1)(8")? .2
a2 o Rdcio de Student
n conhecida (Xvs. $2)
o2 conhecida/a estimar =
X—p
g

~tpy

n conhecida
1t conhecida/a estimar
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Aproximacoes Assintdticas
Récio de Student

Estatistica Il

Racio de Student
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Aproximacoes Assintdticas
Récio de Student

Estatistica Il

N. Faustino

n— +oo

Empiricamente, o resultado acima verifica-se quando o
nimero de graus de liberdade é elevado (p.e. n > 20).
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Aproximacoes Assintdticas
Récio de Student

Estatistica Il

Racio de Student
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Aproximacoes Assintdticas
g8 Racio de Student

Estatistica Il

N. Faustino

X— o0 - -
v__ n—1TH~tn_1n_):+> Vn—1 TMNN(O,I).

v

v
n—1

X — o X —u .
Vn T’“‘ ~ty_1 "2 /0 T“NN(O, 1).
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Conteudos

Estatistica Il

Teorema do Limite Central

Teorema do
Limite Central
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Teorema do Limite Central
Reformulag¢do de [Murteira et al. (2015), Teorema 5.12]

Estatistica Il

X ~ F — nX~N(nu?, no?)

N. Faustino

(X1, Xz, ... X,) amostra casual

n— +oQ

Lembrete:

m nX = zn:X,-;
i=1

m £(nX) = nu & V(nX) = no?.

Teorema do
Limite Central
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Teorema do Limite Central
Reformulag¢do de [Murteira et al. (2015), Teorema 5.12]

Estatistica Il

Distribuicao assintética da média da amostra

N. Faustino

Teorema do
Limite Central
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Teorema do Limite Central

g8 Amostras casuais envolvendo distribuicdes discretas

Estatistica Il

nX ~ B(n, 0) X = nX ~ Po(n\)

Teorema do
Limite Central
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Teorema do Limite Central

g8 Amostras casuais envolvendo distribui¢cdes continuas

Estatistica Il

nX~N(np, no

> nX ~ G(n, \)

Teorema do
Limite Central
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Teorema do Limite Central

Lei dos acontecimentos raros como caso particular

Estatistica Il

B (n,0) — Po(A) — N(A, \2)

N. Faustino

X ~ B(1,0)

Teorema do
Limite Central

N. Faustino (FEUC) Estatistica Il



Conteudos

Estatistica Il

N. Faustino

Exercicios Resolvidos
m Distribuicdes Continuas
m Populacdes N(u,c?)
Resallfites m Teorema do Limite Central

Exercicios

N. Faustino (FEUC)
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Exercicios Resolvidos
Exercicio 58, pagina 338

Estatistica Il

N. Faustino

XV“’X§3

P(14.85 < X < 32.01) = P(X < 32.01) — P(X < 14.85)

58.a) > pchisq(q,df)

> pchisq(32.01,23)-pchisq(14.85,23)
[1] 0.7999933

N. Faustino (FEUC) Estatistica Il



Exercicios Resolvidos

rrrrrr Exercicio 58, pagina 338

Estatistica Il

Dados 58. b)
Pla< X <b)=0.95& P(X < a)=0.025 = a,b ="

N. Faustino

Calculo de a
P(X <a)=P(X < a)=0.025= a = qo.o25

Calculo de b

P(X <b)—P(X <a)=P(a< X < b)=0.95
& P(X < a) =0.025 = b = qo.975

58.b) > qchisq(p,df)

> qchisq(0.025,23)
[1] 11.68855

> qchisq(0.975,23)
[1] 38.07563

N. Faustino (FEUC) Estatistica 11



Exercicios Resolvidos

»»»»»» Exercicio 58, pagina 338

Estatistica Il

N. Faustino

Dados 58. c)

E(X)=? & V(X) =7 = X ~\%

Calculo de E(X) e V(X)
E(X) = 23(= k) & V(X) = 46(= 2k).

58.d) > qchisq(p,df)

> qchisq(0.95,23)
[1] 35.17246

> qchisq(0.05,23)
[1] 13.09051

N. Faustino (FEUC) Estatistica Il



Distribuicao do Qui-Quadrado

»»»»»» [Murteira et al. (2015), 58.b), p.338]

Estatistica Il

P(a< X < b)=0.95& P(X < a) = 0.025 = a, b =7

N. Faustino

Distribuicdo do Qui-Quandrado (df = 23)

dchisq(x, 23)
0.00 0.02 004 0.06

[ [ [ I I I
0 10 20 30 40 50

qchisq(0.025,23)<x<qchisq(0.975,23)
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Exercicios Resolvidos

rrrrrr Exercicio 33, pagina 394

Estatistica Il

N. Faustino

33.a)
P(T-< a)::005:::>a::q005

33.a) > qt(p,df)

> qt(0.05,10)
[1] -1.812461

33.b)

P(T < 0.26) =?

33.b) > pt(q,df)

> pt(0.26,10)
[1] 0.5999307

N. Faustino (FEUC) Estatistica Il



Distribuicao t-Student

Célculo de Probabilidades e Quantis

Estatistica Il

P(T <0)=05<= qu5=0
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Distribuicao t-Student

Célculo de Probabilidades e Quantis

Estatistica Il

N. Faustino

—t<Ooua >05
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Exercicios Resolvidos

rrrrrr Exercicio 33, pagina 394

Estatistica Il

N. Faustino

P(T >b) =090 <= P(T <b)=0.10
——
=1—-P(T<b)

= b= qo.10=—Go.90

33.c) > qt(p,df)

> -qt(0.90,10)
[1] -1.372184
> qt(0.10,10)
[1] -1.372184

N. Faustino (FEUC) Estatistica Il



Exercicios Resolvidos

~~~~~~ Exercicio 33, pagina 394

Estatistica Il 33.d)

. Faustine P(—c< T <c)=0.95=c=?

33.d)

(Tgfc%gP(T<c)

P(—c< T <c)=095" 2P(T <¢)—1=0.95
—_——

—P(T<c)—P(T<—c)
<—  P(T <c)=0.975
= ¢ = qo.o75(= —qo.025)

33.d) > qt(p,df)

> qt(0.975,10)
[1] 2.228139

> qt(0.025,10)
[1] -2.228139

N. Faustino (FEUC) Estatistica Il



Exercicios Resolvidos
Exercicio 29, pagina 393

Estatistica Il

Amostra Casual Exercicio 29

(X1, X2, ..., X,) de X ~ N(u,0?), com n=5 &
w, > —desconhecidos.

N. Faustino

Probabilidade Pedida

P(S <o) =P(5* < 0% =2

Distribuicao da Variancia da Amostra

s? n= 552
n—NXi_l :5> P(52<02):P<—2<5>
g
comando R > pchisq(5, 4)

Output  [1] 0.7127025

N. Faustino (FEUC) Estatistica Il



Distribuicao Normal N(u,o?)
Célculo de Probabilidades

Estatistica Il

N. Faustino

(z) = P(Z < 2)

1—d(z) =P(Z > z)

P(—z)=1— d(2)

N. Faustino (FEUC) Estatistica Il



Exercicios Resolvidos

rrrrrr Exercicio 32, pagina 394

Estatistica Il

Amostra Casual Exercicio 32. a)
N. Faustino

(X1, Xo, ..., X16) de X ~ N(60,9) (1 =60, o =3 & n = 16).

Probabilidade Pedida

P('desafinada’) = P(X >61.1 VX <58.9), X~ N (60, (%)2> .

Probabilidade Pedida em R > 2x(1-pnorm(4.4/3))

P(X >61.1 Vv X < 58.9) P(IX — 60| > 1.1)

X —60 1.1
= 1_P<T§T

3 I
2(1 — ®(4.4/3)) (apés simplificagdes)

N. Faustino (FEUC) Estatistica Il



Exercicios Resolvidos

~~~~~~ Exercicio 32, pagina 394

Estatistica Il . .
Amostra Casual Exercicio 32. b)

(X1, Xa, ..., X)) de X ~ N(60,9) (1 =60, 0 =3 &
n—desconhecido).

N. Faustino

Calculo n

P(X >61.1 VX <589)<0.05 X~ N(60,2).

Probabilidade Dada

P(X >61.1 VX <589) <005 < P(X-60 >1.1)<0.05
X - 1.1
Vn Vn

[P(|1Z] <z)=2(1-®(2))] & 2(1-—®(1.1v/n/3)) < 0.05

N. Faustino (FEUC) Estatistica Il



Exercicios Resolvidos

~~~~~~ Exercicio 32, pagina 394

Estatistica Il ,
Calculo de n € N

N. Faustino

2(1 — ®(1.1/n/3)) < 0.05 < 1—d(1.1y/n/3) < 0.025
& ®(1.1y/n/3) > 0.975
& 11Vn/3> qoors

3% qoors )
@ - =
n= ( 1.1 >

Probabilidade Pedida em R > 2% (1-pnorm(4.4/3))

comando R > (3 * qnorm(.975)/1.1)"2
Output [1] 28.57283
Solugdo 32.b) n=29

N. Faustino (FEUC) Estatistica Il



Exercicios Resolvidos

~~~~~~ Exercicio 70, pagina 341

Estatistica Il

: Amostra Casual Exercicio 70.
N. Faustino

m (X1,X,...,X5) de X ~ U(0,50) (E(X) =25 & V(X) =22
descreve o custo de manutenc3o de cada uma das seis (6)
mdquinas ao longo de uma (1) semana.

m (G, G,...,GCs) de C = 6X descreve o custo de manutengdo
de 6 mdquinas ao longo de uma (52) semanas.

Soma v.a.’s i.i.d.’s

6
m Custo Semanal: C; = Z X; = 6X;
=1

52
m Custo Total: CT =) (= Zax (52 x 6)X = 312X.
i=1

" N. Faustino (FEUC) Estatistica Il



Exercicios Resolvidos

~~~~~~ Exercicio 70, pagina 341

Estatistica Il

v.a. custo total (312X~N (3124, 31202))

N. Faustino

2500
—25 & 0= 2"
H AT

Probabilidade Pedida

P(CT <8000) = P(312X < 8000)
(8000 — 7800
/65000

32.b) > pnorm(q,mean,sd)

> pnorm(8000,7800,sqrt (65000) )
[1] 0.7836162

> pnorm(0.7844645)

[1] 0.7836162

N. Faustino (FEUC) Estatistica Il

CT = 312X ~ N (7800, 65000)

Q

) [~ (0.7844645)).




Conteudos

Estatistica Il

Exercicios Extra-Aula
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Exercicios Propostos
Complemento da Aula 11

Estatistica Il

N. Faustino

Introducéao
m pags. 393-394: 30, 31., 38. a Estatistica

5 el
_ ks ST
n—1=zF ~t, 3 g

m pags. 394: 37.

nS? 2
o2 ™~ Xn—1

m pags. 394: 39. i) ESCOLAR EDITORA

N. Faustino (FEUC) Estatistica Il



Exercicios Propostos
Complemento da Aula 12

Estatistica Il

N. Faustino

Teorema do Limite Central Introducéao
m pags. 341-343: a Estatistica
70., 72., 74., 77.

@ Murteira, B., C. Silva Ribeiro, J.
Andrade e Silva, C. Pimenta, F.
Pimenta (2015), Introducdo a
Estatistica, 32 Edicdo’, Escolar

Editora. —
(§ ESCOLAR EDITORA

Estatistica Il

N. Faustino (FEUC)



Teste os seus conhecimentos

Amostragem

Estatistica |l Exercicio 47_, p. 397

N. Faustino

a)

b)

c)

d)
e)

Alguns comentdrios:

Esta afirmacao é sempre falsa, para qualquer populagao
X ~ F. Sé seria verdadeira se substituissemos % por

E (%4%) (propriedade

E (¥%) = LE (X1) + 1E (X,) = E(X)).

Esta afirmacao é falsa uma vez que .

P(X1 < x) = P(mX1 < mx) e P(Xz <x)=P(mXz < mx)e
m # ny (amostras independentes dimens3o n; resp. np). Uma
condicdo suficiente seria n; = np = n.

Obviamente verdadeira, pela simetria de W relativamente a
média E(W) = 0;

Resposta encontra-se nos slides Semana4 . pdf;

Ignorar esta alinea.
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Teste os seus conhecimentos
g  Qui-Quadrado & t—Student

Estatistica Il

N et Aproximagdo t, por N(0,0?)

Mostre que se X ~ t, entdo 1/%X&N (0, ﬁ) para valores de
k — o0.

Complementar a [Murteira et al. (2015), Exercicios

35-36, p.394-295]
Sejam X ~ N(0,2) e Y ~ x?(10).

a) Verifique que Z = % ~ N(0,1) = Z% ~ x3.
b) Para T = \/_ determine k e t de modo a que
PX/VY <1) = P(T < t).

c) Determine ¢ de modo a que
P(X < cVY)=P(X/VY < c)=0.95.
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