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Matematica I — Edicado Quadrivium corresponde uma versao reformulada e ampliada do caderno
tedrico-prético idealizado e produzido, no ano lectivo 2020/2021, pelos professores Jorge Marques,
Nelson Faustino & Nuno Baeta. Este surgiu da necessidade de atender ao facto de nem todos
os alunos poderem assistir presencialmente a todas as aulas do primeiro semestre, por conta das
normas sanitarias adoptadas em contexto de pandemia pela Faculdade de Economia (FEUC), e da
tentativa de responder, em particular, as necessidades sentidas por muitos estudantes internacionais
ingressantes na Universidade de Coimbra (UC).

A sua concepgao teve por base os seguintes objectivos:

* Revisitar e consolidar os conhecimentos matemdticos adquiridos no Ensino Secundario de
uma forma auto-contida;
Introduzir novos conceitos e ferramentas de matematica de uma forma intuitiva e ilustrativa;
Complementar os conceitos tedricos com varios exemplos e desafios propostos;

» Estimular a autonomia do estudante com base nas méximas ‘“Resolva vocé mesmo” e

“Experimente vocé mesmo”.

Este documento encontra-se dividido em (4) blocos, tal como ilustrado no diagrama abaixo. A

saber:

I Funcgoes Reais de Uma Variavel Real;
II Equacoes Diferenciais de Primeira Ordem,;
III Calculo Integral;
10Y Algebra Linear.


https://nelsonfaustino.org/teaching/matematica-i/
https://nelsonfaustino.org/teaching/matematica-i/
mailto:jmarques@fe.uc.pt
mailto:nelson@fe.uc.pt
mailto:nmsb@fe.uc.pt

10

Algebra Linear
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No bloco I Fungdes Reais de Uma Variavel Real serd feita uma transigéo entre os conceitos
usualmente estudados no ensino secunddrio (capitulos 1 a 3) e ensino superior (capitulo 4).

Uma introducio a teoria de equagdes diferenciais (EDO’s) — que se ird debrugar em detalhe
na disciplina de Matematica II, no segundo semestre — serd o objecto de estudo no bloco II
Equacbes Diferenciais de Primeira Ordem. Nesta iremos essencialmente abordar algumas
técnicas elementares de resolucdo de EDO’s que podem ser facilmente extrapoladas do estudo de
técnicas de primitivagdo abordadas no capitulo 4.

A consolidag@o dos contetidos do bloco I Fungoes Reais de Uma Variavel Real serd de
importancia primordial para o estudo de integrais definidos (capitulo 7) e de integrais impréprios
(capitulo 8) no bloco IIT Calculo Integral.

No bloco IV Algebra Linear (ainda em desenvolvimento) serd apresentada uma visao abreviada
de viarios conceitos e técnicas estudadas usualmente numa disciplina tradicional de Algebra Linear.
Este dltimo bloco serd ndo sé importante no estudo de maximos e minimos de funcdes de varias
varidveis, na disciplina de Matematica II, como em todas as disciplinas subsequentes da licenciatura
e Gestdo que envolvam modelos matemadticos (p.e. matrizes de covariancia associadas a modelos
de regressdo linear & cadeias de Markov descritas em termos de matrizes de transi¢ao).

A responsabilidade deste caderno € assumida orgulhosamente pelos seus autores, mas a sua
concretizacdo s se tornou possivel por via do trabalho desenvolvido por vérios docentes que ja
tiveram a oportunidade de leccionar esta disciplina, desde a reforma curricular das disciplinas do
curso de Gestao para os moldes do “Processo de Bolonha”. Sem esquecer o empenho de todos os
estudantes que ja tiveram a oportunidade de estudar pela versdo anterior deste caderno que, com
ddvidas e problemas colocados, contribuiram certamente para enriquecer o contetido deste.

Para terminar, dever4 referir-se que:

* as fotos utilizadas na capa e no inicio de cada capitulo foram retiradas da pagina e redes

sociais da FEUC;

* a grande maioria dos graficos que constam nas ilustracdes deste documento foram realizadas

com recurso ao GeoGebra — https://www.geogebra.org/;

* E que este documento estd ainda longe de estar terminado, pelo que observacoes e/ou

sugestoes que visem ao melhoramento deste serao sempre muito bem-vindas!


https://www.geogebra.org/
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Revisdo de Geometria Andlitica
Referencial Cartesiano

Comecemos por fixar o referencial cartesiano no plano xOy. Este referencial é constituido por dois
eixos perpendiculares, eixo horizontal Ox (ou eixo dos xx) e eixo vertical Oy (ou eixo dos yy) que
se intersectam na origem O.

Em concreto, podemos representar qualquer ponto P = (x,y) de R? na forma

(6,) = (0,0)+x7 +y7,

onde 7 = (1,0) denota o vector director associado ao eixo Ox, e 7 = (0,1) o vector director
associado ao eixo Oy. A origem do referencial corresponde ao ponto O = (0,0).

Assim qualquer ponto P de R? é representado pelas suas coordenadas P = (x,y). Diz-se que x
é a abcissa e y é a ordenada de P.

Note ainda que os eixos coordenados Ox e Oy dividem o plano em quatro quadrantes. Sao eles:

1° quadrante: Definido pela conjugacdo de inequagdes x >0 A y > 0;
2¢° quadrante: Definido pela conjugacdo de inequagdes x <0 A y > 0;
3¢ quadrante: Definido pela conjugagado de inequagdes x <0 A y < 0;
4° quadrante: Definido pela conjugacdo de inequacdes x >0 A y <O0.

A definicdo abaixo permite-nos em particular estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre o
conjunto de todos os pontos do plano e o conjunto

RZ=RxR={(x,y):xeRAyeR}.
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 !

Figura 1.1: Na figura, o ponto O = (0,0) representa a origem do referencial enquanto que os vetores
a vermelho e azul representam os vectores directores associados aos eixos Ox e Oy, respectivamente.

Definicdo 1.1.1 — Produto cartesiano de conjuntos. Sejam D e Y dois subconjuntos de R.
O produto cartesiano de D por Y, o qual iremos denotar por D x Y, corresponde ao subcon-
junto de R? definido por

DxY={(x,y) €ER?> : xé DAy€eY}.

— Quadrantes como Produto Cartesiano de Conjuntos. Use os intervalos da
forma

la,4oo[={x€R : x>a} & |—oo,b[={x€R : x<b}

para descrever os quatro quadrantes do plano cartesiano como produto cartesiano de conjuntos.
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d

Figura 1.2: Representacdo dos quatro quadrantes do plano cartesiano: 1° quadrante (a azul), 2°
quadrante (a amarelo), 3° quadrante (a verde) e 4° quadrante (a roxo).

Rectas: equacgodes de rectas

Equacdes vectorial e normal da recta

Definicdo 1.1.2 — Equacgdo vectorial da recta. A reta r que passa pelo ponto Py = (xo,Y0)
e tem como vector director (u,v), ndo nulo, é dada por

r: (x>y):(x05y0)+)’(u’v)> A eR.

Uma das coordenadas do vector (u,v) # (0,0) que determina a direc¢do da recta r
pode ser nula. Nomeadamente, se v =0 a recta r € horizontal e se u = 0 trata-se duma
recta vertical.

Observe que a recta r é representada pelo sistema de equagdes

x=2x9+ Au
: . 1.1
' { y=Yo+Av (-
Multiplicando a primeira equag@o por v # 0 e a segunda equacio por u # 0, obtemos
VX = vxog+ Auv
{ uy = uyo+Auv -’ (1.2)

Eliminando o pardmetro A vem
v(x—xo) —u(y—yo) =0.

Esta equagdo permite-nos facilmente deduzir o seguinte resultado:
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— Equacdo da recta na forma normal. Seja r uma reta que que passa pelo

ponto Py = (x9,y0) € tem (u,v), ndo nulo, como vector director. Entdo r pode ser escrita na forma
normal:

ax+by+c=0,

com

a=v, b=—ue c¢=—axyg—byy.

As retas horizontal e vertical s@o casos particulares da equagao normal

ax+by+c=0.
Em concreto:

* Vector diretor do tipo (#,0) determina a recta horizontal de equacdo y =
(u 7 0);
* Vector diretor do tipo (0,v) determina a recta vertical de equagdo x = —

v £ 0).

<16 16

Equacdo reduzida da recta

De seguida iremos focar a nossa aten¢o na equagdo reduzida da recta.

Definicdo 1.1.3 — Equacgdo reduzida da reta. A recta de declive m € R e ordenada na
origem b € R ¢é definida pela equacdo

y=mx—+b.

No caso de m = 0 dizemos que a recta é horizontal. No caso de m # 0 a recta € obliqua.

Note que a Defini¢ao 1.1.3 pode também ser facilmente deduzida a partir da equagio vectorial
da recta. Em concreto, assumindo que u # 0, com base na primeira equacio obtemos

Substituindo agora o pardmetro A na segunda equagéio, concluimos que
v
y:yo+;(x—xo). (1.3)
Da equagdo (1.3) segue que m = ;- nos dé o declive da equacao reduzida da recta r, enquanto

b = yo — ;xo a ordenada na origem.

A equacio (1.3) também poderia ser directamente deduzida a partir da equagdo normal
da recta, assumindo u # 0. Com efeito, o Teorema 1.1.1 diz-nos essencialmente que
se (x,y) é um ponto da reta r, entdo

v(x—xo) —u(y—yo) =0.

A equacdo (1.1.2) permite-nos ainda deduzir o seguinte resultado:
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— Declive. Sejam P, = (x1,y1) e P, = (x2,)2), tais que x, # x;, dois pontos
que pertencem a recta r. Entdo o declive da recta é dado por

Y2 =1
m = .
X2 — X1

Ideia da demonstragdo. Sejam P, = (x1,y;) € P, = (x2,y) dois pontos da recta r, com x; # xj.
e . .
Entdo os vectores P P> = (y2 — y1,x2 —x1) e (u,v) sdo colineares, i.e.

—
P1P2 = ),(u, V),

para algum A # 0.
Dafi obtemos o sistema de equagdes

X)—X1 = Au
{ ey (1.4)

V
Como m = —, vem
u

m:yz—)ﬁ’ (1.5)
X2 — X1

como pretendido.

Ordenada na origem: Ap6és a obtencdo do declive m, o valor de b pode ser calculado
a partir de uma das equagdes abaixo:

* b=y —mxi;

* b=y, —mx;.

O Teorema 1.1.2 permite-nos concluir que o declive da recta e a ordenada na origem
sdo independentes do par de pontos escolhidos Py = (x1,y1) e P, = (x2,y2).

Interpretacéo geométrica do declive da recta:
1. Supondo y; # y; (i.e. m # 0) construimos um tridngulo rectdngulo de vértices P; = (x1,y;),
P, = (x2,y2) € Q = (x2,y1), cuja diagonal corresponde ao segmento de reta [P P5].

2. Seja B o angulo formado pelos vetores PiQ = (x —x1,0) e PiP, = (x2 — x1,y2 — y1).
3. Entao
tan(ﬁ) _ Y2—)1 )
X2 — X1

Esta interpretagdo conduz-nos ao seguinte resultado:

Coroldrio 1.1.3 — Relacdo entre o declive e a Inclinagdo da recta. Sejam P = (x;,y;)
e P, = (x2,y2) dois pontos da recta r, com x; # x; € o o angulo formado entre a recta r e o
semieixo positivo Ox, marcado no sentido anti-horario. Entdo o declive da recta é dado por

m = tan( )

Diz-se que @, 0 < ot < m e o # Z, nos d4 a inclinacdo da recta .
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Ideia da demonstragdo. Segue do facto de (u,v) = (xp —x1,y2 —y1), X2 # X1, ser o vetor diretor
da reta r e da inclinag@o da recta r — associada a segmentos de recta da forma [Q;Q>], com

01 = (Ax1,Ay1) Q2= (Ax2,Ay2)
— ser independente da escolha do pardmetro A # 0. Este tdltimo facto segue da igualdade

Aya—Ayr _ya—yi _
Axy —Ax1  x—x

* Se y, = y; entdo a recta r tem declive nulo (m = 0) e inclinagéo nula (o = 0).
Neste caso estamos perante uma recta horizontal, de equacdo y = y;.

* Nocasode o = % (rectas perpendiculares ao eixo Ox), estamos perante uma
reta vertical (xo = x;). Neste caso dizemos que o declive da recta € indefinido.

» Exemplo 1.1 — Revisdo de Conceitos. Na figura abaixo encontra-se representada a equacéo

reduzida da reta, de equagdo

3,1
Y=Y

assim como o vetor P; P, determinado a partir dos pontos P; e P, de coordenadas
P1:(1,2) € P2:(3,5).

Com base na constru¢do poderd facilmente verificar os seguintes factos:

ITP; = (2,3) define a hipotenusa do tridngulo rectingulo de vértices Py, P, e Q = (3,2);

* Os vectores PQ = (2,0) e @ = (0,3) permitem-nos definir os catetos adjacente e oposto
do tridngulo rectangulo;

* Odeclivedaretaém=

* A ordenada na origem (b = %) pode ser calculada a partir da férmula b = y; — mx;, sendo
(x1,y1) = (1,2) [ponto Py];

* A ordenada na origem (b = %) pode ainda ser calculada a partir da férmula b = y, — mx»,
sendo (x2,y2) = (3,5) [ponto P»];

e o
O angulo formado entre os vectores @ = (2,0) e PL1P, = (2,3) coincide com o angulo
formado entre a recta r e o eixo Ox.

>

[\S1|9%}

— Interseccdo entre Rectas. Seja r a recta que passa pelos pontos de coordenadas
P; = (x1,y1) e Pi = (x2,y2), X2 # x1 e y2 # yi. Verifique que a interse¢do de r com as rectas da
forma

y=y1 & x=x;

define um tridngulo rectangulo.
Adicionalmente, verifique que se
m = tan(Q)

nos dé o declive, entdo a inclinag@o da recta, o, coincide com o angulo formado entre a recta » com
a recta de equacdo y = y;.
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/ B 3 56.3099324740202°
5 -4 -3 -2 -1 fo 1 2 3 4 5 6 7

Figura 1.3: Reta de equagdo y = %x—i— % que passa pelos pontos, de coordenadas P, = (1,2) e
P = (375)

Use como referéncias os pontos P; e P» do Exemplo 1.1 para verificar as conclusdes obtidas.

Posicdo entre duas rectas

Comecemos por observar que toda a equacdo da forma ax + by 4 ¢ = 0 representa uma recta no
plano xOy, sendo a € R, b € R e ¢ € R constantes tais que a e b ndo sdo simultaneamente nulas, i.e.
(a,b) # (0,0).

De facto, se b # 0 entdo a equag@o pode ser reescrita na forma reduzida com

a ¢
= ——X— —
T

mas se b = 0 temos uma reta vertical de equagdo x = — %, a # 0.

Adicionalmente, o Teorema 1.1.1 permite-nos formular a no¢éo de vector normal a uma recta
usando o conceito de produto escalar entre dois vectores (u1,v;) e (u2,v2):

(ur,v1) ® (u2,v2) = uyuz +vyva. (1.6)
Definicdo 1.1.4 — Vector normal a recta. Dizemos que o vector (a,b) é normal a recta
r:(6y) = (x0,50) +Aw,v), AR

se para quaisquer pontos da P = (x,y) da recta r, o vector ’Iﬁ’ = (x —x0,y — yo) satisfaz a
condicdo de perpendicularidade

(a,b) e (x—xp,y—yo) =0.
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Segue naturalmente da defini¢éo anterior que se (a,b) é um vector normal a recta r,
entdo (u,v) = (b,—a) pode ser considerado como vector director da recta r, e vice
versa.

Em particular, dados dois pontos P; = (x1,y1) e P, = (x2,¥2):

. I?}?z = (x2 — x1,y2 —y1), ou 0 seu vector simétrico Eﬁl , definem um vector
director de r;

* (a,b) = (y2—y1,x1 —x2), ou o seu simétrico —(a,b) = (y1 — y2,%2 — x1), sdo
vectores normais a r.

Suponha agora que pretendemos determinar o dngulo formado entre duas rectas de declive
my # 0 e mp # 0, respectivamente. Para tal, observe que ambas as rectas podem ser reescritas na
forma normal

m(x=0)+(=1)(y=b1) =0 & my(x—0)+(=1)(y—b2) =0,

sendo by e by as respectivas ordenadas na origem.
Usando agora o facto de os declives m; e m; serem independentes dos pontos escolhidos da
recta, podemos assumir, sem perda de generalidade, que

(ur,v1)=(L,my) & (uz,v2) = (1,my) (1.7)

definem vectores directores de r; e r,, respectivamente.

— Rectas paralelas e perpendiculares. Sejam r; e r, duas rectas no plano
x0Oy de declives m; e m; respectivamente. Entao:
(i) Asrectas ry e rp sdo paralelas se, e sO se, m; = my;
(ii) Asrectas r| e rp sdo perpendiculares se, e sO se, mmy = —1.

Ideia da Prova. A provade que a condi¢do m; = my corresponde a rectas paralelas é deveras trivial
com base na equacdo (1.7).

Para a prova da condicao de perpendicularidade entre rectas (m;m; = —1), comece por observar
que dois vectores definidos pela equacio (1.7) sdo perpendiculares se o produto escalar entre ambos
vale zero (0), i.e.

(I,my)e(1,my) =0
Substituindo (1,m;) e (1,m;) na eq. (1.6) obtemos que m; e m, satisfazem a equagdo

1+mmy=0.

O paralelismo e a perpendicularidade entre retas é independente da ordenada da
origem das rectas r; e . Adicionalmente, as equagdes envolvendo as func¢oes
tangente e cotangente:

m; =tan(a) & mp= —cot(ar)

permitem-nos relacionar declives e inclinagoes de rectas perpendiculares entre si.

Determine a equacao reduzida da reta s que atende as seguintes condigdes:
1. P, =(1,2) é um ponto da recta s;
2. A recta s € perpendicular a recta r do Exemplo 1.1.
Ap6s ter determinado a s, determine a equagdo reduzida da recta ¢ paralela a recta s, e que passa
pelo ponto P, = (3,5).
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Curvas: equacoes de circunferéncias e pardbolas
Equacdo da circunferéncia
= Exemplo 1.2 — Equacdo da Circunferéncia. A circunferéncia de centro C = (@, ) e raio

p > 0 ¢ definida pela equacdo
(x—a)’ +(y—B)*=p*

Por defini¢do, um ponto P = (x,y) pertence a circunferéncia de centro C = (o, f3) e
raio p > 0 se a distincia entre C e P € igual a p, isto &,

CP=p /(=) + (1= B) =p = (r— )+ (— B)* = p*

Com base no que aprendemos na se¢io 1.1.2 Rectas: equacoes de rectas, vamos procurar
determinar a solugdo para o seguinte problema:

Dado um ponto Py = (x,yo) da circunferéncia, de centro C = (, 3) e raio p > 0, como
determinar a equacio da recta r que € tangente a circunferéncia em Py?

Resolugdo. Primeiramente, note que a distincia entre C e P (CP) pode ser determinada a partir da
norma! do vector @, i.e.

CP=|CP|.
Em particular, se escolhermos um ponto Py = (xg,yo) da circunferéncia é possivel determinar
uma recta r que passe por C, cujo vector director é dado por CPy = (xo — &, yo — ), i.e.

r ('xay) - <a7B)+)L(x0_a7y0_B)7)’ eR.
Finalmente, escolhendo p.e. (a,b) = (xo — ¢, yo — ) resulta que a recta s, definida pela equacao
normal
stalx—o)+b(y—B)=0
é perpendicular a recta r. Em particular, a perpendicularidade entre r e s permite-nos concluir que a
recta s toca a circunferéncia em P uma, e uma s6 vez. [ |

= Exemplo 1.3 — Recta Tangente a circunferéncia. Para a circunferéncia de centro C = (1,0)
eraiop =S5:
(x—1)2+y* =25

podemos verificar que Py = (—2,4) é um ponto da circunferéncia e que o vector
CRy = (~3,4)
define um vector director da recta r que passa por C.
Escolhendo agora (a,b) = (—3,4) e (x0,y0) = (—2,4), obtemos com base na equagdo
(a,b) e (x—x0,y—y0) =0

a(x—x0)+b(y—yo)
segue que

—3(x+2)+4(y—4)=0<= —3x+4y=22

nos dé a equacgdo da recta pretendida.

I'A norma ||(a,b)| do vector ch= (a,b) pode ser calculada com base na igualdade ||(a,b)||*> = (a,b) @ (a,b), onde @
denota o produto escalar.
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Figura 1.4: A circunferéncia a vermelho representa a circunferéncia de centro C = (1,0) e raio
p =5; A recta tangente que passa no ponto Py = (—2,4) (a azul) foi determinada com base na
relag@o de perpendicularidade da recta a tracejado (cinza). Para tal, fixdmos (a,b) = (—3,4) (vector
a lilas) como sendo o vector normal a recta a azul.

No préximo desafio pretende-se que realize o procedimento reciproco, i.e. determinar a equagao
da circunféncia, conhecendo:

* ocentro C = (a, ) da circunferéncia;

* aequagdo da recta tangente — ax+ by +c = 0.

Determine a equacao da circunferéncia sabendo que:
(i) O centro é C = (—4,—2) e é tangente a recta de equagdo x = 1;
(ii) O centro é C = (3,—2) e é tangente a recta de equagéo x+ 2y = 6.

Equacgdo da pardbola

Definicdo 1.1.5 Fixemos uma recta d e um ponto F. Diz-se que a pardbola é o lugar geométrico
do conjunto de todos os pontos do plano xOy que sdo equidistantes de F e d.
Chamamos a F o foco e a d a directriz.

Apresentamos algumas caracteristicas:
* A pardbola tem um eixo de simetria que € uma recta que passa por F.
* O eixo de simetria da parabola é perpendicular a recta d.
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* O vértice € o tinico ponto da pardbola que pertence ao eixo de simetria.

= Exemplo 1.4 — Equacdo da pardbola com eixo Ox. Consideremos que a pardbola tem
vértice V = (0,0) e que o seu eixo de simetria é o eixo Ox.

Entdo F = (0, %) ey= —g é a equagdo da directriz, onde p é uma constante, ndo-nula. Sejam
P = (x,y) um ponto qualquer da pardbola e Q = (x, —%) um ponto da directriz. Por defini¢do de
parabola temos PF = QF, ou seja,

2 2 1
\/x2+(y—p> :\/<y+p> = py=pye=y=—x°
2 2 2p

Fazendo a = ﬁ, escrevemos y = ax?, a £0. n

Supondo que o vértice da pardbola pode ser qualquer ponto do plano apresentamos a equacio
geral duma pardbola com eixo de simetria vertical.

= Exemplo 1.5 Equacao da parabola com eixo de simetria vertical

A pardbola de vértice V = (h,k) e eixo de simetria x = & € definida pela equacéo

y=a(x—h)*+k,a#0

(i) Se a > 0 apardbola tem a concavidade voltada para cima;
(ii) Se a < 0 a pardbola tem a concavidade voltada para baixo.

= Exemplo 1.6 Equacio da parabola com eixo de simetria horizontal

A pardbola de vértice V = (p, q) e eixo de simetria y = g é definida pela equagio

x=a(y—p)*+q,a#0

(i) Se a > 0 a pardbola tem a concavidade voltada para a direita;
(ii) Se a < 0 a parabola tem a concavidade voltada para a esquerda.

Na figura abaixo, a parabola de equacio y = 5 — 3(x+ 2)? (a magenta) apresenta x = —2 (recta
tracejada a azul) como eixo de simetria vertical e concavidade voltada para baixo, enquanto que a
paribola de equacio x = 5+ 2(y —2)? (a laranja) apresenta y = 2 (recta tracejada a preto) como
eixo de simetria horizontal e concavidade voltada para a direita.
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Definicoes, Representacoes e Aplicacoes
Representacdo Analitica: Dominio e Contradominio

No estudo de fungdes reais de varidvel real iremos assumir que D e Y sdo dois subconjuntos de R,
nio-vazios, i.e.

DCR & YCR.
DefinicGo 1.2.1 — Func¢do real de variavel real. Funcéo definida em D e com valores em Y

E uma correspondéncia que a cada elemento x € D associa um tnico elemento y € Y através de
y = f(x). Usualmente representa-se por

f: D — Y
x — y=f(x

O conjunto D designa-se por dominio de f e o conjunto
D'={yeY:y=f(x),xeD}

que satisfaz D’ C Y representa o contradominio de f. Ao conjunto Y chama-se conjunto de
chegada.

— Dominio e contradominio de f. E também comum usar as notagdes D e D),
quando nos referimos ao dominio e ao contradominio de f : D — Y, respectivamente.
Sempre que se justifique usaremos estas notagdes para evitar possiveis ambiguidades.
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— Variavel dependente vs. Variavel Independente. Frequentemente, vamos
usar a variavel x, dita varidvel independente, para representar os elementos do dominio de f,
chamados de objectos. Por sua vez, a varidvel y, dita varidvel dependente, & usada para representar
os elementos do contradominio de f, chamados de imagens.
Podemos agora afirmar que o dominio D da func¢@o € o conjunto de todos os objectos para os
quais existem imagens e o contradominio da funcdo € o conjunto de todas as imagens.

Nio se deve confundir f(x) com f visto que f(x) indica o valor que a fungdo assume
no ndmero real x enquanto f fica definida ndo sé pela expressdo f(x) mas também
pelo dominio e conjunto de chegada.

— Funcéo f: D — D'. Por uma questdo de simplicidade, frequentemente iremos
usar a notacao

x—=y=f(x)

sempre que pretendamos definir a fung¢do f pontualmente pela expressdo f(x).
Assim, sempre que recorrermos a esta notacio ao longo do texto estaremos a assumir
implicitamente que f é uma fun¢io de dominio D e de conjunto de chegada Y = D'.

Representagcdo Geométrica: Grdafico
Definicdo 1.2.2 O grafico da funcdo f: D CR — Y C R € o conjunto de todos os pontos do
plano xOy:

graf(f):{(x,y):y:f(x),xeD}.

O gréfico de f é precisamente o produto cartesiano de D por D', escreve-se, graf(f) =D x D/,
logo é um subconjunto de R

Teste da recta vertical: Geometricamente, dizemos que uma curva representada por
um subconjunto S de R? define uma funciio f: D — Y se, e s6 se, para todo o d € D
arecta vertical x = d intersecta uma, e uma s6 vez, S.

Exemplos de funcbes definidas a partir de curvas

= Exemplo 1.7 — Equacdo da recta. E evidente que a uma recta ndo-vertical corresponde um
grafico de uma fungfo. Assim, a equagio reduzida da recta introduzida na Defini¢ao 1.1.3 dd-nos a
representacdo grifica da chamada funcdo afim: "

Definicdo 1.2.3 — Fungdo Afim - Polinémio de grau 1. A fungéo afim f é definida pela
expressdo f(x) =mx+b, sendom € R e b € R constantes. O seu dominio é R.

Em particular, diz-se ainda que:

(i) f é funcdo constante se m = 0;

(ii) f € fungdo linearse b =0em # 0.

= Exemplo 1.8 — Equacdo da pardbola. O conjunto de pontos
{(x,x?) : x€R}

representa a parabola de equagio y = x no plano xOy. Esta curva permite-nos definir uma fungio
(fungdo quadratica), de dominio R, representada na figura abaixo a azul ciano.
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No entanto, o conjunto de pontos

{(*,y) : yER}

definido no plano xOy pela parbola de equagio x = y* — representado na figura abaixo a magenta
— j4 ndo define uma fungio uma vez que a reta vertical x = d (d > 0) intersecta x = y* em dois
pontos distintos, de coordenadas

A= (d,—vd)eB=(d,\d).

eq2

#
eql

Essencialmente, o grafico da funcio raiz quadrada foi construido a partir da parabola
de equacio x = y> do Exemplo 1.8, excluindo todos os pontos abaixo do eixo Ox de
modo a garantir que o grafico apenas intersectasse a recta vertical x = d (d > 0) uma,
e uma s vez.

= Exemplo 1.9 — Equacdo da circunferéncia. Para que a equacio da circunferéncia x> +y* = 1
defina a fung¢do, x — /1 — x2, teremos de considerar apenas a semicircunferéncia situada acima
do eixo Ox (y = 0), assim como os pontos A = (—1,0) e B = (1,0) obtidos pela interse¢do das
equacgoes

¥4+yP=1 e y=0

tal qual representado na figura abaixo:
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eq2

O grifico da funcdo x — y = v/1 — x2 permite-nos dizer que
Dy=[-1,1] & D}y=10,1],
onde [a,b] denota o intervalo da forma
[a,b) ={xeR : a<x<b}.

Como iremos ver mais a frente, o intervalo [—1, 1] é o conjunto solug¢do da inequagido
quadrética

1—x*>0,
enquanto o intervalo [0, 1] corresponde ao conjunto solugio do sistema de inequagdes

1—y*>0 & y>0.

Exemplos de funcoes elementares

= Exemplo 1.10 — Func¢do Identidade. E a fungdo que a cada niimero real faz corresponder o
préprio nimero e a sua representagdo grafica € a bissectriz dos quadrantes impares, i.e,

iR — R
X — y=x
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= Exemplo 1.11 — Fungdo Médulo. A func¢do médulo que a cada nimero real faz corresponder
o seu valor absoluto:

x, sex>0
x| =
—x, sex<0

i.e., x — y = x|, € uma fun¢do de dominio R e contradominio [0, +eo|. Trata-se de uma fungao
definida por ramos cuja representacao grafica — em forma de V — € a reunido de duas semirectas de
origem O = (0,0) obtidas a partir da bissectriz dos quadrantes pares (para valores de x < 0), e da
bissectriz dos quadrantes impares (para valores de x > 0).

R — [0,+o]
x o y=|xl

» Exemplo 1.12 — Funcdo sinal. A fungio sinal, x — sgn(x):

I, sex>0
sgn(x) = 0, sex=0
-1, sex<0

¢ uma fungdo definida por ramos de dominio R e contradominio {—1,0, 1}, cujo grafico é consti-
tuido por duas semirectas de equagdes y = —1 (para valores de x < 0), y = 1 (para valores de x > 0)
e pela origem do referencial — (0,0) = (0,sgn(0)).

R — {-1,0,1}
x — y=sgn(x)

= Exemplo 1.13 — Func¢do raiz quadrada. A fungéo raiz quadrada, x — +/x, cujo grifico é dado
pela figura abaixo:
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é definida a partir da pardbola de equacio x = y?, para valores de y > 0, i.e.
{679) 1y=20}={(x,y) : y=Vx, x>0}
O gréfico da raiz quadrada permite-nos indicar que
Dp=[0,+e[ & Dj=[0,+eq],
onde [a,+0) denota o intervalo
[a,+oo[={x€eR : x>a}.

= Exemplo 1.14 — Funcéo Reciproca da Identidade. E a fungio que a cada nimero real, nio
nulo, faz corresponder o seu inverso e a sua representacdo grafica ¢ uma hipérbole, i.e,

R—{0} — R-—{0}

1
X = y=-
X

— Equagoes envolvendo médulos. Esboce a curva de equagdo

x = |yl

no plano xOy.
Verifique que a curva acima corresponde a uma reflexdo do grafico da fungdo médulo relativa-
mente a bissectriz dos quadrantes impares.

De seguida aplique o teste da recta vertical para concluir que a curva acima nio define uma
funcio.



32 Capitulo 1. Fungoes Elementares e Grdficos

RECURSO A TECNOLOGIA: Insira os comandos y=abs (x) & x=abs (y) no calculadora GeoGebra,
disponivel a partir do link

https://www.geogebra.org/calculator.

— Func¢do raiz quadrada vs. funcdo médulo. Mostre que a fungdo, x — y = V2,
coincide com a fungdo médulo, x — y = |x|. Adicionalmente, verifique se as fungdes, x — y = V/x?
e x>y = (y/x)? sdo iguais.

SUGESTAO: Comece por mostrar que |x|> = x>. Depois faca uso da definicdo de raiz quadrada,
abordada no Exemplo 1.13.

RECURSO A TECNOLOGIA: Insira os comandos sqrt(x?) & (sqrt(x))? no calculadora GeoGebra,
disponivel a partir do link

https://www.geogebra.org/calculator.

Aplicacdo em Economia - Leis da procura e da oferta

O conceito de funcdo é um instrumento matematico utilizado para estabelecer leis ou principios
entre varidveis. Os economistas estudam a determinacao de precos de um bem de consumo num
mercado, onde os agentes econdmicos se encontram para realizarem transacdes. Os precos num
mercado de concorréncia perfeita sdo estabelecidos pelas leis da procura e da oferta. O economista
Jodo César das Neves dizia que: "A forma mais sugestiva de abordar um mercado € através de
um gréfico que a maioria dos economistas usa intensamente. Ele é, verdadeiramente, o canivete
suico do economista. Foi popularizada por um dos maiores economistas de todos os tempos Alfred
Marshall, e por isso se chama cruz marshalliana. Neste grafico cruzam-se duas curvas: a curva da
procura e a curva da oferta."

Por um lado, a curva da procura, de equagio p = D(q), relaciona a quantidade ¢ > 0 procurada
de um bem por parte dos consumidores ao preco unitdrio de p > 0 unidades monetérias (u.m.).
Trata-se de uma curva decrescente uma vez que a quantidade procurada de um bem varia no sentido
inverso do seu preco. De facto, a medida que o preco aumenta a quantidade procurada diminui e
vice-versa.
Por outro lado, a curva da oferta de equacdo p = S(q) expressa a quantidade do mesmo bem que os
produtores estio dispostos a produzir e a vender varia no mesmo sentido do seu prego. De facto, a
medida que o pre¢o aumenta a quantidade oferecida aumenta e vice-versa.
Os interesses antagénicos dos consumidores e dos produtores vdo determinar o equilibrio no
mercado, que ocorre quando a quantidade procurada do bem coincide com a quantidade oferecida,
isto ¢,

D(q0) = S(qo0)-

Assim sendo ao correspondente preco, pg, chama-se preco de equilibrio.

Assinale-se que para representar geometricamente as curvas da procura e da oferta, os economistas
usam o referencial Q o P por razdes histéricas, colocando os valores de g (variavel dependente)
sobre o eixo horizontal e os valores de p (varidvel independente) sobre o eixo vertical.


https://www.geogebra.org/calculator
https://www.geogebra.org/calculator
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Q. Quantity

— Func¢oes de procura e oferta. Considere um mercado caracterizado pelas fungdes
procura e oferta, definidas respectivamente por:

D(q)=20—¢* : S(q)=3q+2.

(a) Determine os dominios de D e S.
(b) Determine os contradominios de D e S.
(b) Calcule o preco pg e a quantidade g¢ de equilibrio do bem. Qual € o significado geométrico do

ponto E = (qo, po)?
(c) Trace as curvas da procura e da oferta no referencial gOp.

Propriedades de Funcdes: Abordagens Andlitica e Grdfica

Injectividade e Sobrejectividade
Definicdo 1.3.1 — Funcado Injectiva, Sobrejectiva e Bijectiva. Diz-se que a fungio f: D —
Y:
(i) é injectiva se
f(xl) = f(X2) = X] =Xp para Xxi,Xxp € D.
(ii) é sobrejectivasese D' =Y.

(iii) ¢ bijectiva se é simultaneamente injectiva e sobrejectiva.
Na defini¢do de injectividade, a implicacao
f) =fn)=x=x

garante-nos que para cada y € D’ a equagdo y = f(x) admite solugdo tnica.
Em varios livros de texto, esta implicacdo é-nos apresentada na sua forma equivalente

x1 #x2 = f(x1) # fx2).

Se determinarmos dois pontos x1,x; € D para os quais

fr)=f(x) e x1#x

entdo provamos que f nao € injectiva.
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Podemos entio definir um critério, do ponto de vista geométrico, para estudar a injectividade
de funcodes.

Teste da recta horizontal: Observemos que a recta horizontal de equacdo y = b ndo
intersecta o grafico de uma funcéo injectiva em mais do que um ponto. Assim, se
b € D' essa recta intersecta o grafico num dnico ponto, mas se b ¢ D' essa recta ndo
intersecta-o.

Por outro lado, para demonstrarmos que uma funcio f : D — Y € sobrejectiva, é suficiente
mostrar a inclusao
YCD,
ja que a inclusdo
D Cy

é sempre verdadeira, por defini¢do de contradominio.

Por outras palavras, mostrar que uma funcio € sobrejetiva € equivalente a mostrar que
para todos os elementos de y € Y (conjunto de chegada) a equagdo y = f(x) admite
pelo menos uma solugéo.

Ora, caso pretendamos demonstrar que uma func¢@o nao € sobrejetiva, basta determi-
narmos/encontrarmos pelo menos um elemento y do conjunto de chegada para o qual
aequagdo y = f(x) ndo admite solug@o.

= Exemplo 1.15 — Fung¢do bijectiva. Ao contririo da funcéo f : R — [0, +oo[, definida por
f(x) = x%, a fung¢do raiz quadrada g : [0, +-oo[— [0, +oo[ (x > y = 1/x) abordada no Exemplo
1.13 é injectiva e sobrejectiva, logo bijectiva. "

= Exemplo 1.16 — Funcdo injectiva mas ndo sobrejectiva. f: R — {2} — R definida por

¢ injectiva mas ndo € sobrejectiva.

Prova da injectividade:
Com efeito, suponhamos que f(x;) = f(x2) para xj,x; € R — {2} arbitrarios, ou seja
X1 X

2—-x; 2—-x2
Note que a igualdade anterior € equivalente a termos
X1 (2 —XQ) = X2(2 —xl) < 2x1 —x1xp = 2Xxp — X1Xp.

Simplificando a igualdade acima concluimos que x; = x,, como pretendido.

Prova da ndo sobrejectividade:
Consideremos a equacdo y = f(x), sendox e R— {2} ey e R.
Se escolhermos y = —1, obtemos
X —
2—x
Note que a equacdo acima nao admite solugdo. Logo provamos a existéncia de um y € R para o
qual a equac@o y = f(x) ndo admite solucdo.
Portanto, f nao € sobrejectiva.

-1 <— x=x-2.
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s Exemplo 1.17 — Fun¢do ndo injectiva mas sobrejectiva. Consideremos a fungio f :
[—1,1] — [0, 1] definida por f(x) = v/1 —x2, cujo gréfico foi obtido no Exemplo 1.9. Esta fun¢do

ndo € injectiva uma vez que parax; = —1 e x = 1 temos f(—1) = f(1) =0.
No entanto f é sobrejectiva uma vez que D' = [0, 1]. .
Se tivéssemos escolhido ¥ = [—1,1] como conjunto de chegada da funcéo f :

[—1, 1] — Y do exemplo anterior, esta ji ndo seria sobrejectiva uma vez que a equagio

y=+v1—x2

ndo admite solucdo para valores de —1 <y < 0.

Graficamente, este facto poderia ser verificado mostrando por exemplo que a recta
horizontal y = —1 ndo intersecta o grafico de f.

Determine os conjuntos D e Y para os quais a fung¢do f : D — Y definida por

é bijectiva.
Esboce o gréfico da fungdo f: [—1,1] — [0, 1] definida por

Fl) = V1—x2 se0<x<1
]l V1 =x2 se—1<x<0

De seguida, verifique graficamente se esta funcao € bijectiva.

Zeros e Sinal

Definicdo 1.3.2 — Zeros da fung¢do. Seja f: D — Y. Diz-se que o real a € um zero de f se
a€De f(a)=0.
O conjunto de todos os zeros de f € representado por

Z(f) = {xeD: f(x) = 0},

Decorre da defini¢do acima que se a equagdo f(x) = 0 é impossivel em R, entéo o
conjunto dos zeros de f € vazio, i.e. Z(f) = 0.

Da defini¢do de grafico de uma fungéo tem-se que (a,b) é um ponto de graf(f) se,
e s6 se a € D é um zero da funciao

x—=y=f(x)—b.

Os pontos de interseccdo do grafico de f com os eixos coordenados obtém-se da seguinte

forma:
* Se 0 € Dentdo P = (0, f(0)) é o unico ponto do gréfico de f que toca o eixo Oy;

* Se a é um zero de f entdo Q = (a,0) é um ponto do grafico de f que intersecta o eixo Ox.
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As fungdes identidade (x — y = x), médulo (x — y = |x|) e sinal (x — y = sgn(x))
tratadas no Exemplo 1.10, Exemplo 1.11 ¢ Exemplo 1.12, respectivamente, sdo
exemplos em que a origem O = (0,0) do referencial xOy é o tnico ponto pertencente
ao eixo Oy comum a todos os graficos.

Coroldrio 1.3.1 — Zeros vs. Injectividade. Se f: D — Y tem, pelo menos dois zeros, entdo f
nao € injectiva.

Ideia da Demonstragcdo. Segue automaticamente da definicdo de injectividade de uma funcio
f:D—=Y. |

Com base na caracterizacio descrita na Se¢do 1.3.1, podemos facilmente concluir
que toda a funcdo injectiva f : D — Y tem no maximo um tnico zero (i.e. a
equagdo f(x) = 0 admite uma tnica soluc@o ou é impossivel). Esta caracterizagdo é
equivalente ao Corolario 1.3.1.

m Exemplo 1.18 — Zeros da funcdo afim. Consideremos a funcio afim f de dominio R tal que
f(x)=mx+bcomm#0ebecR. Oseu grifico (¢ uma recta) intersecta o eixo Ox num tnico
ponto pois a fun¢do tem apenas um zero de valor x = —%.

Porém, a fun¢do constante definida por f(x) = b com b # 0 ndo tem zeros pois f(x) =0 é uma

equagdo impossivel em R, ou seja, Z(f) =0 .

J4 a funcdo nula, x — y = 0, para todo o real x tem uma infinidade de zeros uma vez que
Z(g) =R. "

= Exemplo 1.19 — Nem toda a fungdo com um Unico zero é injectiva. A func¢do modular,

x+— y = |2x+ 3|, tem apenas um tnico zero de valor x = —%.

No entanto, a equagdo

2x+3|=1

admite duas solucdes:

1. x=—1satisfaz [2(—1)+3| = 1| =1;
2. x= —2verifica [2(-2)+3|=|—1]=1.

Contudo, sabendo que a recta de equacéo y = 1 intersecta o gréfico de x — y = |2x + 3| pelo
menos uma vez, poderiamos reformular a prova de nao injectividade, verificando que x = —1
e x = —2 sdo dois zeros de x — y = |2x+ 3| — 1, tal como representado na figura pelos pontos
A=(-2,00e B=(-1,0).
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Foi verificado com o Exemplo 1.19 que existem fun¢des com um tinico zero mas que
ndo sdo injectivas.

Estude a funcio reciproca da identidade definida no Exemplo 1.14 quanto a
injectividade e a existéncia de zeros. O que pode concluir?

Uma forma de contornar a limitacdo ilustrada no Exemplo 1.19 e no Desafio 1.10 passa pela
reformulagdo do conceito de injectividade em termos do estudo dos zeros do grafico de uma fungao,
dado pelo préximo teorema:

— Funcoes Injectivas vs Zeros. f: D — Y € uma funcio injectiva se, e s se,
para cada ponto (a,b) do grifico de f, x = a é o uinico zero da fun¢io

x—y=f(x)—b.

Ideia da demonstracdo. Supondo que f : D — Y € injectiva é equivalente a dizer que, para cada
y € D', a equagéo

y=r(x)
tem sempre solucdo tnica. Caso x = a seja um zero da funcdo auxiliar
x— f(x)—b,
este tera de ser o tinico zero para provarmos a injectividade de f: D — Y, e vice versa. |

A férmula resolvente, a ser deduzida mais adiante no Exemplo 1.41 permite-nos facilmente
formular o seguinte resultado:
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— Zeros de funcdes quadrdticas. Seja f(x) = ax’> +bx+ce A= b* —4dac.
Entio, a fun¢do f:
(i) Nao admite zeros se A < 0;
(ii) Admite um uUnico zero se A = 0;
(iii) Admite dois zeros se A > 0.
Adicionalmente, para o caso A > 0, tem-se que

—b—VA —b+VA
Xl=—F7—, € Xp=—F7—.
2a 2a

sdo os zeros da fungdo f.

Iremos voltar na subse¢do 1.5.1 Fun¢oes Polinomiais ao estudo de zeros de fung¢des polinomi-
ais. Como preparacdo para esta se¢do, sugerimos ao leitor que resolva os seguintes desafios com
recurso ao Teorema 1.3.3.

— Existéncia de raizes para um polinédmio de grau 2. Determine para que
valores de ¢ € R, o polinémio py(x) = —2x> 4 8x+c:
(a) Nio admite zeros;
(b) Admite um unico zero;
(c¢) Admite dois zeros.

— Raizes de polinémios de grau 3. Consideremos expressdes do tipo f(x) =
ax® 4+ bx? 4+ cx+d com a # 0. Fixando a = 1 e d = 0 escolha os parAmetros reais b # 0 e ¢ # 0 de
modo que a funcido ctibica admita:

(i) Um unico zero;

(ii) dois zeros;

(iii) trés zeros.
RECURSO A TECNOLOGIA: Utilizando o GeoGebra, visualize o grafico em cada caso,
assinalando os respetivos zeros e justifique, usando a lei do anulamento do produto.

Definicdo 1.3.3 — Sinal da funcdo. Diz-se que a funcio f:
» E positiva se f(x) > 0 para todo x € Dy;
* E ndo-negativa se f(x) > 0 para todo x € Dy;
* E negativa se f(x) < 0 para todo x € Dy;
« E ndo-positiva se f(x) < 0 para todo x € Dy.

* O gréfico de uma fungao positiva (resp. negativa) estd acima (resp. abaixo) do
eixo Ox;

* O grafico de uma fun¢do ndo-negativa (resp. nao-positiva) estd acima (resp.
abaixo) do eixo Ox e intersecta-o pelo menos num ponto.

A maior parte das fun¢des ndo tém sinal constante em todo o seu dominio. Por isso € necessario
resolver equacdes e inequagdes para construir um quadro de sinais da fungao.
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Sinal da fung¢do afim

Ja vimos que a funcdo afim f de dominio R tal que f(x) = mx+b comm # 0 e b € R tem apenas
um zero de valor xy = —%. Entao:

(i) Se m > 0 entdo f é negativa em ] — oo, x| € positiva em |xq, +oo[. Eis o quadro de sinais:

X X0

fx)| =10 |+

(ii) Se m < 0 entdo f é negativa em |x(, +oo| € positiva em | — o, xg|. Eis 0 quadro de sinais:
g p q

X X0

f) | +]0] -

Esboce o grafico da fungdo, x — sgn(f(x)), onde:
(i) x+— f(x) é a funcdo representada pela recta do Exemplo 1.1;
(ii) x— sgn(x) é a fun¢do sinal do Exemplo 1.12.
De seguida, use o gréfico da fungdo x — sgn(f(x)) para estudar o sinal da fungéo x — f(x).

Estude o sinal das funcdes afins associadas as rectas s e t do Desafio 1.3.

Sinal da funcdo quadrdtica
Existem pelo menos duas estratégias imediatas de determinar o sinal da fun¢do quadrética:
(i) A primeira passa por transformar uma fungao quadratica como produto de fungdes afins, com
recurso ao Teorema 1.5.1 que aparece na Subse¢ao 1.5.1 Funcoes Polinomiais.
(ii) A segunda estratégia passa pelo estudo do sinal do discriminante A = b> — 4ac e das concavi-
dades (que iremos abordar mais a frente no Teorema 1.4.2).

= Exemplo 1.20 — Sinal da fun¢do quadrdtica no caso de existirem raizes. Suponha que:
f(x) = ax* 4 bx + c tem pelo menos um zero (A > 0)) e A e Ay, tais que A; < Ay, sdo os zeros de
f(x) determinados pelo Teorema 1.3.3.

No caso de termos raizes iguais (1; = A;), o Teorema 1.5.1 permite-nos reescrever f(x) na
forma

f@x) = ale—n)%
Assim sendo, o sinal de f coincide com sinal da constante a, i.e.

* f(x)>0sea>0;
* f(x)<0sea<0;

Caso contrdrio, temos de construir o quadro de sinais de f(x) = a(x — A;)(x — A,). Para valores
de a > 0, temos

x A A
X — 2,1 — 0 + + +
x—=Ab|—-|—=1-=-101]+
fx) [+ 0] —=10 |+

Entéo f:
* E negativa em A1, A2
« E ndo-negativa no intervalo A1, A2
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» E positiva em | — o0, 41 [U] A2, 4-o9[;
+ E ndo-positiva em | — o0, 1;] U [A,, +ool.
O estudo do sinal para valores de a < 0 deixamos ao cargo do leitor. "

— Vide Desdfio 1.11. Determine para que valores de ¢ € R a igualdade
| —2x% +8x+c|—2c=—-2x"+8x—c

é sempre satisfeita.

Sinal da fun¢do raiz quadrada

Recorrendo ao grifico da fungédo g, x — /x, dado no Exemplo 1.13, é facil de concluir que a
funcdo A,

x>/ f (%),

apenas estd definido para o caso de x — f(x) ser uma fun¢do ndo-negativa em todos os pontos do

seu dominio. Adicionalmente x — 1/ f(x) é positiva se f também é uma fun¢@o positiva (i.e. ndo
admite zeros).

Paridade e Simetria

Definicdo 1.3.4 — Paridade e Simetria. Considere-se que o dominio Dy da fungdo f €
simétrico em relacdo a origem, i.e.,

x€Dy<— —x€Dy
para todo x. Diz-se que a fungao f:

(i) E parse f(—x) = f(x) para todo o x € Dy.
O gréfico de uma func¢do par é simétrico em relag@o ao eixo Oy, isto é,

(x,y) € graf(f) <= (—x,y) € graf(f)
(ii) E fmpar se f(—x) = —f(x) para todo o x € D.

O gréfico de uma fungdo impar é simétrico em relagdo a origem, isto é,

(x,y) € graf(f) < (—x,—y) € graf(f)

Com base na defini¢do acima, podemos facilmente verificar que as func¢des identidade
(x — x) e sinal do Exemplo 1.10 e Exemplo 1.12, respectivamente, sdo exemplos de
fungdes impares.

Por outro lado, fun¢do médulo (x — |x|) tratada no Exemplo 1.11 é par.

= Exemplo 1.21 — Importéncia do dominio ser simétrico. Os grificos das fungdes cosseno
(a pontilhado) e seno (a tracejado) correspondem a dois exemplos de funcdes pares e impares,
respectivamente.
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Se considerdssemos a restri¢do de ambos os graficos ao intervalo [0,27], observariamos que o
gréfico das fungdes cos : [0,27] — [—1, 1] (a magenta) e sin : [0,27] — [—1, 1] (a azul) ndo nos
permitia definir fun¢des pares e impares, pois falha a condi¢do de simetria em relagdo ao eixo Oy —
para termos uma fungéo par — e a origem O = (0,0) — para termos uma fungdo {mpar.

No entanto, caso restringissemos o tracado de ambos os grificos ao intervalo [— 7, 7] (regido
delimitada a amarelo no gréfico), j4 poderiamos afirmar que:

e cos: [—m, x| — [—1,1] é uma fungéo par;

* sin: [—m, ] — [—1,1] é uma fun¢do impar.

Coroldrio 1.3.4 — Zero de fun¢do impar. Se f: D — Y é uma fungdo impare x =0 € D
entdo f(0) =0.

Ideia da demonstracdo. E automatica com base na igualdade 0 = —0 e na equacio f(0) = —f(—0).
|

No Exemplo 1.21 consideramos o caso das fungdes trigonométricas seno e cosseno.

A igualdade sin(0) = 0 permite-nos verificar que a fungéo seno verifica o resultado
obtido no Corolério 1.3.4. Por outro lado, a igualdade cos(0) = 1 corresponde a um
exemplo particular de uma fungéo nas seguintes condicdes:

@i f:D—Y épar;

(i) 0 € D;
(iii) f(0) #0.

Dé um exemplo de uma func¢do impar f em que x =0 ¢ Dy.
= Exemplo 1.22 — Paridade da funcdo poténcia. Sendo n € N e n # 1, definimos a fungio
poténcia de expoente 7, x — g,(x) = x".
(i) Se n é par entdo g, € uma fungio par;
(ii) Se n é impar entdo g, € uma funcdo impar.
Se n é par entdo n = 2k com k € N. Para todo o real x temos

gn(—x) = (—x)" = () =2 =" = g (x).
Por outro lado, se n é impar entdo n = 2k + 1 com k € N. Para todo o real x temos
gn(_x) —_ (_x)n — (_x)2k+] — _x2k+1 — ' = _gn(x)_

= Exemplo 1.23 — Nem par nem impar. A funcio f : R — R definida por f(x) = x*> —x ndo é

par nem impar. Por exemplo, vejamos que f(—1) =2e¢ f(1) =0, logo

FEN ) A f(=D) #=f().
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Figura 1.5: Ilustragdo gréfica da determinag@o da parte par da fungdo f : R — R definida por
f(x) = x> — x (a magenta) como o grafico resultante da sobreposicdo dos grificos das fungdes
x> 3 f(x) (pontilhado a azul ciano) e x — 1 f(—x) (tracejado a castanho).

— Funcdo Par. Sendo f : D — D' uma fungdo par, diga justificando, qual das
seguintes fungdes abaixo nao é par.

(@) x— xf(x);
(b) x+— |x|f(x);
© x> f(lx));
(d) x— |f(x)]. .
— Funcdo Impar. Sendo f : D — D’ uma fungdo impar, diga justificando, qual das
seguintes fun¢des abaixo nao é impar.
@) x> x2f(x);
(b) x> xf(x?);
(©) x> x2f(x)+x;
(d) x— x*f(x)+ |x|.
O Teorema 1.3.5 assim como o Corolario 1.3.6 que enunciaremos a seguir poderdo vir a ser
uteis para resolver o Desafio 1.17 & o Desafio 1.18.

— Parte par e parte impar de uma fungdo. Suponha que o dominio D de f
€ simétrico em relagdo a origem.
Entdo a fungdo f : D — Y pode ser reescrita na forma f(x) = g(x) + h(x), onde
* g: D — Y definida por
fx)+f(—=x
o) = TW . (=x)

€ uma funcao par;
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* g:D — Y definida por

¢ uma func¢ao impar.

Ideia da Demonstragcdo. Observe que as funcdes g e & podem ser determinadas a partir da identi-

dade
oy = I H9= 1)
=g(x) =h(x)
A prova de que g € par e i é impar ¢ uma consequéncia directa da Definicao 1.3.4. |

O Teorema 1.3.5 permite-nos determinar sempre uma fun¢do par e uma fungo impar,
independentemente da paridade de f.

No caso particular do Exemplo 1.23, tem-se que f pode ser escrita como a soma de
x — x? (que é par) e da fungiio x — —x (que é fmpar).

Coroldrio 1.3.6 — Reformulacdo de paridade. Suponha que o dominio D de f é simétrico
em relagdo a origem. Entdo a funcdo f: D — Y:

@ fx) +2f (=x).

* Eparse,esése f(x) = —F"—F7-—-;

fE) = f(=x)

+ E impar se, e s6 se f(x) = 5

Duas entre as varias aplicagdes directas do Corolario 1.3.6 € o préximo desafio, e as fun¢des
hiperbélicas que estudaremos na subse¢do 1.5.5 Funcoes Hiperbélicas.
1
Para a fun¢@o definida por x — f(x) = I—H, mostre que:
—X
1+x2

1. —— € aparte par de f.
I—x

. al € a impar de f.
1 —x? _
3. A parte par e impar de f satisfazem a igualdade

L\ (2 N
1—x2 1-x2)

O seguinte coroldrio também poder4 vir a ser Util no estudo de fungdes.

Coroldrio 1.3.7 — Paridade vs. Injectividade. Suponha que o dominio D de f é simétrico
em relagdo a origem. Se f : D — Y € uma fun¢@o par, entdo f nao € injectiva.

Ideia da demonstracdo. A demonstracdo decorre da defini¢do de injectividade. De facto, para
pontos da forma
X1 =X € Xp=—X

verifica-se sempre f(x1) = f(x2) e x; # xp, desde que x # 0. [

Periodicidade e Limitagcdo



44 Capitulo 1. Fungoes Elementares e Grdficos

Definicdo 1.3.5 — Funcdo Periédica. Diz-se que a fungéo f € periodica de periodo T, se
T > 0 é o menor nimero real positivo para o qual se tem

f(x+T) = f(x), paratodo o x € Dy.

= Exemplo 1.24 — Periodo de funcdes trigonométricas. As fungdes trigonométricas seno, x —

sin(x), e cosseno, x - cos(x), sdo periddicas de perfodo 27, ao par que as fungdes trigonométricas?
tangente e cotangente
sin(x cos(x
x> tan(x) = (o) x> cot(x) = — ( )
cos(x) sin(x)
sdo periddicas de periodo 7. "

= Exemplo 1.25 — Relagdes Trigonométricas. Segue das identitades trigonométricas
sin?(x) +cos>(x) =1 & cos?(x) —sin®(x) = cos(2x)

que sin?(x) e cos?(x) sdo funcdes periédicas de perfodo 7.
De facto, decorre da resolucio das equagdes acima em ordem a sin’(x) e cos?(x):
1 —cos(2x)

sinz(x)—# & cos’(x)

1 +cos(2x)
B 2

Logo o periodo de ambas coincide com o periodo da fungdo x — cos(2x).
Finalmente, usando o facto da fun¢do cosseno ser uma funcdo periddica, de periodo 27, a
sequéncia de igualdades:

f(x) =cos(2x+2m) =cos(2(x+ 7)) = f(x+7)

permite-nos concluir que 7' = 7.

— Funcdes Periddicas. Verifique que as fungdes x — tan?(x) e x +— cot?(x) sdo
também fungdes periddicas de periodo 7.

Coroldrio 1.3.8 — Funcdes Periédicas vs Injectividade. Se f: D — Y é uma fungio
periddica, entdo f nao é injectiva.
Ideia da demonstracdo. A semelhanga da demonstragio do Corolario 1.3.7, a demonstracio segue
automaticamente da escolha de pontos x; e x; da forma.
x1=x e xx=x+T.

Definicdo 1.3.6 — Func¢do Limitada. Diz-se que a funcdo f € limitada se existirem dois
nimeros reais m e M tais que

m < f(x) <M, para todo x € Dy.
Adicionalmente, se m = —M a condic¢ao anterior € equivalente a

| f(x) |< M, para todo x € Dy.

2 Ambas as expressdes tan(x) ou tgx representam a tangente de x. De modo andlogo, cotangente de x é representada
por cot(x) ou cotgx
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A defini¢do acima diz-nos essencialmente que para f : D — R ser limitada o seu contradominio
D’ terd que ser um conjunto limitado, i.e.

yeD =m<y<M.

Das fungdes tratadas no Exemplo 1.10, Exemplo 1.11 & Exemplo 1.12 apenas a
func¢do sinal, x — sgn(x), é limitada.

= Exemplo 1.26 — Funcdes limitadas envolvendo relagoes trigonométricas. Voltemos
novamente as fungdes periédicas x — sin?(x) e x — cos?(x) do Exemplo 1.25. Do facto de

—1<cos(2x) <1,

segue que a sequéncia de (des)igualdades abaixo:

1 I+cos(2x) 1
= (1-1N<——2 < (1+1)=1
0=(1-1) < < (i41)
=cos?(x)
1 1- 2 1
022(1—1)§C3‘Q’(x)§2(1+1):1
—_—

=sin®(x)

¢ satisfeita para todo o x € R.
EM SUMA: Verificdimos que x — sin’(x) e x — cos?(x) estdo nas condi¢des da Definicéio 1.3.6.
Em ambos os casos, obtivémos as constantes m =0e M = 1. "

Das fungdes periddicas a tratar mais a frente na subsegdo 1.5.8 Fungoes Trigono-
métricas, apenas as fungdes x — sin(x) e x — cos(x) sdo fungdes limitadas, uma vez
que o contradominio de ambas € dado pelo conjunto

L1 ={yeR : [y <1}

m Exemplo 1.27 — Funcdo Limitada. A fun¢do f: R — R definida por

f(x)

_x
RN

¢ limitada.
De facto, da propriedade de médulos

al _ |a|
==, b#0
‘b} B b7
decorre que
[
&=

para todo x € R.
Geometricamente, a condi¢do acima corresponde a dizer que o grafico da funcio f — representado
na figura abaixo a mangenta — esta compreendido entre as retas horizontais, de equagdo

y=—1 e y=1, respectivamente.



46 Capitulo 1. Funcoes Elementares e Grdaficos

I
34

'
Bt

Figura 1.6: Na figura encontra-se representada a fungdo declive d. A regido delimitada pelas rectas
de equacdo & =0 e o = 5 (a azul) corresponde a fungdes de declive positivo (d(cr) > 0) , enquanto
que a regido delimitada pelas retas de equagdo o = 7 e & = 7 (a amarelo) corresponde a fungdes
de declive negativo (d(o) < 0).

-1 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 -

-2

Note-se ainda que f nunca intersecta as rectas de equagcdes y = +-1. Este facto permite-nos concluir,
em particular, que as equagdes

fO=-1 ¢ f(x)=1
nao admitem solugdes.

Esta tltima observagdo permite-nos mostrar que f nio € sobrejectiva. "
» Exemplo 1.28 — Fung¢do llimitada. O resultado obtido no Corolario 1.1.3 permite-nos a partir
da equacdo

m = tan(a)

obter a representagdo do grafico da fun¢do d : ]0,7[\ {5} — R definida por d(o) = tan(cx) no
plano axOm.

Esta funcdo permite-nos construir uma familia de rectas que passam pela origem do referencial
xOy:
T
y=tan(o)x, 0 <o <m, o 5
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Para este caso é facil de verificar intuitivamente que d nao é uma funcao limitada, uma vez
que para cada M > 0 € possivel construir uma recta de inclinagio «, que passa pelos quadrantes
impares, com declive superior ao declive da reta de equagdo

y=Mx

i.e. que satisfaga a inequag@o tan(ot) > M. .

Em geral, sempre que estamos perante uma funcfo limitada podemos inferir o seguinte resul-
tado:

Coroldrio 1.3.9 — Funcdo limitada vs sobrejectividade. Se f: D — R é uma fungio
limitada, entdo f nao é sobrejectiva.
Ideia da demonstragdo. Com efeito, se f : D — R satisfaz a condi¢do m < f(x) < M, entdo a
equagdo
y=r(x)

nao admite solucdo para valores de

y>M V y<m.

A funcido do Exemplo 1.27 ¢é injectiva mas ndo é sobrejectiva. No entanto, a prova da
injectividade ndo € trivial, ao contrario da prova realizada no Exemplo 1.16.

Com efeito, a igualdade

X1 . X2
1+‘X1’ - 1+‘XQ’

¢ equivalente a termos
X1 +x1|x2| = x2 +x2]x1].

Esta tltima igualdade apenas nos permite concluir que x; = x; no caso de xjx; > 0
(i.e. apenas quando x; e x, t€ém o mesmo sinal).

Uma possibilidade para contornarmos esta limitagcdo algébrica passa pelo estudo

da monotonia do gréfico, como iremos detalhar mais a frente na subsecio 1.3.5
Monotonia e Concavidades.

Monotonia e Concavidades
Definicdo 1.3.7 — Monotonia da fun¢cdo. Diz-se que a fungdo f: D — R:

(i) E estritamente crescente se x| < x —> f(x1) < f(xz) parax; € Dex; € D.

(ii) E crescente se x; < xp = f(x1) < f(x2) parax; € D e x, € D.

(iii) E estritamente decrescente se x| < xp => f (x1) > f(x2) parax; € Dex; € D.

(iv) E decrescente se x; < x = f(x;) > f(x2) parax; € Dex; € D.

Diz-se ainda que a funcdo f é (estritamente) monétona em D se é (estritamente) crescente ou
(estritamente) decrescente.

Decorre da defini¢do de monotonia o seguinte resultado:
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Coroldrio 1.3.10 — Monotonia vs Injectividade. Toda a fung¢do estritamente monétona é
injectiva.

Demonstracdo. Decorre da definicdo de monotonia que toda a funcao f: D — R estritamente
monétona satistaz a implica¢ao

x1 # X2 = f(x1) # f(x2)

para x1,xp € D, arbitrdrios. Logo f € injectiva. |

As fungdes do Exemplo 1.14 e do Exemplo 1.16 sao exemplos de func¢oes injectivas
que nao sao monotonas. Isto permite-nos concluir que nem toda a funcao injectiva
¢ monétona.

Dé um exemplo de uma funcao injectiva que ndo seja estritamente mondétona.

Das fungoes tratadas nos Exemplo 1.11 e Exemplo 1.12, apenas a funcéo sinal é
crescente. No entanto ndo € estritamente crescente. No caso do Exemplo 1.11 o
facto de esta ndo ser injectiva € suficiente para provar que esta ndo é estritamente
mondtona.

Os gréficos das restrigdes das fung¢des cosseno e seno ao intervalo [0,27] — vide
Exemplo 1.21 — permite-nos concluir que em nenhum dos casos estamos perante
fungbes mondtonas.

Uma forma de reformular geometricamente o conceito de monotonia de uma fungdo passa pelo

estudo do declive de rectas secantes ao grafico de f em dois pontos do dominio distintos.

Definicdo 1.3.8 — Recta secante ao grdfico. Sejam P, = (x1,y;) e P, = (x2,y7) dois pontos
distintos pertencentes ao graficode f: D — Y.
Dizemos que a recta r que passa por Py e P, é secante ao grafico de f.

Nas condicdes do Teorema 1.1.2, o declive dessa recta secante é dado por

Y2V f(x2) — f(x1)

X2 —X1 X2 —X

— Teste das rectas secantes. Sejam x,x+h € D,comh >0, e

fx+h) - f(x)

m(x,h) = Y

% o declive da recta secante ao grafico de f nos pontos P; = (x, f(x)) e P, = (x+h, f(x+h)).

Diz-se que a fungdo f: D — Y:

(i) E estritamente crescente se m(x,h) > 0 (declive positivo).

(ii) E crescente se m(x,h) > 0 (declive nio negativo).

(iii) E estritamente decrescente se se m(x,h) < 0 (declive negativo).
(iv) E decrescente se m(x,h) <0 (declive ndo positivo).
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“Note-se que m depende tanto de x como de A.

Caso particular do Teorema 1.3.11: Consideremos a funco afim x — y = mx+b.
Toda a recta secante ao seu grafico em dois pontos distintos coincide com o préprio
grafico. Assim, facilmente se verifica que a constante m coincide com o declive da
recta secante nos pontos

P = (x,mx+b) & Py=(x+hm(x+h)+b)

i.e, m(x,h) =m.

Contudo, a fun¢ao constante nao é uma funciao estritamente monétona uma vez
que esta define sempre uma recta secante de declive zero (i.e. uma recta horizontal da
forma y = b).

= Exemplo 1.29 — Funcdo quadrdtica. Para a fungio quadratica x — f(x) = —2x*> +8x+c
(c € R) abordada no Desafio 1.15, obtemos para valores de x € Re & > 0 que

fx+h)—f(x) (x+h)?—x*>  (x+h)—x
—_— = = =2 +38
h h h
2h+h*  h
= 17 8-
h * h
= —4x—2h+38
Portanto, m(x,h) = —4x —2h + 8 dd-nos o declive da recta secante. A expressdo acima

permite-nos concluir que se trata de uma fun¢do que nio € monétona em todos os pontos do seu
dominio, uma vez que a fungao (na varidvel x)

x— —4x—2h+38

toma simultaneamente valores positivos e negativos em todos os pontos do seu dominio.
Em concreto:
* ¢ estritamente crescente (resp. crescente) para x < % —2 (resp. x < % —-2);
* ¢ estritamente decrescente (resp. crescente) para x > % — 2 (resp. x > g —2).

— Declive recta secante para a fungdo médulo. Mostre que o declive da recta
secante da fun¢do maédulo nos pontos (x, |x|) e (x+ h, |x+h|) — vide Exemplo 1.11 — satisfaz a
igualdade
lx+hl—|x|  2x+h
h TN

SUGESTAO: Vide Desafio 1.6.
Considere a funcdo do Exemplo 1.14.
(i) Verifique que o dominio D se pode escrever na forma duma reunido de intervalos D = D UD, .
(ii) Estude a monotonia das fungdes g; : D; — D;, definidas por g;(x) = %, i=1,2.
(iii) Estude a monotonia da fun¢do do Exemplo 1.14, x — y = % em D.

— Monotonia duma fun¢do envolvendo médulo. Esboce o grifico da funcéo
x — x+ |x — 1] e verifique que é crescente mas ndo ¢ estritamente crescente.
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Concavidades de grdficos

Definicdo 1.3.9 — Funcdes céncavas e convexas. Dizemos que uma fungdo f: D — Y:
1. E concava se, e s se, a desigualdade

ST =0x1+1x2) = (1=1)f(x1) +1f(x2)

¢ sempre satisfeita para x;,x, € D, arbitrérios, e para todo 7 € [0, 1].
2. E convexa se, e s0 se, a desigualdade

FU=1)x1 +1x2) < (1=1)f(x1) +1f(x2)

é sempre satisfeita para x,x € D, arbitrarios, e para todo ¢ € [0, 1].

A Defini¢ao 1.3.9 permite-nos afirmar que:

1. A fungdo x — f(x) é cOncava se, e s6 se, x — — f(x) é convexa.
2. A fungdo x — f(x) é convexa se, e s6 se, x — — f(x) é cOncava.

Com base na defini¢do acima, € facil de verificar que as funcdes afins, x — mx+ b,
sdo fungoes simultaneamente concavas e convexas.

= Exemplo 1.30 — Fungdo médulo é convexa. Decorre da desigualdade triangular®
la+b| <|a|+ ||

que a fun¢do médulo, x — |x|, (vide Exemplo 1.11) é convexa.
De facto, para pontos arbitrarios xj,x; € Re 0 <7 <1, os pontos a = (1 —t)x;, e b = tx
satisfazem

[(1=t)xi|=(1—1)x1|] & |txa] =t]xa|.

Portanto,
|(1 —Z)Xl +IXQ| < (1 —Z)|X1‘ +I‘X2|.

A desigualdade triangular também pode ser utilizada para demonstrar que x — —|x| é
uma fungdo concava.

Para interpretarmos geometricamente as nogoes de fungdes concavas e convexas, COmecemos
por observar que o segmento de recta [P, P»] que une os pontos P; = (x1,y;) € Py = (x2,y2) pode
ser definido em termos do conjunto

(PP = {((1 =t)x1 +1x2,(1 —=t)y1 +1y2) : 0<t<1}.

3Para obter a desigualdade triangular, note que as desigualdades —|a| < a < |a| & —|b| < b < |b| sdo sempre
satisfeitas, para quaisquer a,b € R.
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Figura 1.7: Na figura encontram-se representadas as rectas secantes aos graficos de x — /x (a
magenta) & x — In(x) (a azul) nos pontos x; = 1 e x, = 10. Em ambos os casos, temos que o
gréafico de ambas restrito ao intervalo I = [1, 10] situa-se sempre acima da respectiva recta secante.

Assim, dizemos que f : D — Y concava (resp. convexa) se, € so se, para xj,x; € D, arbitrarios,
a reta secante ao grafico de f em P = (x1.f(x1)) € P, = (x2.f(x2)) situa-se abaixo (resp. acima)
do gréfico de f no intervalo

I={(1—-t)x;+txy : 0<r <1}

Note que se assumirmos x; < x; vem I = [x1,x2].

= Exemplo 1.31 — Fun¢des concavas. Os gréficos das fungdes raiz quadrada x — +/x e logaritmo
x — In(x) correspondem a dois exemplos de fun¢des concavas. Na verdade, podemos verificar
geometricamente que ¢ possivel tracar sempre rectas secantes que se situam sempre abaixo do
gréifico de f restrito a intervalos da forma

I={(1—t)x;+1tx, : 0<r<1}.

Os conceitos de fungdes concava e convexa sdo dificeis de tratar na pratica. Sendo assim,
usaremos esses termos para uma funcgao tendo por base a forma do respectivo grafico, nomeadamente
relacionamos com concavidades do gréfico (tal como para as pardbolas).

Definicdo 1.3.10 — Concavidades do grdfico (definicdo informal). Diz-se que f: D — Y:
(i) E concava quando o grifico de f tem concavidade voltada para baixo.
(i) E convexa quando o gréifico de f tem concavidade voltada para cima.

= Exemplo 1.32 — Fun¢do quadrdtica. Para o caso particular da fungio quadritica x — x°

tratada no Exemplo 1.8 a demonstracdo de que é convexa, por defini¢do, é deveras nio trivial pois
terfamos de provar que a desigualdade da forma

(1 =1)x1 +1x2)? < (1 = 1) (x1)* +1(x2)?,

é sempre satisfeita para x1,xp € D, arbitrarios, e para todo 0 <¢ < 1.
Graficamente, a constatacdo de que se trata de uma funcio convexa é imediata. m



52 Capitulo 1. Fungoes Elementares e Grdficos

Operacoes e Transformacoes

Igualdade e Restricdo
Definicdo 1.4.1 — Igualdade entre funcdes. As funcdes f e g dizem-se que sdo iguais,
escrevemos f = g, se
(i) Dy = Dy (O mesmo dominio)
(ii) f(x) = g(x) para todo x € D (expressoes de f e g coincidentes).

= Exemplo 1.33 — Dominios diferentes. As fungoes f: Z — R e g : R — R definidas por
f)=x+1 & gx)=x+1

ndo coincidem uma vez que os dominios sdo diferentes. "

» Exemplo 1.34 — Conjuntos de chegada diferentes. A identidade binomial
(a+b)* = a® +2ab+ b*
permite-nos afirmar que as fungdes f: R — Re g: R — R/ definidas por
f)=@x+1)? & glx)=x*+2x+1

sdo iguais. "

— Nidmeros reais ndo negativos. No exemplo acima foi utilizada a notagdo Ry
para denotar o conjunto de todos os nlimeros reais nao negativos, i.e.

Ry ={xeR : x>0}
Em vidrios livros de texto este conjunto é também representado pelo intervalo [0, +-<|, i.e.

Ry = [0, +oo].

No Exemplo 1.34 verificimos, com base na Definicdo 1.4.1, que as fungdes f e
g coincidem, mesmo estando definidas para conjuntos de chegada diferentes. No
entanto, o contradominio de ambas é igual a R, uma vez que*

X 4+2x+1=(x+1)>>0, paratodoo xcR.

Defini¢do 1.4.2 — Restricdo da funcdo. Seja/ C R. Diz-se que f € uma restricao de g a /
se

() 1C D,

(i) f(x) =g(x) paratodo x € I.

O Exemplo 1.33 permite-nos concluir que f € a restri¢do de g ao conjunto / = Z.

Soma, Produto e Quociente

“#Note que o quadrado r? de qualquer nimero real é sempre um ntimero néo negativo, i.e. 7> > 0, para todo o r € R.
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— Operagoes com dominios de fungdes. Sejam f e g duas fung¢des de
dominio Dy e Dg, respectivamente.
Entdo as seguintes propriedades sdo verdadeiras:
(i) O dominio da fun¢do Soma, x — (f + g)(x) = f(x) + g(x), é dado pela intersecdo de
conjuntos DM Dy, i.e.
Dyig=DsNDyg

(ii)) O dominio da funcdo Produto, x — (f x g)(x) = f(x)g(x), é dado pela interse¢do de
conjuntos DM Dy, i.e.
D¢yg=DrND,
. Em particular, se f é uma fungéo constante, x — k, k # 0, temos (k X g)(x) = kg(x).
(iii) O dominio da fun¢do Quociente, x — (f/g)(x) = %, ¢ dado pela interse¢io de conjuntos

DrND,N{x: g(x) # 0}, ie.

Dy/e =DyND,N{x: g(x) # 0}

1
. Em particular, a funciao Reciproca de g, definida por x — ﬂ tem dominio
gx

Dy, =D;N{xeR:g(x) # 0}

A fungdo diferenga satisfaz (f —g)(x) = (f + (—g))(x) = f(x) — g(x).

» Exemplo 1.35 — Funcdes Soma e Produto. Com base no estudo do gréfico das funcdes,
X+ y/xex— v 1—x% no Exemplo 1.13 e no Exemplo 1.9, respectivamente, podemos facilmente
verificar que
[0,1] = [0, +-eo[N[—1,1]
¢ o dominio da fungdes x — /x+ v 1 —x? & x — /xv/'1 —x2, sendo:
* [0,4-co[ 0 dominio de /x;
e [—1,1] o dominio de v/1 —x2.

No exemplo referido acima somos tentados a afirmar, com base nas propriedades
envolvendo radicais’, que o dominio da funcio, x — y/x\/1 — x2, coincide com o
dominio da fun¢do, x — vx — x3, 0 que nao é verdade.

Caso tenha ddvidas, procure representar simultaneamente no GeoGebra o gréfico de
ambas as fungdes. Com o gréifico poderd ainda concluir, a semelhanca do Exemplo
1.36, que estas apenas coincidem se restringirmos o dominio de x — v/x — x> — dado
pelo conjunto solugdo da inequagio x — x> > 0 — ao conjunto [0, 1].

1
= Exemplo 1.36 — Fung¢do Quociente. Pese embora o facto de f(x) = 7 R corresponder a
—Xx

uma versdo simplificada de
P42+
o 1—x2

a =+/ab, sempre que a > 0 e b > 0. No entanto v/ ab pode ser sempre calculado, desde que ab > 0.
3/a\/'b = +/ab, sempre q 0eb>0.N Vb pod pre calculado, desde que ab > 0

g(x)
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estas coincidem (vide Defini¢fio 1.4.1) uma vez que D, = R\ {—1,1} —i.e 1 —x* # 0 quando
x# +1 —aopar que Dy =R\ {1} —i.e. | —x# 0 quando x # 1.

Para que ambas as fun¢des coincidam, teremos de restringir o dominio de f ao conjunto
R\ {—1,1} (vide Definicdo 1.4.2). .

As fungdes tratadas no Exemplo 1.34 sdo exemplos de fungdes polinomiais ao par que
as funcdes tratadas no Exemplo 1.36 sdo exemplos de funcées racionais impréprias.
Iremos voltar a abordé-las mais a frente nas subsecdes 1.5.1 Funcoes Polinomiais &
1.5.2 Fung6es Racionais, respectivamente.

Para as fun¢des do Exemplo 1.10, Exemplo 1.11 e Exemplo 1.12, verifique que:

(a) As fungdes x — x e x — |x|sgn(x) coincidem.
(b) A fungdes x — sgn(x) e x — |§—| nao coincidem. No entanto elas coincidem se restringirmos
o dominio de x — sgn(x).
Diga, justificando, qual o dominio das seguintes func¢des definidas por:

1
(a) W,
NE
b .
0
(c) %—i—\/l—xz.

Funcdo Composta

Definicdo 1.4.3 — Fungdo Composta. Sejam f e g duas fungdes tais que

D;,ﬂDf 75(0

A funcdo composta de g por f (1é-se f ap0s g), € uma fungdo de dominio
Doy =DgN {x:g(x) e Df}

definida pela regra (fog)(x) = f(g(x)).

Caso o contradominio de g (Dg,) seja um subconjunto do dominio de f, i.e., D(’g, C Dy, temos
D, N\ Dy = Dy, por isso

Dyog = Dy

Pictoricamente, a operacdo de composicao das funcdo f: B — Ce g: A — B de dominios
Dy = Be D, = A, respectivamente, pode ser representada pelo seguinte diagrama:
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No caso de Dg, ¢ Dy, existem valores de y = g(x) que nao podem ser transformados
por f, ou seja, ndo é possivel definir a composi¢do f o g para tais valores de x. Assim
sendo, temos

Dyog C Dy

A composic¢ao de funcdes nao exclui a possibilidade de se efectuar a composigao repetindo a
mesma fungao.

= Exemplo 1.37 — vide Exemplo 1.9. Para a fungdo f : Dy — R definida por f(x) = V1 —x?
vem

(o)) =F(f(0)) = F(V1=22) = /1= (V1 =222 = Vo =| x|
paratodoox € [—1,1]. .
Em geral, a composicdo de fungdes ndo é comutativa, isto é, go f # fog.
» Exemplo 1.38 — Vide Desafio 1.6. Sejam f: Dy — R e g: D, — R definidas por
f =2 5 gx)=vx

Temos

(g0 )(x) = g(f(x)) = g(") = Va2 =| x|

(fog)(x) = f(g(x) = f(vx) = (Va)* = x.

Apesar de (go f)(x) = (fog)(x) para x > 0, as fungdes go f e fog ndo sdo iguais pois t&m
dominios diferentes, Dy = R e Dy = [0, +oo[. .

s Exemplo 1.39 — Determinacdo do dominio de funcées compostas. Para as func¢des
fiR—{-3,3} - Reg:R — R definidas pontualmente por

podemos verificar, apés algumas simplificagdes, as seguintes igualdades:
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C (For)) = flx—3) = oo
1 28 — 3x?
N =

* O dominiode fogéR—{0,6};
¢ O dominio de go f é R—{—3,3}.

E possivel determinar o dominio da funcdo composta sem calcular a sua expres-
sao analitica. No caso particular da fungio f o g do Exemplo 1.39, o seu dominio é
dado pela seguinte intersecao de conjuntos

RN{x : x—3#-3 A x—3+#3},

sendo:

* R o dominio de g;
* R—{-3,3} o dominio de f;
* as condigdes x —3 # —3 e x — 3 # 3 sdo equivalentes a condi¢do x € R —

{-3,3}).

Em geral, a determinacdo do dominio associado a composi¢do das fungdes f e g envolve
a resolugdo de equacdes e inequagdes. Na tabela seguinte, vamos exemplificar como proceder
ao célculo do dominio de go f para os casos em que g € uma fungdo conhecida. Algumas das
funcdes g listadas na tabela abaixo serdo estudadas em detalhe mais adiante na Secdo 1.5 Funcoes
Transcendentes.
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g(x) (gof)(x) =g(f(x)) | EQUACAO/INEQUACAO A RESOLVER
VX f(x) f(x) >0 A xeDy
v I xeD;
|x| |f(x)| X € Df
x 3/ f(x) f(x)>0 AN xeDy
(keN)
=y WIW | ren,
(k e N)
at alt) x €Dy
(a>0Nna#1)
log,,(x) log,(f(x)) f(x)>0 AN xeDy
(a>0Nna#1)
sin(x) sin(f(x)) x€Dy
cos(x) cos(f(x)) x€ Dy
tan(x) tan(f(x)) cos(f(x)) #0 A x€ Dy
cot(x) cot(f(x)) sin(f(x)) #0 A x€ Dy
sec(x) sec(f(x)) cos(f(x)) #0 A x€ Dy
cosec(x) cosec(f(x)) sin(f(x)) #0 A x€ Dy
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— Dominio de fog. Repita agora o processo andlogo ao que realizdmos anterior-
mente para o caso de pretendermos determinar o dominio de f o g, sendo g uma fungdo conhecida.
Pretende-se apenas que complete os espacos deixados em branco na tabela.

g(x) (fog)(x)= f(g(x)) | EQUACAO/INEQUACAO A RESOLVER
Ve (V%) x>0 A x€Dy
VX VX €Dy
[
f(3/x)
2k+\y;‘.
(ke N)
a* e Df
log, (x)
(a>0Nna#1)
[f(sin(x))
cos(x) e Dy A cos(x) € [—1,1]
tan(x)

Transformacgoes de Graficos
Definicdo 1.4.4 — Transformacodes de Grdficos. As seguintes transformagdes do gréfico de
uma funcdo f : D — Y poderdo ser consideradas:
(i) Translacdes do grafico de f: O grifico da fungdo g definida por x — g(x) = k+ f(x—h)
obtém-se a partir do gréfico de f, por translagdo. Assim o deslocamento efectua-se para
(a) adireitaseh>0ek=0
(b) aesquerdaseh<0ek=0
(c) cimasek>0eh=0
(d) baixosek<0eh=0
(ii) Homotetias do grafico de f: Dado c € (]0, 1{U]1,+oo[), as mudangas de escala (i.e.
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homotetias) no grafico de f podem ser obtidas através das seguintes fungdes
x = glx) =cf(x)
x — h(x)=f(cx)

(iii) Reflexoes do grafico de f: As fungdes

x = gl)=—f(x)
x = h(x)=f(—x)

produzem reflexdes no gréfico de f.

Os graficos de g e de f sdo simétricos em relagdo ao eixo Ox, isto é,

(x,y) € graf (f) < (x,~y) € graf(g).

Por outro lado, os gréificos de & e de f sdo simétricos em relag@o ao eixo Oy, isto &,

(x,y) € graf(f) <= (—x,y) € graf(h)

(iv) Homotetias e Reflexoes do Grafico de f— Podem ser obtidas por combinagdo das
transformagdes obtidas em (ii) e (iii). Em concreto, se ¢ € (]0, 1[U]1,+oo]), entdo as
funcdes

x = glx) =—cf(x)
x +— h(x)=f(—cx)
produzem simultaneamente reflexdes e mudancas de escala (i.e. homotetias) no gréfico
de f.
(v) Transformacées modulares do grafico de f— As funcgdes

_f fx) sef(x)>0
x| f(x) V—{ —f(x) sef(x)<0

v ) ={ O wx=

produzem transformacdes modulares no grafico de f.

Em termos da composicdo de fungdes estudada na subsecdo 1.4.3 Funciao Composta, as
transformagdes de graficos introduzidas ao longo da Defini¢cao 1.4.4 podem ser classificadas de:

(a) Transformacoes horizontais se a fun¢do g — funcio conhecida a priori — transforma o
gréfico de f através da composi¢do x — (fog)(x).

(a) Transformacoes verticais se a funcio g — fungdo conhecida a priori — transforma o grafico
de f através da composi¢do x — (go f)(x).

Na tabela abaixo segue um resumo das transformacdes graficas introduzidas acima:
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NA HORIZONTAL NA VERTICAL
[(fog)lx)=f(g(x))] [ (g0 f)(x) =g(f(x))]
Translagdo | f(g(x)) = f(x+c) g(f(x) = f(x) +c
g(x) =x+c | ¢ > 0- Translagdo a esquerda do eixo Oy. ¢ > 0-Translagdo acima do eixo Ox.
¢ < 0- Translagao a direita do eixo Oy. ¢ < 0- Translagdo abaixo do eixo Ox
Homotetia | f(g(x)) = f(cx) g(f()) = ef(x)
g(x)=cx | ¢ > 1-Contragéo do gréfico na horizontal ¢ > 1- Dilatacdo do gréfico na vertical.
(c>0) 0 < ¢ < 1- Dilatagdo do grafico na horizontal. | 0 < ¢ < 1- Contragao do grafico na vertical.
Reflexiio | f(g(x)) = f(—x). g(f(x) = —f(x)
g(x) = —x | Reflexdo do grifico Reflexdo do gréfico
relativamente ao eixo Oy. relativamente ao eixo Ox.
Reflexio | f(g(x)) = f(—cx) ¢(f(x) = —cf(x)
+ Reflexdo do gréfico Reflexdo do grifico
Homotetia | relativamente ao eixo Oy seguida de relativamente ao eixo Ox seguida de
g(x) = —cx | (i) contragdo na horizontal (se ¢ > 1); (i) dilagdo na vertical (se ¢ > 1);
(¢>0) (ii) de dilatagdo na horizontal (se 0 < ¢ < 1). (ii) de contragdo na vertical (se 0 < ¢ < 1).
Transfor- | £(g(x)) = £(x) g(f(x) = [f ()
—macio Gréfico permanece inalterado Graéfico permanece inalterado
Modular | adireita do eixo Oy (x > 0). acima do eixo Ox (f(x) > 0)
g(x) =1|x| | A esquerda do eixo Oy (x < 0) o grifico Abaixo do eixo Ox (f(x) < 0)

é reflectido relativamente ao eixo Oy.

¢ reflectido relativamente ao eixo Ox.

Graficamente, dizemos que uma funcgio f € par quando reflexdes ao grifico de f na
horizontal néo produzem altera¢des no grafico de f (f(—x) = f(x)).

No caso de f ser impar, pode-se facilmente concluir que reflexdes na horizontal e na
vertical do gréfico de f coincidem (f(—x) = —f(x)).

Pode-se ainda verificar que a transformacéo modular x — f(|x|) produz sempre uma fungio par,
independentemente da paridade de f.
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-7 -6 -5 -4 -3

—6

Figura 1.8: Na figura encontram-se representadas translacdes horizontais e verticais do gréfico da
fung¢do x — /x do Exemplo 1.13

Transformacgoes grdficas envolvendo fungdes quadrdticas

Como teve oportunidade de verificar no Exemplo 1.8, a parabola de equacio y = x? define uma
funcdo. O que iremos fazer de seguida permite-nos relacionar o vértice e a concavidade de pardbolas
com eixo de simetria vertical — vide Exemplo 1.5 com o estudo dos zeros e sinal das fungdes
quadréticas da forma

x> ax* +bx+c (a#0).

= Exemplo 1.40 — Equacdo Geral da Pardbola. Considerando a funcio f, x — f(x) = ax?,

(a # 0) — vide Exemplo 1.4 — podemos concluir que o grafico da fungido quadratica,
x> g(x) =ax* +bx+c

pode ser obtido a partir de translagdes na horizontal e na vertical do gréfico de f.
Em particular, g(x) = a(x —h)? +k se, e 56 se,
b b?

h=—— k=c——.
2a © ¢ 4a

O Exemplo 1.40 diz-nos essencialmente que toda a fung¢io quadratica pode ser
associada a equagdo de uma pardbola com eixo de simetria vertical — vide Exemplo
1.5.

O gréfico desta funcdo pode ser obtido através do grafico da funcdo do Exemplo 1.8
por translacdes, homotetias [e eventualmente reflexdes, para o caso de termos a < 0].
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Figura 1.9: Na figura encontram-se representadas homotetias na horizontal da fungio x — x> 4- 5x°
(a magenta) para valores de c =3 (aazul) e c = % (a castanho).

Pela mesma ordem de ideias do ja que foi descrito anteriormente no Exemplo 1.40,
podemos concluir que a equacio da pardbola com eixo de simetria horizontal — vide
Exemplo 1.6 — néo define uma funcdo, uma vez que:

1. Esta pode ser obtida a partir da curva x = y? por transformacdes gréficas;
2. A curva x = y? nio define uma funcdo — vide Exemplo 1.40.

Recorrendo a argumentos geométricos, podemos determinar o vértice da pardbola V = (h, k),
ou seja as suas coordenadas

b b?
h——z c k—C—@

do Exemplo 1.40 do seguinte modo:

Passo 1. Observemos que a recta horizontal de equagio y = c intersecta sempre a pardbola de equacdo

y= ax® +bx + c. Assim,

ax’* +bx+c=c << a*+bx=0

Passo 2. Se b = 0 entdo o ponto (0,c) é o vértice da pardbola. Neste caso, temos h=0¢ k= g(0) =c.

Passo 3. Caso contririo (b # 0) obtemos dois pontos de intersecio A e B, de abcissas x =0 e x = —2

o
Considerando o ponto médio do segmento de recta [AB], a sua abcissa vale h = —2%. Neste

caso (— 2%,k) é o vértice da pardbola, onde k € uma constante a calcular.

Passo 4. Assumindo que a igualdade

b \2
a(x—i—) +k=ax’>+bx+c
2a

=g(x)
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Figura 1.10: Na figura encontram-se representadas homotetias na vertical da fungio x — x> + 5x°
(a magenta) para valores de c =3 (aazul) e c = % (a verde).
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Figura 1.11: Na figura encontram-se representadas reflexoes e homotetias do grafico da fungao
x—x(a magenta) para valores de —c = —7 (alilds) e —c = —% (a laranja). O gréfico pontilhado
(a preto) corresponde 2 reflexdo de x — x> na horizontal e na vertical (que coincidem neste caso
por estarmos perante uma funcdo impar).

20 22 24 26
—4

28 30

Figura 1.12: Na figura encontram-se representadas reflexdes do grafico fungio x — /x do Exemplo
1.13 na horizontal (a laranja) e na vertical (a lilas).
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Figura 1.13: Na figura encontram-se representadas reflexdes modulares na horizontal do gréfico
fun¢do x — +/x do Exemplo 1.13. Note que a direita do eixo Oy corresponde ao grafico da fungéo

enquanto que a esquerda de Oy uma versao reflectida deste.

Figura 1.14: Na figura encontram-se representadas reflexdes modulares na vertical do grifico
fungdo x — 2|x — 2| — 2. Note o grafico permanece igual para todos os pontos acima do eixo Ox.
A parte do gréfico que se encontra abaixo do eixo Ox (a preto tracejado) aparece acima reflectida

(grafico em forma de W).
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¢ satisfeita, determininamos a constante k com base na condicdo g(— 2”—“) =k.
O tipo de raciocinio ilustrado acima podera vir a ser util na resolugdo do préximo desafio.

— Revisdo da equacgdo da circunferéncia. Verifique que a fungéo dada por

f6) = 2 -V

define uma semi-circunferéncia.
Indique o centro C = (a, ) e o raio p da circunferéncia. De seguida:
1. Determine o dominio e o contradominio de f com base no esbog¢o do gréfico.

2. Mostre que o grifico de f pode ser obtido a partir de g(x) = 1/p? — x2 por via de translagdes
na horizontal e na vertical.

E claro que a uma circunferéncia nio corresponde o grafico de uma fungio f: D — R.
Basta aplicar, a semelhanca do Exemplo 1.9, o teste da recta vertical para constatar
que existem retas verticais que intersectam a circunferéncia em dois pontos.
Contudo, atendendo a que o eixo de simetria horizontal da circunferéncia divide-a
em duas partes iguais, cada semi-circunferéncia passa a representar o grafico de uma
funcio.

Este € essencialmente o raciocinio a ser adoptado ao longo da Resolucdo do Desafio
1.28.

= Exemplo 1.41 — Equacdo da Pardbola vs Formula Resolvente. A representagio de y =
ax® + bx + ¢ por translacdes na horizontal e na vertical obtidas no Exemplo 1.40 permite-nos
deduzir a férmula resolvente enunciada no Teorema 1.3.3.

Com efeito, x é um zero de g se, e s6 se

k
—h)?+==0.
(x )+a

Adicionalmente, da diferenca de quadrados
Z—wh=(z-w)(z+w)

obtemos que a equacdo anterior € equivalente a

(x—h—\/—k> (x—h—i— —k>:O,
a a
desde que % <0.

A verificag@o das identidades abaixo ficam ao cargo do leitor:

k  b>—4ac
® =

a 4a?
o x éum zero de ax? + bx +c se, e s6 se,

—b+Vb?—4ac
x= )
2a
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No caso da fun¢do quadraitica, podemos ainda obter o seguinte resultado que relaciona o
parametro de concavidade a com os zeros e o sinal da fun¢do quadritica. O teorema abaixo
complementa assim a andlise ja realizada no decurso do Exemplo 1.20.

— Concavidade vs Sinal da funcdo quadrdtica. Para a fungio quadrética
f : R — R definida por
f(x) = ax* +bx+c,

podemos concluir o seguinte com base no estudo do discriminante A = b*> — 4ac e do parAmetro
de concavidade a:
* Se A < 0 entdo ela é positiva resp. negativa se a > 0 resp. a < 0;
* Se A =0 entdo ela é nao negativa ou nao positiva. O sinal de f depende do sinal de a;
* Se A > 0, entdo o sinal de f vai depender:
— do sinal de g;
— dos zeros A; < A, — vide Exemplo 1.20.

Ideia da demonstracdo. Primeiramente, observe que

ax® +bx+c=a(x—h)* +k,

b A
h=—— =——.
onde 2 ek 1
Caso A < 0:
Note que

a(x—h)?>0sea>0&a(x—h)><0sea<0.
Por outro lado, assumindo que A < 0 obtemos:
k>0sea>0&k<0sea<0.

Combinando as desigualdades acima, segue que
e ax’+bx+c>k>0,nocasodea >0 (funciao positiva);
e ax?+bx+c<k<0,nocasodea >0 (funcao negativa).

Caso A=0:
Assumindo que A = 0, temos que ax” + bx + ¢ é, na verdade, um quadrado perfeito, i.e.

b\ 2
ax’ +bx+c=a <x+ ) .
2a
Desta ultima igualdade podemos facilmente concluir que:
s ax?> +bx+c >0, no caso de a > 0 (fun¢dio ndo negativa);
e ax’?+bx+c¢<0,nocasodea <0 (funcao nao positiva).

Caso A > 0:
Note que a condicdo A > 0 diz-nos que k < 0. Logo, seguindo a mesma ordem de ideias do
Exemplo 1.41, resulta que

ax2+bx+c:a(x_—b—ﬂ> (_M>

2a 2a

Finalmente, se escolhermos A; como sendo o “menor zero’ de f e A, como sendo maior zero’
de f,i.e.
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| -b—vA —b+VA
Ay = min , ,
2a 2a

—b—VA —b+ VA
A» = max , ,
2a 2a

podemos recorrer aos quadros de sinal ilustrados no Exemplo 1.20 para concluir a demonstracao.
|

Com base na construcio obtida ao longo do Teorema 1.4.2, o seguinte resultado é imedi-
ato:

Coroldrio 1.4.3 Para a fungdo quadratica f : R — R definida por
f(x) = ax* + bx+c,

podemos concluir o seguinte com base no estudo do discriminante A = b> — 4ac e do pardmetro
de concavidade a:
e Se a > 0 (grafico é convexo), entdo

corresponde ao valor minimo de f;
e Se a < 0 (grafico é concavo), entdo

corresponde ao valor maximo de f.

Para terminar esta se¢d@o, pretende-se que faca uso do Teorema 1.4.2 para consolidar o que
aprendeu na subsecdo 1.3.5 Monotonia e Concavidades.
— Func¢des negativas. Determine o valor da constante @ de modo a que a fungéo

X—=a \/ax2+3x+2a+3
seja negativa em todos os pontos do seu dominio.

Transformacoes graficas em fungoes periddicas

O préximo resultado vai ao encontro do raciocinio ja adoptado no Exemplo 1.25 e Desafio 1.20.
Este permite-nos calcular o periodo de fungdes que resultam de translagdes e homotetias no grafico
de uma funcgio periédica — vide Definicao 1.4.4.

Seja f uma funcdo periddica de periodo 7. Entdo, para @ > 0 e ¢ € R a funcio
g definida por

g(x) = fox+9)

¢ uma funcdo periddica de periodo igual a >

Ideia da prova. Usando o facto de f ser uma fungdo periddica, de periodo T, tem-se que

f(a)x+¢)=f(a)x+¢+T):f<co <x+£) +¢>
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A sequéncia de igualdades acima permite-nos demonstrar que a fungio g(x) = f(wx+ ¢) satisfaz

aigualdade
() =g (x+ L
g - g ) ’

para todo o x, como pretendido. |

O Teorema 1.4.4 tem a seguinte interpretacao fisica:

(a) O periodo de uma fung¢do periddica é independente do fator de fase (i.e. das
translacoes horizontais ao grifico de f) — que iremos interpretar como a
constante ¢ € R;

(b) A frequénciade x — f(wx+ ¢) estd directamente correlacionada com o perfodo
T e com as mudancas de escalas (i.e homotetias) no gréifico de f.

Em concreto, se

L0
T

denota o comprimento de onda induzido pela constante @ > 0 (i.e. a velocidade de

1
fase), entdo a constante 1 da-nos o periodo da funcio x — f(wx+ ¢).
Aplique o Teorema 1.4.4 para verificar as conclusdes obtidas no Exemplo 1.25 e
Desafio 1.20. De seguida, aplique o Teorema 1.4.4 para calcular o periodo das seguintes funcdes:
1. cos (2717x+ %);
2. cot(3x—7);
5..
3. ss:cj ( ch)’
4. sin (T)'

O Desafio 1.58 que se encontra mais a frente na subsecéo 1.5.9 Funcdes Trigonomé-
tricas Inversas é um excelente exercicio para aplicar o Teorema 1.4.4, assim como
o conceito de inversa de uma fungdo, que iremos abordar de seguida na subsecdo
1.4.5 Funcao Inversa e Grafico. Acresce que este lhe permitird rever o conceito de
paridade abordado na subsecdo 1.3.3 Paridade e Simetria.

Funcdo Inversa e Grdfico
A expressdo analitica x = f(y) transforma y em x por intermédio da fungdo f. Suponha que quer
e pode inverter esta correspondéncia, trocando o papel das variaveis. Para esse efeito deve entdo
procurar a fun¢do g que permita recuperar o valor de y = g(x) por alteragdo de x. Se existir g
designa-se por f~!.

Definicdo 1.4.5 — Func¢do Inversa. Sejam f: D —Y e g: Y — D duas fun¢des. Dizemos

que g é a inversa de f, escrevemos g = f ! se, e 56 se

(i) (gof)(x)=xparatodox e D

(i) (fog)(y)=yparatodoye?.

No Exemplo 1.37 temos que f~! = f se restringirmos o dominio de f ao conjunto
[0,1].

Com base no Exemplo 1.38 tem-se que g(x) = \/x é a inversa de f(x) = x? se
restringirmos o dominio de f ao intervalo [0, +oo[.

Note que a condicao (i) € equivalente a demonstrarmos que f ¢ uma funcao injectiva:
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(i) = f é injectiva
Ideia da Demonstra¢do. Com efeito, assumindo que a equagdo (go f)(x) = x é satisfeita, para
todo o x € D, € possivel obter, para x1,x2 € D, arbitrérios, a sequéncia de implicagdes

) = f(x2) = &(f(x)) = ¢(f(x2)) = x1 = x2.
|
(i) < f é injectiva
Ideia da Demonstracdo. Assumindo agora que f : D — Y € injectiva tem-se que, paracaday €Y,
a equagdo y = f(x) tem uma, e uma sé solugdo. Esta condi¢do permite-nos definir unicamente a

fungdo g : Y — D como sendo x = g(y).
Tomando y = f(x) obtemos que a sequéncia de igualdades

x=g(f(x)) =(gof)(x)

¢é verdadeira para todo o x € D, como pretendido.

Por sua vez, a condicao (ii) é equivalente a demonstrarmos que f ¢ uma funcao sobrejec-
tiva:

(ii) = f é sobrejectiva
Ideia da Demonstragcdo. Se f: D — Y podemos concluir com base na equagdo

(fog)y) =y
que x = g(y) é solugdo da equacdo y = f(x), logo sobrejectiva. [
(ii) < f é sobrejectiva

[Fica como exercicio.]

Voltando ao Exemplo 1.38, as regras de composi¢cao

(gof)x) =l & (fog)lx)=x

permitem-nos concluir que a fung¢do f ndo € injectiva mas € sobrejectiva.

— Funcdo Inversa vs Funcdo Bijectiva. Seja f : D — D’ uma fungio sobre-
jectiva. Diz-se que f ¢ invertivel se f € injectiva.
A funcido inversa de f, f~!: D’ — D satisfaz

y=f1x) <=x=f0)

para todo o x € D’ e paratodo oy € D.

O teorema anterior diz-nos essencialmente que, caso f~! exista, o dominio de f~! é
igual ao contradominio de f e o contradominio de f~! é igual ao dominio de f.

O teorema acima permite-nos formular o seguinte procedimento algébrico para determinar £~
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Passo 1. Determinar o contradominio de f;

Passo 2. Trocar de varidveis em y = f(x);

Passo 3. Resolver em ordem a y a igualdade x = f(y) resultante do item anterior;

Passo 4. Definir a inversade f, f~! : D’ — D, indicando o dominio e a expressio analitica.

O tipo de procedimento descrito anteriormente foi essencialmente o procedimento realizado no
Exemplo 1.13 para determinar a fungio raiz quadrada como inversa da fungfio quadrética f(x) = x*
(vide Exemplo 1.8).

No préximo exemplo iremos fazer uso do facto de y — x = J/y corresponder a inversa da fungéo

Xy =x.

= Exemplo 1.42 Seja f: D — R definida por f(x) = x~3. O dominio de f coincide com o
contradominio, sendo precisamente igual a R — {0}. A fungdo f € injectiva pois, para quaisquer x;
e xp, pertencentes ao dominio de f, tem-se

flx1) = fx exl=xtexi=x
1 2 1 2

donde

f) = fle) = x=x
Tendo f inversa, determine-se a expressdo analitica através de

1 ;1 1
x:f(y)@x:)jﬁy :;ﬁy:%
Entao

' R—{0} — R—{0}

1
X +— y:?:x71/3

V/x

= Exemplo 1.43 A func@o irracional dada por f(x) = v/x+2 tem como inversa a restri¢do da
fungdo quadratica g ao intervalo [0, +oo[ que verifica

glx) =x" -2

De facto

(g0 f)(x) =g(f(x)) =g(Vx+2)=(Vx+2)*—2=x
paratodox > —2e
(fog)(x) = f(g(x)) = f(* ~2) = Va2 =| x|=x

para todo x > 0. =

Coroldrio 1.4.6 — Grdéfico da funcdo inversa. Se f~!: D' — D éainversade f:D — D/,
entdo os grificos de ! e de f sdo simétricos em relagdo a bissectriz dos quadrantes fmpares,
isto é:

(x,y) € graf(f) < (x) € graf (7).
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graf (f~') = {(f(x),x) : x€D}.

m Exemplo 1.44 Voltemos ao exemplo da func¢éo limitada ilustrada no Exemplo 1.27.
X

I Em particular,

Em primeiro lugar, note-se que a andlise do grafico da funcdo, x — f(x) = T nos permite
X
facilmente concluir que esta € sobrejectiva se restringirmos o conjunto de chegada ao contradominio
D} =]—1,1].
Isto permite-nos desde ja determinar o dominio da funcdo inversa f~!, D = =] —1,1[. Geometri-

camente, isto equivale a dizer que o dominio de f~! esta compreendido entre as retas verticais, de
equagdo

x=—1 ¢ x=1

tal qual ilustrado na figura abaixo (regido a amarelo).

-3

-4

Note ainda que na figura abaixo, o grafico de f aparece representado a magenta, ao par que o
grifico de f~!:] — 1, 1[— R aparece representado a azul ciano. Este tltimo grafico, correspondente
ao conjunto

graf(f ") = {(Hﬂx‘x) e R}.

Este tltimo foi obtido com recurso ao GeoGebra fazendo a reflexdo do gréfico de f relativamente
arecta de equagdo y = x.
Para mais detalhes, consulte o link:

https://www.geogebra.org/m/h4qnbabg.


https://www.geogebra.org/m/h4qnbabg
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O Corolario 1.4.6 fornece-nos uma constru¢do geométrica para determinar o gréafico
de uma fungio inversa mesmo sem conhecer a expressio analitica de f~!.

Este tipo de construcdo foi-nos particularmente util no Exemplo 1.44, dado que a
equagio
oY
I+yl

que teriamos de resolver em ordem a y (Passo 3.) € ndo linear.

— Revisdo do estudo de dominios de fungcdes graficas. Sem calcular a regra de
composigio (f~!og)(x), Determine o dominio da fun¢ido f~! o g, sendo:
1. f afuncdo do Exemplo 1.44;
2. g:R — R afuncdo definida por g(x) = —2x+ 3.
— Revisdo da Equagdo da Circunferéncia. Apds ter verificado no Desafio 1.28

que a func¢do dada por
1
flx)= 3V —3x—x2

define uma semi-circunferéncia de centro C = («, ) e raio p, verifique que a fungio da forma

g(y)=a—/p>—(y—B)?

satisfaz as seguintes condigdes:
(@) (fog)(y) =y

(i) (gof)(x)=0a—|x—al.
De seguida, justifique com base no esbo¢o de ambos os graficos que para valores de x no intervalo
[ —p,a:

(iii) f é injectiva;

(iv) o gréfico de g pode ser obtido como reflexdo do grafico de f em relagéo 4 reta y = x (bissectriz

dos quadrantes impares).

— Revisao da Definigdo 1.4.5. Use a fun¢éo, x — f(x) = , considerada no

X
1+ |x]|
Exemplo 1.27 para mostrar que a fungdo definida por

X

T 1y

g(x)

de dominio Dy = R\ {—1, 1} ndo € injectiva® mas € sobrejectiva.

De seguida, verifique com recurso ao GeoGebra que o grafico obtido a partir da reflexdo de g
em relagdo a recta y = x apenas coincide com o gréfico de f se restringirmos o dominio de g ao
intervalo | — 1,1].

Directério: Funcoes Algébricas e Funcoes Transcendentes

Definicdo 1.5.1 — Func¢des Elementares. Diz-se que a fungéo f: D — Y
« E Algébrica se pode ser expressa em termos de um ndmero finito de operacdes, tais como
adi¢do, multiplicacdo, divisdo ou radiciacdo de funcdes polinomiais. Exemplos: Funcdes
Polinomiais, Racionais e Irracionais.
* E Transcendente se f ndo é algébrica. Exemplos: Fun¢des Exponencial, Logaritmica,
Hiperbdlicas, Trigonométricas directas e Trigonométricas Inversas.

Note que |g(x)| = %‘x‘ se, e s6 se, |x| < 1.
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Funcdes Polinomiais
Definicdo 1.5.2 — Fun¢des Polinomiais. A funcdo polinomial é definida pela expressédo

Pu(x) = apX" +ap1 X" 4. +arx+ag

sendoa; € R, j=0,1,...,nen € Ny constantes, tais que a, 7# 0. Os niimeros reais a; s3o 0s
coeficientes do polinémio e n € o seu grau. Odominio de p, é R.

— Raizes de um polinémio. Os zeros de fung¢des polinomiais da forma
Pn(x) = apx" +ap XN+ aix+ao (an #0)
sdo conhecidos na literatura por raizes de p,,.

— Factorizagdo de polindmios. Seja A € R uma raiz do polinémio p, de
grau n. Entdo existe um polinémio g,_; de grau igual a n — 1 tal que

Pa(¥) = (x = A)gn-1(x).

Em geral, se A1,A,,...,A4 (1 <k < n) séo k raizes de p,, entdo existe um polinémio de grau
igual a n —k tal que

Pu(x)=(x—A1)(x—2A2) ... (x — A ) gn_i(x).

No caso de conhecermos as n raizes [reais] A1, A;,...,A, do polinémio p, (vide Notagdo 1.5),
tem-se que

pn(X) =a,(x—A)(x—A)...(x = A,),

onde a, é o coeficiente associado ao termo de maior grau do polinémio p, (x).

— Relacdo entre as raizes da funcdo quadrdtica. Verifique que no caso de
A >0 o polinémio py(x) = a(x— A1) (x — A2) (a # 0) coincide com a fungio quadratica ax? +bx +c
se, e s6 se, as equacdes abaixo sdo satisfeitas

A+ Ay = —g & Mh="C

Mostre ainda que A = a*(A; — A).

= Exemplo 1.45 — Fung¢do Cubica. O nimero x = —3 é uma raiz do polinémio p3(x) = x> 427
uma vez que
(=3)*+27=0.

Podemos ainda verificar com recurso ao Teorema 1.5.1 que x = —3 € a Unica raiz de p3. Com
efeito, sabendo que x = —3 o algoritmo da divisdo assegura-nos a existéncia de um polinémio g, (x)
de grau 2 tal que

p3(x) = (x+3)q2(x).

Com base em clculos auxiliares podemos concluir que g2 (x) = x> — 3x+ 9. Finalmente, com
base no critério mencionado no Exemplo 1.3.3 nio admite raizes reais, uma vez que A = —27 < 0.

Determine para que valores de b o polinémio
p3(x) = (x+3)(x* +bx+9)

admite pelo menos duas raizes (i.e. pelo menos mais uma raiz para além de x = —3).
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m Exemplo 1.46 O gréfico da funcio representado abaixo corresponde ao gréafico do polinémio

15
p3(x) = —x3+3x2—|—Zx+ 1.

Facilmente podemos concluir com base na figura que este polindmio apresenta duas raizes reais,
sendo que x = 4 é uma das raizes de p3(x).
Aplicando o Teorema 1.5.1 podemos deduzir que p3(x) = (x — 4)g2(x), sendo

1
2
2(x) = —x"—x——.
q2(x) 2
Adicionalmente, aplicando a férmula resolvente verificamos que x = —% ¢ a tinica raiz de g (x)

uma vez que A = 0 (vide Teorema 1.3.3).
De facto, ¢g»(x) é um quadrado perfeito que pode ser representado na forma

O Exemplo 1.46 mostra-nos que na factorizagdo
Pu(x) =an(x—A1)(x—2A2)...(x—2y)

podem aparecer raizes iguais (i.e. 4; = A; para i # j).

No Exemplo 1.45 & Exemplo 1.46 verificamos que, conhecendo pelo menos uma
raiz de um polinémio p,,, € possivel determinar as restantes raizes.

Em geral, para polinémios de grau n > 2 a determinagao de raizes de p, nem sempre
€ uma tarefa trivial, como iremos ver de seguida no Exemplo 1.47.
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m Exemplo 1.47 Podemos facilmente verificar que x = —1 e x = 1 s@o duas raizes do polinémio
ps(x) = x® —4x* 4-3. Logo, a observagio que sucede o Teorema 1.5.1 assegura-nos a existéncia
de g6(x) tal que
ps(x) = (x = 1)(x+1) gs(%)-
=x2—1

Mais uma vez, cdlculos auxiliares baseados no algoritmo da divisdo permitem-nos concluir que
g6(x) = x® +x* — 3x> — 3. No entanto, a inexisténcia de uma férmula geral para determinarmos
as raizes de g¢ ndo nos permite concluir se o polindmio pg possui raizes adicionais para além de
x==+l1. m

Com base na mudanca de varidvel y = x* verifique que x = —1 e x = 1 sdo, de facto,

as unicas raizes de x% — 4x* 4+ 3.
Use a mudanga de varidvel y = (x— 1)? para determinar todas as solucdes da equacio

(x> —2x)? = (x—1)>+1=0.

Funcoes Racionais
Definicdo 1.5.3 — Funcdo Racional. Diz-se que f € uma fungdo racional se € definida por

¥ fx) = Pu(x) _ anx"—i—an,lx”ill—i—...+a1x—|—ao
gm(x)  bpx™+ by x4+ bix+ by

paratodox € D={x€R:¢q,(x) #0},onden e Ny, meNeaq;(i=0,...,n),b; (j=0,...,m)
sdo constantes reais tais que a, # 0 e b, # 0.
A fung@o racional diz-se ainda que:

* E prépriase n < m

* E imprépria se n > m

= Exemplo 1.48 — Funcdes Racionais Proprias. Sdo exemplo de fungdes racionais préprias as
funcdes:

M L
X

(ii)

3 +8’
po X1
(lll) m

= Exemplo 1.49 — Func¢des Racionais Impréprias. Sio exemplo de fungdes racionais proprias
as funcdes:

L 2x—1

D ——
® x+3
-1 )
x2+4’
x4 3%+ 3x+ 1

X+ 2x2

(ii)

(iii)

pn(x) ~
qm(x) sao

€ constituido

Com base na Definicao 1.5.3 e no Teorema 1.4.1 tem-se que os zeros de

Pa(x)
qm(x)

essencialmente as raizes de p,(x). Por seu turno, o dominio de

por todos os niimeros reais com excepc¢ao das raizes de g, (x).
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Determine o dominio e os zeros das fun¢des racionais improprias do Exemplo 1.49.

m Exemplo 1.50 Sendo m € N, definimos a funcio poténcia de expoente inteiro negativo, x —
Sm(x)=x""= X—l,l, para todo x € D. .

Determine o dominio e enuncie as propriedades da funcdo poténcia de expoente
inteiro negativo.

Resolucdo de equacdes e inequacoes
m Exemplo 1.51 Graficamente, a resolucio da equagao

1 1 1
x x—1 2

pode ser determinada como a interse¢do do grafico da fungéo racional imprépria, x — f(x) =
)—1( — ﬁ (a magenta) com a reta horizontal de equagdo y = —% (a azul ciano) tal como ilustrado na

figura abaixo, onde as abcissas dos pontos A e B representam as duas solugdes da equagao.

Analiticamente, para determinar as solucdes da equacao acima precisamos de utilizar um argumento
andlogo ao utilizado para a determinagdo do minimo multiplo comum (m.m.c), para podermos
simplificar f na forma 5.

Em concreto, temos

1 1 ox—1 X
x x—1  x(x—1) x(x—1)
_ 1
o x2—x
Logof(x):—% se, e s6 se x> —x =2, x#0e x # 1, ou equivalentemente

X—x—2=0Ax#0Ax#1.

A tarefa de determinar as raizes do polinémio acima de modo a confirmar a resolucdo grafica
fica a cargo do leitor. "

Funcdes Irracionais

» Exemplo 1.52 Sendo n € N e n # 1, definimos a funcéo raiz de indice n, x — f,,(x) = /x, para
todo x € D.
Propriedades:
(i) Se n é par entdo:
1. D=[0,4o|
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2. E positiva
3. E estritamente crescente
4. E convexa
(ii) Se n é impar entdo
1. D=R
2. E negativa em | — o0, 0] e positiva em |0, o]
3. E estritamente crescente
4. E convexa em | —oo,0[ e concava em |0, +oo]

m Exemplo 1.563 (Fungdes raiz raiz cibica e raiz indice 4)

Consideremos x — f,(x) = v/x,n € Nen # 1.
(i) Defina a funcdo inversa de f;;
(ii) Defina a funcao reciproca de f;;
(iii) Para n = 3, faga os graficos das fungdes inversa e reciproca que obteve e assinale as diferen-
cas/semelhancas entre essas funcoes.

Funcdes Exponenciais

Sendo a > 0 e a # 1, a fungdo exponencial de base a é definida por f(x) = a*, para todo x € D.
Propriedades:
1. D=ReD =]0,+o];
E positiva, isto é, a* > 0 para todo o real x;
Nao é impar nem par;
Nao ¢ limitada nem periddica;
E estritamente crescente se a > 1 mas € estritamente decrescente se a < 1;
. E convexa.
Eis as regras operatdrias das exponenciais:
cd=1;d =q
o gt = aflx’

° ax1+x2 — axlaxz;

SRV

X
o gf1T02 — aé;
a2

o gN1%2 — (axl )xz — (axz)xl;
para x,x1,x3.
De entre as funcdes exponenciais, as exponenciais de base e t€ém mais relevancia, sendo

e = lim (1+1>" ~2,71828...
n—yeo n
o niimero de Neper.
m Exemplo 1.54 Grifico da fungdo exponencial de base e:
f: R — RT
x — y=fx)=e
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= Exemplo 1.55 Grifico da funcio exponencial de base e~ ':

g: R — R'

x — y=glx)=e"

N

Identifique, justificando, a simetria entre os graficos de f e g no Exemplo 1.54 ¢
Exemplo 1.55.
Considere as funcdes f e j definidas por

) = =2, j(x) =",

(a) Trace o grafico de f tendo por base o grafico de j.
(b) Determine a ordenada do ponto que pertence ao gréfico de f cuja abcissa € In (0,5).
(¢) Determine o conjunto-solugédo de

{xeR:—-1<f(x)<0}.

Recorrendo a argumentos geométricos, verifique se o conjunto de pontos que obteve estd
correcto.
(d) Resolva a equagdo f(x) = j(x).

= Exemplo 1.56 — Modelos Populacionais. A evolucdo do niimero de individuos de uma
populacdo ao longo do tempo 7, t > 0 € representada por uma fungdo ¢t — y = f(¢). No periodo de
tempo I = [t,t + 1], o acréscimo do tamanho da populagdo é dado por

Ay = ft+1)=f().

Assim, a populacio cresce em I se Ay > 0 mas decresce em [ se Ay < 0.
Além disso, a taxa de variagao relativa (i.e, por individuo) em / é definida por

_
r(t) = o

Determine a taxa de de variagdo relativa em [t,7 4 1], r(¢), para os modelos populaci-
onais representados por
(i) f(t) =at+b, onde a e b > 0 sdo constantes;
(ii) f(r)=bd',onde a>0,a+#1,eb > 0 sdo constantes;
(iii) Explique as diferencas entre os dois modelos.

Aplicacio - Ry o niimero basico de reproducio usado em Epidemeologia - Link:
https://www.youtube.com/watch?v=S6IyIsbaG2k
Considere y = f(¢) o nimero de individuos infectados por um virus no instante 7. Recorrendo ao
modelo exponencial, representado por f(¢) = bd', justifique que Ry é obtido através de uma razéo
(ou racio).
Verifique que Ry estd relacionado com a taxa de variagdo relativa em [f,7 + 1]. Assim sendo,
podemos concluir que:


https://www.youtube.com/watch?v=S6IyIsbaG2k
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* Se Ry > 1 entdo cada individuo infecta, em média, mais do que um individuo e a doenga se
propaga;
* Se Ry < 1 entdo cada individuo infecta, em média, menos do que um individuo e a doenca se
erradica.
Consulte ainda - Link: https://plus.maths.org/content/maths-minute-r0-and-herd- immunity

= Exemplo 1.57 — Modelo de Juros Compostos com Capitalizacdo Continua. Quando um
cliente de uma instituicdo bancdria pede dinheiro emprestado paga um juro sobre o montante devido
e quando deposita dinheiro, por exemplo, numa conta poupanga, recebe um juro sobre o montante
do depésito. O juro € determinado como o produto do capital por uma taxa, durante um periodo
acordado entre as partes. Assim, o juro é uma varidvel, referida ao periodo de capitalizag¢do, mas s6
disponivel no vencimento que, geralmente coincide com o fim do periodo. Mas, o capital é uma
varidvel, referida a um momento (inicio ou fim do periodo de capitalizac@o). A capitalizagdo é a
transformacao ao longo do tempo do capital em capital e juro de acordo com uma dada taxa de juro.
No regime de juros compostos, o stock de capital cresce de vencimento para vencimento; hé juros
de juros no interior do préprio processo de capitalizagdo; os juros, mal se vencem, passam a ser
capital para contagem do juro do periodo seguinte.

Suponhamos que um dado capital inicial, Cy euros, € aplicado durante um ano a uma taxa de juro
anual fixa de r por cento. Admitamos ainda que a capitalizacdo desse capital se efectua em n
periodos iguais durante o ano. Entdo o capital acumulado no final do ano é dado por

r\n
c=c(1+12)
n
Generalizando, isto é, supondo agora que um dado capital inicial, Cy euros, € aplicado a taxa anual

fixa de r por cento, capitalizavel n vezes ao ano, entdo a expressado geral do capital acumulado no
regime de juros compostos ao fim de ¢ anos é

nt
C:C()(l—i-i)
n

Matematicamente, suponhamos agora que n — oo,

Atendendo a que
] n
lim (1 + ) =e
n— oo n

C— lim c0<1+5)"zco lim (1+f)"=coer
n n

n——+oo n—+-oo

vem

Esta férmula representa entdo o capital acumulado no final do ano em fung¢@o do capital inicial Cy
aplicado a uma taxa de juro fixa anual de » por cento. Generalizando, a expressao geral do capital
acumulado ao fim de ¢ anos é

C= C()ert

Diz-se que € a férmula do juro composto com capitaliza¢do continua. "

Se o seu banco lhe oferece uma taxa de juro anual de 100r %, e se este juro é
composto n vezes por ano (p.e. mensal, trimestral, semestral) entdo a taxa de juros
mensal que € aplicado ao seu depdsito a prazo € igual a k = % %.

Suponha que um capital de 2000 euros é colocado a render numa conta poupanga,
em regime de juros compostos, a taxa fixa anual de 4%. Quanto tempo é necessario para duplicar o
capital inicial?


https://plus.maths.org/content/maths-minute-r0-and-herd-immunity
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cosh(z) 5

-2

-3

-4

-5

-6

-7

Figura 1.15: Tlustragdo gréifica do Teorema 1.3.5. O grafico da funcio cosseno hiperbdlico como
sobreposicdo dos graficos das fungdes x — %ex (pontilhado a azul ciano) e x — %e*x (tracejado a
castanho).

(a) Resolva o problema, aplicando o regime de juros compostos com capitalizacdo trimestral,
semestral e anual.

(b) Resolva o problema, aplicando o regime de juros compostos com capitalizacdo continua.

(e) Compare os resultados obtidos nas alineas (a) e (b) e explique-os.

Funcoes Hiperbdlicas
As fungdes cosseno hiperbélico e seno hiperbdlico sao definidas, respectivamente, por
e te ™ & —e X

hx= ——— & sinhx=
coshx 7 sinhx 5

para todo x € R.

Com base no Teorema 1.3.5, as fungdes x — cosh(x) e x — sinh(x) correspondem a
parte par e a parte impar, respectivamente, da funcio exponencial x — e*.

Determine o dominio e o contradominio das fungdes hiperbdlicas (cosseno e seno) e
estude as suas propriedades quanto ao sinal e paridade. Recorrendo aos grafico, estude a monotonia
e as concavidades.
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Figura 1.16: Ilustrag@o gréfica do Teorema 1.3.5. O gréifico da fun¢@o seno hiperbélico como
sobreposi¢do dos graficos das funcdes x — %ex (pontilhado a azul ciano) e x — —%e*x (tracejado a
laranja).

Aplicacio - Catenaria - Link: https://youtu.be/yBH5ezzY_-0

Um cabo flexivel e ndo-eldstico suspenso em dois extremos com a mesma altura sob a ag¢do da
gravidade descreve uma curva, conhecida por catendria. Essa curva representa o grifico da funcdo
definida por

emx+b + e—mx—b

flx)=

2m

ondem >0ebcR.

Admita que para valores de m = 0,15 e b = —0,90 a fun¢@o acima corresponde a uma catendria
formada por um fio suspenso de dois postes, P; e P,, distanciados 15 metros entre si, em que f(x)

da-nos a distancia ao solo, em metros, do ponto do fio situado a direita do poste P;, com x € [0, 15].

1. Verifique se os postes P e P, t€ém a mesma altura.

2. Suponha que um péssaro pousa num ponto do fio, situado mais perto do poste P; do que do
poste P>, a uma distancia [aproximada] de 12,5 metros do solo. Determine a distancia desse
ponto do fio ao poste Ps.

— Identidades envolvendo fun¢oes hiperbdlicas.

Mostre que:


https://youtu.be/yBH5ezzY_-0
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(i) coshx—sinhx=e"* (ii) cosh®x—sinh?x =1

(iii) coshx > sinhx (iv) cosh®x+ sinh?x = cosh (2x)

Tal como para as fung¢des circulares podemos definir as seguintes funcdes:

1. Tangente hiperbdlica x — tanhx = sg:g); ;1
1 A14 __ coshx.
2. Cotangente hiperbdlica x — cothx = 5
3. Secante hiperbélica x — sechx = 4
Snx

4. Cossecante hiperbdlica x — cothx =

1
sinhx *

Funcdes Logaritmicas

Sendo a > 0 e a # 1, a fungdo logaritmica de base a é definida por f(x) = log,x, para todo x € D.

Propriedades:

1. D=]0,4[e D =R;

2. E negativa em |0, 1], mas positiva em |1, 4o se @ > 1. Caso contrario, é positiva em |0, 1],
mas negativa em |1, +ool;

Nao é impar nem par;

Nao ¢ limitada nem periddica;

E estritamente crescente se a > 1 mas € estritamente decrescente se a < 1;

E concava se a > 1 mas é convexa se a < 1.

AN

Eis as regras operatdrias dos logaritmos
* log,1=0;log,a=1
* log, (x1x2) = log,x; +log,x»
* log, (%) =log,x; —log,x»
* log, (x”) = plog,x
para x,x1,x €]0,4o0] e para todo p € R.
O préximo resultado serve para calcular logaritmos por intermédio de uma mudanca de base.

Quaisquer que sejam os reais positivos a e b, distintos e diferentes da unidade,

As bases do logaritmo mais usadas sdo o nimero de Neper
n—oo

1 n
e = lim <1—|—> ~2,71828...
n

e o ndmero 10. Ao logaritmo de base e chamamos logaritmo natural ou neperiano e representamos
por log x ou Inx. Por sua vez, log;,x representa o chamado logaritmo decimal.
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m Exemplo 1.58 Grifico da fungdo logaritmica de base e:

y
g: 10,4 — R
x +— g(x)=Inx
1
e
]
= Exemplo 1.59 Grifico da funcéo logaritmica de base e~ ':
y

fi ]0,4[ — R
x — f(x)=log, 1x

=,

Identifique, justificando, a simetria entre os graficos de g e f dos exemplos anteriores.

Considere a fungdo seno hiperbdlico x — sinhx.
(i) Justifique que tem inversa;
(ii) Esboce o grifico da inversa;
(iii) Representando a sua inversa por argsinh (argumento seno hiperbdlico), mostre que

argsinhx =In(x+ v/ x>+ 1)

paratodo x € R.

— Funcdes logisticas em redes neurais. A funcao logistica f : D — D’ da forma

f() (@>1)

Cl4a
é frequentemente utilizada em redes neurais como fung¢fo de activagio.
Para esta fungao:
1. Mostre que para qualquer base a, o gréfico de x — f(x) pode ser obtido a partir do grifico da
fun¢do x — tanh(x) por translagdes e dilatagdes.
SUGESTAO: Comece por verificar as seguintes igualdades:

o g ¥ = efxln(a);
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Figura 1.17: Tlustra¢d@o grafica do Corolario 1.4.6. O grifico da fungéo x — In(x) (a azul ciano) é
obtido como reflexdo do grafico da fungo x — ¢* (a magenta) relativamente a recta y = x (tracejado
a castanho).

l—e %
e tanh ;
anh(x) | 4e 2
1—a* 2
. 1_|_ —

l+a> 1+a~
2. Para a = 2, determine a expressio analitica da fungdo inversa x — f~!(x).
3. Determine o dominio de f~!. De seguida, diga justificando se f se trata de uma fungio
limitada.

Funcédo Exponencial-Poténcia
Atendendo a que a func¢do logaritmica € a inversa da func¢do exponencial, para todo x > 0 temos
x = alogax

onde a > 0 e a # 1. Em particular, x = /™~

Defini¢do 1.5.4 — Fung¢do Exponencial-Poténcia. Dadas as fun¢des f e g de dominios Dy
e D,, respectivamente, define-se a fun¢do Exponencial-Poténcia h através de

h(x) = [f(x)]5®) = @I = ps)nlr(x)],

O seu dominio € dado por

Dy=DsND;N{xeR: f(x) > 0}.
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Figura 1.18: Ilustragdo gréfica da Definicao 1.5.4. O gréfico da fungdes x — 2* (a vermelho) e
x — 10* (a laranja) correspondem a homotetias do grafico da fungéo x — e* (a azul) associadas as
constantes ¢ = In(2) e ¢ = In(10), respectivamente— vide Defini¢ao 1.4.4.

(i) Se f(x) =a € R e g ndo é constante, temos uma fung¢io exponencial de base a e
expoente varidvel g(x).

(ii) Se f ndo é constante e g(x) = a € R, temos uma fung@o poténcia de base varidvel
f(x) e expoente c.

Determine o dominio de f tal que:

() fx)=x' (b) f(x)=(1+22)"
(€) f(x)=(1+3x)'" (d) f(x)=InQ2-x)"*
Resolva as seguintes inequagdes em R:
1. foS < 1.34.

2. x 0 <0.
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Funcdes Trigonométricas

Fung¢do Seno

A fungio seno definida por f(x) = sin(x), para todo x € D, tem a seguinte representagio grafica:

9 iR 7 P 5 4 i) ) 1 2 3\4\-5/’ 7 8 ° \
1

Propriedades:

1.

W N

D=Re D' =[-1,1]; Eis a tabela de alguns valores de da fun¢io seno:
x O0|n/6| n/4 | n/3 | n/2
sin(x) | 0| 1/2 | V2/2|V3/2] 1

. E periédica de periodo 27 e limitada;

E fmpar, isto é, sin(—x) = —sinx, x € R;
Eis o quadro de sinal da func@o seno no intervalo simétrico [—7, 7]:
x | —Z 0 T
fx)y| 0 | —=10[+]0
E negativa em | — 7,0, mas positiva em |0, 7 [;
E estritamente decrescente em [—7, —7/2] e em [1/2, 7], mas estritamente crescente em
[-7/2,7/2);

-

E convexa em [—7,0[, mas concava em |0, ).

Fung¢do Cosseno

A fungdo cosseno definida por f(x) = cosx, para todo x € D, tem a seguinte representagio gréfica:
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-2

-3

-5

Propriedades:

1. D=Re D' =[-1,1]; Eis a tabela de alguns valores de da fung¢@o cosseno:
x 0| n/6 | n/4 | /3 | m/2
cos(x) | 1| +v3/2(vV2/21/2] 0

2. E periédica de periodo 27 e limitada;
3. E par, isto é, cos (—x) =cosx,x € R;
4. Eis o quadro de sinal da fun¢@o cosseno no intervalo simétrico [, 7]:
x -7 —7/2 /2 T
cos(x) | -1 |- 0 + 0 |-]-1

E negativa em | — 7, 0], mas positiva em 0, 7 [;
5. E estritamente crescente em [—7,0[, mas estritamente decrescente em |0, 7];
6. E convexa em [—7, —7/2[ e em |7 /2, [, mas concava em | — /2, 7/2[.

Funcdo Tangente

A fungdo tangente definida por f(x) = tgx = zg;fc , para todo x € D, tem a seguinte representagao
gréfica:
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ES

)

N}

Propriedades:
l. D=R—{n/2+knkcZ}eD =R,
Eis a tabela de alguns valores de da fungao tangente:

x|0]| n/6 | n/4 | w/3 | /2
tg |0 v3/3| 1 | /3| nd
2. E periédica de periodo ;
3. E fmpar, isto é, tg(—x) = —tgx, x € D;

4. Eis o quadro de sinal da fungdo tangente no intervalo simétrico [, 7]:

X

0

—r/2

/2

g

n.d

0

+

n.d

E negativa em | — 7, 0], mas positiva em 0, 7;
5. E estritamente crescente em |7/2,7/2];
6. E concava em | — 7r/2,0[ mas convexa em |0, 7/2|.
~ 5 A 3 _ __ COoSsx
— Funcdo pofcngenig. A fungdo cotangente e.deﬁnlda por f (x) = cotgx = &,
para todo x € D. Determine o dominio e estude as suas propriedades a partir da representacao
grifica.

— Funcgdo Reciproca do Seno. A funcgio secante é definida por secx = Colsx para

todo x € D. Determine o dominio e estude as suas propriedades a partir da representacio grafica.

— Func¢do Reciproca do Cosseno. A fungéo cossecante é definida por cosecx =
ﬁ, para todo x € D. Determine o dominio e estude as suas propriedades a partir da representacdo
gréfica.

— Revisdo Trigonometria. Mostre que:

(i) sec’x=1+tg’x (ii) sec?x+ cosec? 2 2

X = SeC”xcosec™x

2 secx

(iv)

(iii) secxcosecx = —

=t
sin (2x) &

COse€Cx
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Funcoes Trigonométricas Inversas
Func¢do Arco Seno
A restri¢do da fungdo seno a [—7, 7] é injectiva. A sua inversa, designada por fungao arco seno,
satisfaz:
y = arcsinx <=> x = siny

parax € [—1,1]ey € [-5%,5]. Logo, obtemos
arcsin(siny) =y ; sin(arcsinx) =x

A sua representagdo grafica é

-2

-4

Propriedades:
1. D=[-1,1]e D' = [~%,5]; Eis a tabela de alguns valores da fungdo arco seno:

x [0 1/2[vV2/2V3/2] 1
fx)|0|xm/6| n/4 | ©/3 | w/2

2. E impar, isto é, arcsin (—x) = —arcsinx, x € [—1,1];
3. Eis o quadro de sinal da fun¢@o arco seno:
X -1 0 1
arcsin(x) | —w/2 | — | 0| + | /2

E negativa em [—1,0[, mas positiva em ]0, 1];
4. E limitada pois | arcsinx [< 7, x € [—1,1];
5. E estritamente crescente, isto &,

x; < xp = arcsinx; < arcsinxy, x; € [—1,1] Axp € [—1,1];

6. E concava em [—1,0[, mas convexa em ]0, 1].
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Figura 1.19: Tlustragdo grafica do Corolario 1.4.6. Para determinarmos graficamente a inversa
da funcao seno (grafico pontilhado a azul ciano), comeg¢amos por considerar apenas o grafico da
funcdo ao intervalo [—%, %] (1° e 4° quadrantes) de modo a assegurarmos a sua injectividade via a
monotonia do gréafico — vide Corolario 1.3.10. Para obtermos de seguida o grafico de x — arcsin(x)
(aroxo) fizémos a reflexdo do grifico a magenta relativamente a recta y = x (gréfico tracejado a
preto).

Para as constantes reais @ & ¢ tais que @ > 0 & ¢ # 0, considere a funcdo f definida
por
f(x) =cosec(wx+9).

1. Estude a paridade da funcdo para valores ¢ =7 & ¢ = %”

2. Determine o dominio e o contradominio.

3. Determine o periodo de f.

4. Determine a func@o inversa de f termos da func@o x — arcsin(x).
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Funcdo Arco Cosseno
A restri¢do da func@o cosseno a [0, 7] € injectiva. A sua inversa, designada por fung@o arco cosseno,
satisfaz:

arccos(cosy) =y ; cos(arccosx) =x

parax € [—1,1] e y € [0, 7]. Logo, obtemos
arccos(cosy) =y ; cos(arccosx)=x

A sua representacdo grafica é

-2

Propriedades:

1. D=[-1,1] e D' =0, n]; Eis a tabela de para alguns valores da fungio arco cosseno:

x 0 | 1/2[V2/2]V3/2]1
arccos(x) | ©/2 | n/3 | m/4 | w/6 |0

Nao é impar nem par;
E ndo-negativa, isto é, arccosx > 0, x € [—1,1]
: E limitada pois 0 < arccosx < 7, x € [—1,1];
E estritamente decrescente, isto &,

A

x] < xp = arccosx] > arccosxy, x; € [—1,1] Axp € [—1,1];

6. E convexa em [—1,0[, mas concava em |0, 1].
Use a identidade trigonométrica sin (5 — 6) = cos(60) para mostrar que

arccos (x) = g —arcsin (x),x € [—1,1].
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-3

Figura 1.20: Ilustracdo grafica da Definicao 1.4.4. A identidade a demonstrar no Desafio 1.59
permite-nos obter o grafico da funcdo arco cosseno (a lilds) a partir do grafico da funcio arco seno
(a magenta) por transformacdes graficas. Na figura, o grafico tracejado a castanho corresponde
simultaneanemente: (i) a reflexdo do grafico de x — arcsin(x) na vertical (ii) a transla¢do do grafico
a lilas na vertical.

Para a fungdes f e g definidas por
f(x) = arccos(1 —2x?) & g(x) = 2arcsin(x)

1. Determine o dominio e o contradominio de f e g.
2. Estude f e g quanto a paridade.
3. Diga, justificando, para que valores de x, as funcdes f e g coincidem.
SUGESTAO: Faga a substituicdo 6 = arcsin(x) nas identitdades trigonométricas
sin’(0) +cos*(0) =1 & cos*(0) —sin’*(0) = cos(26).
4. Determine a inversa da fung¢do f em termos da fungéo x — arcsin(x), indicando o seu dominio
e contradominio.
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-3

Figura 1.21: Ilustragao grafica da Definiciao 1.4.4. Na figura encontram-se representados os graficos
da funcgdo arco seno (a lilas) e o grafico da funcdo g do Desafio 1.60 (a magenta). Esta dltima
corresponde a dilatagdo (ou homotetia) do grafico de x — arcsin(x) na vertical. Um bom desafio
passa por verificar que o grafico da fungdo f €, na verdade, uma reflexdo do grafico da fungdo g na
vertical.



1.5 Directdrio: Funcdes Algébricas e Funcdes Transcendentes

95

7 -3

Figura 1.22: Tlustra¢do gréfica do Corolario 1.4.6. Para determinarmos graficamente a inversa da
funcao cosseno (grifico pontilhado a azul ciano), come¢dmos por considerar apenas o grafico da
fungdo ao intervalo [0, 7] (1 e 2° quadrantes) de modo a assegurarmos a sua injectividade via a
monotonia do gréfico — vide Corolario 1.3.10. Para obtermos de seguida o grafico de x — arcsin(x)
(aroxo) fizémos a reflex@o do grifico a magenta relativamente a recta y = x (grafico tracejado a

preto).
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Funcdo Arco Tangente
A restrigdo da fungdo tangente a | — 7, 7[ € injectiva. A sua inversa, designada por fung@o arco
tangente, satisfaz:

y = arctgx <= x =tgy

parax € Reye |—%,%][. Logo, obtemos

arctg(tgx) =x ; tg(arctgx) =x
A sua representacdo grafica é
q
Propriedades:
. D=ReD = ] -2, [; Eis a tabela de valores de alguns valores da fun¢@o arco tangente:

x |[0V3/3] 1 | V3
fx)|0| m/6 | /4| /3
2. E fmpar, isto é, arctg(—x) = —arctgx, x € R;
3. Eis o quadro de sinal da fung¢do arco tangente:

X 0

tgx | — | 0| +
E negativa em | — o0, 0], mas positiva em 0, 4-oo[;
4. E limitada pois | arctgx |< £, x € R;

5. E estritamente crescente, isto €,
X1 < xp = arctgx| < arctgxy,x;] E R Ax € R;

6. E convexa em | — oo, 0[, mas concava em ]0, 4-o9].
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Figura 1.23: Tlustragdo grifica do Corolario 1.4.6. Para determinarmos graficamente a inversa da
funcao tangente (grifico pontilhado a azul ciano), comeg¢dmos por considerar apenas o grafico
da funcao ao intervalo } -5.5 [ (1° e 4° quadrantes com excepgao dos pontos x = £7) de modo
a assegurarmos a sua injectividade via a monotonia do gréifico — vide Corolario 1.3.10. Para
obtermos de seguida o gréfico de x — arctan(x) (a roxo) fizémos a reflexdo do gréfico a magenta

relativamente a recta y = x (gréafico tracejado a preto).
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— Inversa da fungdo cotangente. Considere a identidade cotg(0) =tg (5 — 6).
(i) Esboce o grafico da fungﬁo cotangente no intervalo |0, 7| a partir do grafico da funcéo tangente
no intervalo ] 53 [
Identifique as transformacdes de graficos envolvidas — vide Definicao 1.4.4.
(ii) Mostre que J —arctg(x) é a inversa da fungdo cotangente no intervalo |0, 7[.
(iii) Use a identidade anterior para determinar o grafico da fungdo arco cotangente (inversa da
funcdo cotangente):
(a) A partir do gréfico da fungéo cotangente no intervalo |0, 7.
(b) A partir do grafico da fungéo arco tangente.
— Resoluc¢do de inequagodes. Resolva as seguintes inequagdes envolvendo inver-
sas de fungdes trigonométricas
1. arcsin (%) < 7.
2. £< arccos( )< 7.
3. arctan ( X)) > Z

— Teste os seus conhecimentos sobre funcodes trigonométricas inversas.
Complete a tabela abaixo:

f(x) arccotg(x) arcsec(x) arccosec(x)
DOMINIO J =0, —1JU[1, 4]
CONTRADOMINIO
ZEROS nao admite zeros
PARIDADE

INTERVALO f E POSITIVA
[ CONJ. SOL. DE f(x) > 0]

INTERVALO f E NEGATIVA 0
[ CONJ. SOL. DE f(x) < 0]

MONOTONIA estritamente decrescente

INTERVALO f E CONCAVA

INTERVALO f E CONVEXA
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Recursos Complementares

* Bibliografia principal: Manual: SILVA, Jaime Carvalho, Principios de Andlise Matemética
Aplicada, Lisboa, Editora McGraw-Hill de Portugal, 1994 [BP 517 SIL].
Link: http://www.mat.uc.pt/~jaimecs/indexama.html

* Manual interativo de apoio a unidade curricular de Matematica I da Licenciatura em Gestao
da Faculdade de Economia da Universidade de Coimbra - ano letivo 2019/2020.
Link: https://www.geogebra.org/m/mhg7ckvx

* O projeto "ReM @t: Recuperar a Matemdtica a Distancia", coordenado pela Reitoria da
Universidade de Coimbra e financiado pela Fundacdo Calouste Gulbenkian, tem como
principal objetivo refor¢ar competéncias e conhecimentos matematicos imprescindiveis a
frequéncia de cursos de Ensino Superior.
Este projeto deu origem a um curso, coordenado pelo Professor Doutor Jaime Carvalho e
Silva, no qual irds encontrar contetidos em formato de texto, imagens, animacdes interativas e
pequenos videos explicativos. Sdo também propostos, ao longo de cada tematica, exercicios
de consolidacdo. O curso é gratuito e decorre em formato online! Para acederes, basta criares
uma conta de utilizador e preencher o questiondrio de avaliacdo de expectativas.
Link: http://www.ucd.uc.pt/remat/
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Exercicios Propostos

1.

|91

7.

8.

9.

Represente no plano xOy as curvas descritas pelos seguintes conjuntos de pontos:

(@) {(xy):|x|+y—1=0} (b) {(x,y):]y|+x—1=0}
() {(xy):x*—dy=0} (d) {(xy):x—4y* =0}
() {(xy):x*+x+y*=0} ) {(xy):|x+y|-1=0}
(g8) {(x,y):x*—4y*=0} (h) {(x,y):xy—1=0}

Das curvas tracadas no exercicio anterior indique, justificando, quais correspondem a graficos
de funcdes.

Escreva a expressdo analitica da fun¢do, cujo gréfico é a semi-circunferéncia de centro
C =(0,1) e de raio p = 3 situada abaixo da rectay = 1.

Esboce as pardbolas, apds a determinagdo dos vértices, que representam os graficos das
funcdes quadraticas definidas por:

(a) fx)=x*—4 (b) f(x)=x—x
(€) f(x)=—x*+2x (d) f(x)=2x"4x
(e) f(x)=2x>44x+3 () flx)=-3+x—3
. A partir do gréfico da fungdo f definida por f(x) = Inx represente graficamente as fungdes
definidas por:
() g(x) = —f(x) (b) hx) = f(~)
(¢) Jj(x)=[f(x)| (d) 1(x) = f(|x[)
(e) m(x)=f(x)+3 (F) n(x)=rf(x+3)

Considere as fungdes definidas por
F)=1+VaT4, g(x) =3— .

(a) Indique os dominios de f e de g.

(b) Determine os contradominios de f e de g. Diga, justificando, se a fungéo g € limitada.
(c) Diga, justificando, se a fungdo f € injectiva.

(d) Trace os graficos de f e de g tendo por base o gréfico de h definida por A(x) = /x.

(e) Resolva a equagdo f(x) = g(x).

Considere a fungdo f definida por f(x) = v/2 —x.

(a) Esboce o grifico de f.

(b) Determine o dominio e a expressdo analitica da fung@o simétrica de f.

(¢) Reunindo os graficos de f e da respectiva fung@o simétrica obtemos uma pardbola.

Escreva a equagdo dessa curva.
X

x+1
(a) Indique o dominio de f e estude o sinal de f.

(b) Mostre que:

Considere a fungdo f definida por f(x) =

(¢) O que pode dizer quanto a injectividade de f?
1
(d) Esboce o grifico de f a partir do grafico de g definida por g(x) = —.
X

Resolva as seguintes equagdes, em R:
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(a) ¥*—x=0 (b) ¥*—2x*+x-2=0

() x*—x*-2=0 (d) |x+4|=3

(e) |x+4|=]4—x]| (f) cosx+sin(2x) =0

g) ¢4+27-3=0 (h) In(x+1)—In(x—1)=2In2

10. Resolva as seguintes inequagdes, em R:

() [—x+2]>3 (b) [x*=3]<1

(c) x° (d) |sinx|>0

() 1—vx+1>-1 (H 2l >2

(g) |ef=2|>2 (h) In(—x)+In(x?) >3
11. Explicite a expressdo analitica da fun¢do médulo das fungoes definidas por:

(a) ()—ax+2 a<0 (b) f(x)=(ax)*—9,a>0

() flx)=»—1 (d) f(x)=sinx

(€) flx)=1-vx+1 (f) flx) ="

(g) f(x)=1Inx (h) 2—e
12. Defina as fungdes go f e f o g, explicitando os seus dominios e as suas expressdes analiticas,

sendo
1
fO) == , g(x)=sinx.
X
A composicao de fungdes goza da propriedade comutativa, isto é, go f = fog?
13. Indique duas fungdes g e h, tais que goh = f; e hog = f>, sendo
A=ty , H)=1g@(?).

14. Determine o dominio e a expressdo analitica de g o f, sendo

(a) f(x) =sinx, g(x) =VI— 2 (b) f(x)=tgx, g(x) = VIt

(¢) f(x)=secx, glx)=vx2—1 (d) f(x)=arcsinx, g(x) =cosx
15. Indique o dominio das seguintes fungdes e, caso seja possivel, determine analiticamente as

16. Considere a restricdo da fung¢do seno ao intervalo [—7,

respectivas fungdes inversas:

(a) f(x)=vV1-x (b) f(x)=+x+2

(© f()= 5 @ f -
e—Zx

(&) f(x)=1+— (f) f(x)=4Inx+1

(h) f(x) = sinhx

2,%]. A sua fungdo inversa tem como

expressdo analitica f(x) = arcsinx.

(a) Indique o dominio e o contradominio de f.
(b) Justifique que f € injectiva.

(¢) Calcule

7 (f) £ (-3) e,
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(d) Mostre que f é uma fungdo impar.
(e) Estude o sinal de f recorrendo ao seu grafico.
17. Seja g(x) = arccosx a expressdo analitica da fungdo inversa da restri¢do do co-seno ao

intervalo [0, 7].
(a) Indique o dominio e o contradominio de g.
(b) Calcule

g (?) ;8 <—;> ; 8(cos0).

(¢) Determine os pontos de intersec¢do do grafico de g com os eixos coordenados.

(d) Esboce o gréfico de g.
(e) A partir do grafico de g esboce o grifico da fungdo definida por f(x) = 7 — g(x).

18. A fungdo arco-tangente definida por A (x) = arctgx representa a funcéo inversa da restri¢ao

da tangente ao intervalo | — 7, 7.
(a) Indique o dominio e o contradominio de 4.

(b) Calcule

h (‘f) ,h(—1), h(sin0).

(¢) Mostre que & é uma funcao impar.
(d) Estude o sinal de 4 recorrendo ao seu gréfico.
(e) Esboce os grificos das fungdes definidas por p(x) =| h(x) | e g(x) = h(| x|).

(f) Verifique que p(x) = g(x).
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Continuidade

Limites

Definicoes e Exemplos
Definicdo 2.1.1 — Limite de f no ponto a. Seja f uma funcao definida num intervalo / do

tipo I =|c,a[Ula,b[ em que I C D. Diz-se que f tem por limite L € R, quando x tende para
a € R, istoé,
lim f(x) = L

X—a

se para todo o € > 0 existe um 6 > 0 tal que

O<|x—al<d=|f(x)—L|<E.

Note-se que | x —a | representa a distincia entre x e a no eixo Ox.
Por um lado, a desigualdade |x —a| < & — equivalente a termos a — 8 <x <a+9d —
diz-nos que x €ja— §,a+4|.
Por outro lado, a desigualdade |x —a| > 0 — equivalente a termos x # a — diz-nos que
f(x) nunca pode tomar o valor f(a) quando estamos a calcular lim f(x).

xX—a

Segue naturalmente da definicao de limite e das propriedades dos médulos as
seguintes equivaléncias

lim f(x) =L < lim(f(x)—L)=0 <= lim|f(x)—L|=0.

x—a X—a xX—a

A defini¢do formal de limite apresentada também se designa por defini¢do epsilon-delta (€-0)
visto que essas letras gregas tém sido usadas com frequéncia a partir do momento que se conhece-

ram os trabalhos de Cauchy sobre o assunto.
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Suponhamos que a funcio tem como gréfico uma curva, no sentido vulgar do termo. Geometrica-
mente, diz-se que o limite da fung¢do quando x tende para a € igual a L se e s se, para cada intervalo
|L —¢&,L+ €] tragado no eixo Oy, pode-se encontrar algum intervalo Ja — d,a+ 6[\{a} no eixo
Ox, de modo que todos os transformados de pontos desse intervalo, por meio de f, pertengdm a
|L —¢&,L+ €]. Refira-se ainda que, se assume, que o intervalo |L — €,L + €[ tragado no eixo Oy
pode ser tdo pequeno quanto se deseje.

= Exemplo 2.1 — Limites envolvendo a fun¢cdo afim. Recorrendo a defini¢do de limite, iremos
mostrar que

)lcig%(Zx+ 1)=5.
Considere o nimero € > 0 e arbitrario. Como
| (2x+1)=5|=2|x-2]|
basta escolher 6 = § para que
0<|x=2|<d0=|(2x+1)-5|<20=¢
conforme se queria mostrar. "

Definicdo 2.1.2 — Nocdo informal de limite. O limite de f quando x tende para a € igual a
L: Informalmente

lim f(x) = L

Xx—a

significa que os valores que a fungdo toma em x se podem aproximar de L tanto quanto se queira
desde que x esteja suficientemente proximo de a, mas podendo ser eventualmente diferente de a.
Assinale-se que o real L niao depende de f(a).

= Exemplo 2.2 — Limites envolvendo fungodes racionais. A fraccdo racional f: D — R definida
por f(x) = 9)6__)‘32 ndo estd definida para x = 3 (Dy = R — {3}), mas

. o (B=x)3+x) . _
lim f(x) = lim =—"—3— = lim(=3-x) = -6
Observe que a fungdo g tal que g(x) = —x — 3 difere de f apenas no ponto x = 3 pois
f(X) Zg(X),X%3
Contudo o valor de lim f(x) coincide com o valor de lim(—x — 3). .
x—3 x—3

Verifique que para as fungdes f e g do Exemplo 1.36 se tem
lim f(x) = lim g(x) =0,
x——1 x——1
embora f # g.

Limites no infinito e infinitos
Vamos generalizar a defini¢cdo epsilon-delta aos limites no infinito e aos limites infinitos.

Definicdo 2.1.3 — Limites no infinito. Seja f uma fun¢do definida no intervalo aberto / =
Je, 4eo[. Diz-se que f tem por limite o nimero real L, quando x tende para +oo, escrevendo-se

lim f(x)=L

X—>+oo
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se para todo € > 0 existe um um ndmero N > 0 tal que, para todo x € [
sex>Nentdo | f(x)—L|<e& (2.1)

O simbolo +eo ndo representa um nimero real, sendo usado para indicar que x cresce ilimitada-
mente para além de qualquer nimero.

Poderia-se definir também o limite de f(x) quando x tende para —oo,

lim f(x)=L

X—>—00

de modo andlogo, caso f esteja definida num intervalo do tipo | — oo, b].

Definicdo 2.1.4 — Limites infinitos. Seja f uma fun¢éo definida num intervalo aberto, contendo
o0 ponto a, o qual pode ndo pertencer ao seu dominio D. Diz-se que o limite de f(x) quando x
tende para a é mais infinito, escrevendo-se

lim f(x) = +oo

xX—a
se para todo M > 0 arbitrariamente grande, existe um o > 0 tal que, para todo x € D
se x verifica 0 <| x—a [< § entdo f(x) > M (2.2)
Poderia-se definir também o limite de f(x), caso seja igual a —oo, quando x tende para a

lim £(x) = oo

de modo andlogo.

Existéncia e Unicidade de Limite

No conjunto dos niimeros reais, x tende para a, quer por valores superiores a a, quer por valores
inferiores a a, e por isso, faz sentido falar no conceito de limite lateral.

Definicdo 2.1.5 — Limites Laterais. O limite lateral de f a direita de a e o limite lateral de f a
esquerda de a escrevem-se respectivamente como

xlirg-f(x) = x—>¢%l/r\nx>af(x)
@ = LR

— Existéncia de Limite.

lim f(x) =L <= lim f(x) = lim f(x) =L

Xx—a x—at x—a~

Ideia da demonstracdo. Esta demonstracido decorre naturalmente da defini¢do de limite no ponto
e de limites laterais. Para tal, comece por observar que a dupla desigualdade 0 < |x —a| < & que
aparece na Definicao 2.1.1 pode ser decomposta no seguinte sistema de inequagdes:

0<x—a<8d N —-0<x—a<0,
que por sua vez é equivalente a termos

a<x<a+o A a—0<x<a
N——— ————

ineq. utilizada para definir x—a+ ineq. utilizada para definir x—a-
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— Unicidade de Limite. O limite 1i_r>n f(x) =L, caso exista, é tnico.
X—a

Ideia da demonstracdo. Suponhamos que

limf(x)=L A )lcglzzf(x) =M

Xx—a

Para mostrarmos que o limite € dnico, isto €, que L = M vamos recorrer a desigualdade
triangular ja utilizada no Exemplo 1.30.
Para tal, note que

M= L] =[(f(x) = L)+ (M = f(x))] <[f(x) = L]+ M - f(x)].
=1/ (x)-M|

Da hipétese — L e M sdo os valores de lim f(x) — segue que
X—a

tim| £ (x) — L| = lim | £(x) ~ M| = 0.

xX—a

Finalmente, aplicando limites a ambos os lados das desigualdades acima, resulta que

IL—M| = lim|L—M]|
xX—a
< lim|f(x) — L|+ lim |f(x) — M|
xX—a X—a
= 0.

Portanto, |L — M| < 0. Esta desigualdade permite-nos concluir, de imediato, que
L=M,

como pretendido. |

Na demonstragdo do Teorema 2.1.2 evitimos fazer o uso da nomenclatura € — § —
omnipresente em diversos livros de matemaética — para que a compreensio da [ideia
da] demonstracdo do resultado ficasse mais legivel para ndo matematicos.

Vejamos alguns exemplos de ndo-existéncia de limite para uma dada fung¢do.

m Exemplo 2.3 — Limites laterais diferentes. Para a funcio sinal do Exemplo 1.12 & facil de
verificar que o limite lir% sgn(x) nio existe, uma vez que
X—

li = Iliml=1

Jim sen) = lim 1=1,

lim sgn(x) = lim(—1)=—1.
x—0~ x—0~

1
» Exemplo 2.4 — Limites laterais infinitos. Para a funcdo do Exemplo 1.14 o limite liII(l) — ndo
x—0 X

existe visto que

1 1
lim —=4o & Ilim —=—o0
x—0t X x—0" X

Note-se que a fungéo cresce ou decresce indefinidamente, quando x tende para 0. Os valores f(x)
divergem quando x estiver suficientemente proximo de zero. Ou seja, 2 medida que x se aproxima
de zero, os valores f(x) crescem indefinidamente se x > 0, mas decrescem indefinidamente se
x <0. m
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= Exemplo 2.5 — Limites vs. transformacdes grdficas. Decorre da divisdo de polinémios:

x o | 2
2—x x—2

que o gréfico da fungdo x — 5~ do Exemplo 1.16 — representado na figura abaixo a azul ciano —
pode ser obtido a partir do grafico x — ﬁ — representado na figura abaixo a pontilhado preto —
por reflexdes e translacdes na vertical — vide Definicao 1.4.4:

.
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Note ainda que o gréfico de x — ﬁ corresponde a uma translagdo na horizontal do grifico da
funcdo do Exemplo 2.4.

A interpretacdo gréfica permite-nos naturalmente verificar que

lim = +oo,
x—2-x—2
uma vez que o grafico da fungdo x — 5>, toma valores suficientemente grandes positivos, a
medida que nos aproximamos da recta vertical x = 2 por valores a esquerda (regido a rosa do
grafico).
De modo andlogo

. X
lim = —o0
=2t x—2

atendendo ao facto do gréfico de x — 5~ tomar valores suficientemente grandes negativos, a
medida que nos aproximamos da recta vertical x = 2 por valores a direita (regido a amarelo do
grafico). "

X —xr =2

Para a fun¢@o f definida por f(x) = PR
x

1. Calcule o dominio de f.
2. Determine, caso existam, os limites abaixo:

lim f(x) e lim|f(x)]|.
. Xﬁaf( ) X%a'|f( )‘ . . . . . .
O préximo resultado permite-nos obter uma correspondéncia biunivoca entre limites no infinito
e limites laterais a esquerda e a direita de O, tendo como referéncia a transformacdo do gréifico de f

1
pela funcdo x — — do Exemplo 2.4
X
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— Limites no Infinito vs. Limites Laterais. Para uma funcido definida num
intervalo do tipo |0, +eo[ ou | — o0, 0], valem as seguintes regras para cédlculo de limites:

o Limites em oo vs. Limites em 0%
1
lim f(x) = lim f ()

X—+H-o00 x—0t X

1

i _ it 1
x;r(gl+ f(X) xﬁlToo f (X >

e Limites em —c vs. Limites em 0 :

lim f(x) = n%l_f(1>

X
s = im s ()

Saliente-se que os valores f(x) da fun¢do f também podem divergir, mas por oscila¢do, quando
x estiver suficientemente préximo de um ponto a. Este comportamento, embora seja raro, surge
associado a fungdes, cujo o limite ndo existe, quando x tende para a.
- caa I T & O N
m Exemplo 2.6 — Nao-Existéncia de Limite. O limite hII(l) sin () ndo existe.
X—> X
Note que a fungéo f tal que f(x) = sin (1) & limitada, isto ¢,

—1 < f(x) <1, paratodosos x#0.

Além disso, tem uma infinidade de zeros, pertencentes ao intervalo [—1/7, 1 /7). Porém, a fungdo
oscila entre —1 e 1 2 medida que x se aproxima de 0, logo f(x) ndo se aproxima de nenhum niimero
real. A funcdo diverge por oscilagdo num ponto.

Para sermos mais precisos, considere os pontos da forma x = T Ji oz bara inteiros k > 0:

sin <i> =sin (g —|—k7‘l:) .

Em particular, para a escolha k = 2m — +oo, obtemos

1
sin (5 +2mx) =11
De modo andlogo, se considerarmos k = 2m — 1 — +o0, obtemos
sin (g +(2m— 1)75) = sin (—g +2m7c) =—1—-1
Os dois limites obtidos acima para valores de k — +oo par (resp. impar) permitem-nos averiguar,

de uma forma intuitiva, que o limite ndo existe. n

Essencialmente, a estratégia adoptada no Exemplo 2.6 passou por mostrar que o

.. . . 1 . .
limite lateral lim sin () nao existe.
x—0t X

Acrescente-se que a escolha dos pontos da forma x = ﬁ (k>0ekeZ)teve como
2

1
referéncia a identidade lim sin () = lim sin(x) obtida a partir do Teorema 2.1.3.
x—0t X X—boo

Para provarmos que os limites davam 1 ou —1, fizémos uso das igualdades sin (:I:%) = +1 e do facto de seno ser
uma fungdo periddica, de periodo 27.
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O préximo teorema corresponde a uma generalizacio do raciocinio utilizado no Exemplo 2.6.

— Limites no infinito envolvendo fungoes periddicas. Se f é uma funcéo
periddica, ndo-constante, entdo os limites:

lim f(x) ; lim f(x)

X—>—+too X—r—0o0

nao existem.

Assimptotas

Podemos generalizar a nocdo de limite, para o caso da varidvel independente tender para infinito,
bem como, para o caso do valor do limite ser infinito. Este tipo de limites dao informagdes sobre a
existéncia de assimptotas ao grafico de uma dada funcio. Caso existam, as assimptotas sdo rectas
verticais, horizontais ou obliquas.

Ao longo desta subsecdo iremos recorrer, em varias situacdes, ao teorema abaixo.

Considere-se o real a compreendido entre b e c com b < c. Seja f definida num
intervalo do tipo: |b,c[ ou ]a,c[ ou |b,a[. Tem-se

@)

lim f(x) = +oo<:>)lci£r;f(lx) =0
(i)

fm () = =0 = lim 75 =0

O teorema ainda € valido se substituirmos a por oo ou por —oo.

Definicdo 2.1.6 — Assimptotas Verticais. A recta x = a é assimptota vertical ao gréfico de f

lim f(x) =4oo(—o0) V lim f(x) = —oo(-+o)

x—at x—a~

Note-se que a fungdo cresce ou decresce indefinidamente, quando x tende para a, € por esse motivo,
diz-se que a funcdo diverge para valores préximos de a.

ilustradas graficamente no Exemplo 2.5 apresen-

X
As funco —> —
S TUngoes x 2 cX 2

tam x = 2 como assimptota vertical.

m Exemplo 2.7 Voltemos a funcdo g do Desafio 1.33, cujo grafico segue abaixo:
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Como pode verificar facilmente pelo grifico, x = —1 e x = 1 sdo assimptotas verticais ao grafico de
8.

Este facto pode ser comprovado analiticamente com base nos calculos de limites realizado
abaixo:

X
im = lim = —o0
x— 1t 1—|x| =1+ 1—x
. X
lim = lim = +oo
x—1- 1f|x’ —1-1—x
X
im = lim = —
o1t 1= x| xo1t 14x
. X
lim = +oo

= lim ——
x——1-1— |X’ x——1-1+x

Observe ainda que no caso de restringirmos a fungéo g ao intervalo | — 1, 1[ (parte do grafico
delimitado pela regidio a azul), obtemos que esta coincide com a inversa f~! ] — 1, 1[— R da fungio
f do Exemplo 1.44.

Para este caso em particular, podemos ainda concluir o seguinte:

e x=—1ex=1 sdo também assimptotas horizontais ao grifico do f~!, uma vez que

lim £ '(x) = lim g(x) = 4o
x—1- x—1-
1. -1 = 1 = oo
x;g}+f (X) xﬁlznﬁg(X) *
* Os limites laterais
lim f'(x) & lim f'(x)
x——1-

x—1t
nao existem.

Verifique se as assimptotas verticais das fun¢des f e g do Exemplo 1.36 coincidem.



2.1 Limites 111

Definicdo 2.1.7 — Assimptotas Ndo-Verticais. A recta y = mx+ b é assimptota ao grafico

de f se

dim P = i ) - =
ou se

xg@waCX) =m A xg@w[f(x) —mx]=b

Observe-se que: Se m # 0 e b € R entdo temos uma assimptota obliqua. Mas sem =0e b € R,
trata-se de uma assimptota horizontal de equacio y = b.

A assimptota y = mx+ b é uma recta que se aproxima do grafico de f quando a varidvel x tende
para +oo ou para —eo. O sinal de f(x) —mx — b determina o modo como se faz essa aproximagao,
isto é, se f(x) —mx—b < 0 arecta estd situada acima do grafico, mas se f(x) —mx—b > 0 a recta
ja estd situada abaixo do grafico. Contudo, esclareca-se que nem sempre isso acontece, pois o sinal
de f(x) —mx — b pode alternar para valores de x suficientemente grandes, em valor absoluto.

Assimptotas de funcdes racionais
Para estudarmos a existéncia de assimptotas verticais, tais como as do Exemplo 2.5 e do Exemplo
2.7, os seguintes limites sdo de importancia fulcral:

— Limites no infinito envolvendo fung¢des racionais. Consideremos os
polinémios da forma

pu(x) = apX + ap_ 1 X'+ .. 4 aix+ao (an, #0)
Ggn(x) = bpX"+ by X" . 4 bix+by (b, #0)

As seguintes regras envolvendo limites sdo vélidas:

im 228y (G
X—>o0 qm(x) x—+eo \ by,
@(4-00) se n>m
b
= dn se n=m
by
0 se n<m
lim Pn(¥) = lim aan_m)
x——0 g (X) x——c0 \ by,
D1y m(doo) se n>m
b
- ] s€ n=m
by
0 se n<m

Ideia de demonstracdo. Note que p,(x) e g, (x) podem ser escritos na forma

Pa(x) = apx"+pj(x)
qm(x) binx" + qi(x),

onde p;(x) e gx(x) sdo polinémios de graus j <n—1e k < m— 1 respectivamente.
Colocando em evidéncia x" no numerador e x™ no denominador, segue para valores de x # 0
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Pa(*) X' (an +x""p;j(x))

Gm(x) X" (am + X"y (x))

Combinando a igualdade anterior com o Teorema 2.1.3, segue a sequéncia de igualdades

fim 22— :
X—=+o gy (x) x=0% gy, (;)
n

Deixamos ao cargo do leitor realizar o mesmo tipo de simplificacido, envolvendo os limites
x— —o&x—0". |

O Teorema 2.1.6 diz-nos essencialmente que sdo os termos de maior grau dos
polinémios em numerador e denominador que sdo utilizados para calcular o limite.

O termo (—1)"""(+e0) que aparece no calculo do limite

lim P2
X—r—o0 gy x)

diz-nos essencialmente que lim x"~™ é igual a +oo quando n—m € par, € —e quando
X—y—oo

n—m é impar — i.e. —oo = —(4-o0).

= Exemplo 2.8 — Assimptotas de uma fun¢do racional. A fungéo f definida por

£(x) X =3+ 12
X)) =——77-—
4—x2
representada na figura abaixo possui duas assimptotas horizontais (x = —2 e x = 2) e uma assimptota

obliqua (y = —x+ 3).
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25

A verificag@o de que x = %2 sdo assimptotas verticais segue das igualdades envolvendo limites

laterais®:
i X —3x7 412 -8
m —— = —=-
x——27F 4 —x2 0+ ’
3 2
.ox=3x"+12 -8
1 S — _— = (o]
x—>1£n2* 4 —x2 0~ e
lim °©-3*4+12 8
x—2+ 4 —x2 N 0~ N ’
3 2
.ox=3x"+12 8
1 _ = — = o0,
o2 422 or "
Para verificar que y = —x+ 3 € uma assimptota obliqua via a Defini¢do 2.1.7, observe que
3_12,2
lim f(x) — im * 3x°+12
X—teo X x—ote  Ax—x3
= lim —
X—oo —X
= -1
~~
=m
3_12,2
fim f(x) — lim * 3x°+12
X X x—m—o  Ax—x3
.X
= JMm =3
= —1.
~~
=m

2Para obter 0~ ¢ 0" em denominador, usdmos o facto de 4 —x2 <0< x>2 V x< —2

&4-x2>0 -2<x<2.
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, =334 4x+12
Jm ()= Dx) = lim e
=m
. —3x2
= lim 5
X—r+foo —X
= 3
~~
=b
_ =324 4x+ 12
Jim fx)=(=Dx| = Jim 12
=m
2
. —JX
= Jm 5
= 3 .
~~
=b

Repare que no exemplo anterior poderiamos ter feito a divisao de polinémios. Assim,

X =32+412 4x
= =—x+3+——=

f('x) 4_x2 4_x27

logo
lim (f(r)—(—x+3)) = lim —_

X—>Foo x—too 4 — x2 -

0

Dai também podemos concluir que y = —x+ 3 € assimptota ao grafico de f.

Com o préximo desafio pretende-se ilustrar que pode existir funcdes que possuam mais que
uma assimptota obliqua.
— Assimptotas Obliquas. Verifique que:

1. afungdo x — x+ — admite uma Unica assimptota obliqua;
X

1 .
2. afungdo x — |x| + — admite duas assimptotas obliquas.
x

Assimptotas de fungoes irracionais

O préximo resultado, que pode ser obtido com base no grafico da funcéo inversa de x — x" para
para valores de n par (n = 2k) e n impar (n = 2k + 1) seréd de extrema utilidade para determinar
limites como o do Exemplo 2.14 — a ser abordado mais adiante.

Coroldrio 2.1.7 Pode mostrar-se que:
* Para k € N, a fungio irracional definida por g(x) = *4/x tem como dominio R e verifica

lim g(x)=—c0 A lim g(x) = 4o

X—>—00 X—> o0



2.1 Limites 115

mas por outro lado, a fun¢do definida por (x) = 3/x tem por dominio [0, +oo[ € verifica

lim g(x) = oo

X—r oo

Assimptotas de fungdes transcendentes

= Exemplo 2.9 — Assimptotas da fungdo exponencial. Na subse¢io 1.5.4 Func¢oes Exponen-
ciais constatdmos> que a fungio exponencial x — a* é estritamente decrescente para valores de
0 < a < 1, e estritamente crescente para valores de a > 1.
Por outro lado, via o crescimento/decrescimento do gréifico € possivel concluir:
1. y =0 ¢ uma assimptota horizontal ao grifico de x — a*, uma vez que
lim a*=0, se 0<a<l1

X—r-o0
lim a*=0, se a>1.
X——oo
2. A funclo x — a* ndo € limitada [inferiormente/superiormente], uma vez que
lim a¢*=—o, se 0<a<l
X——o0
lim a* =+, se a>1.
X—>—+o0

= Exemplo 2.10 — Assimptotas da fungcdo logaritmo. Com base no grifico da fungdo logaritmo
ilustrada na subsecdo 1.5.6 Fungées Logaritmicas do Capitulo 1 Funcoes Elementares e Graficos,
segue pelo Teorema 1.5.2 que o eixo Oy (x = 0) é uma assimptota do gréfico da funcdo x — log,, (x)
(a > 0), uma vez que4

, . In(x)
lim 1 =1 =—
)cir(l)lJr 8 (X) )cir(l)lJr ln(a)
para valoresdea > 1 e
In(x)
lim 1 = li = +oo
Jim loga(v) = lim iy =T
para valores de 0 < a < 1. "

Na pritica, podemos afirmar que no caso da fun¢io f admitir inversa, que o Corolario 1.4.6 da
subsecdo 1.4.5 Funcio Inversa e Grafico permite-nos estabelecer uma correspondéncia biunivoca
entre as assimptotas horizontais (resp. verticais) do grafico de f podem ser identificadas — via
a reflexdo do grafico de f relativamente a recta y = x — como assimptotas verticais (resp.
horizontais) ao grafico de f~!.

Este tipo de correspondéncia é muito util para obter limites infinitos ou no infinito envolvendo
fungdes trigonométricas e suas inversas, como iremos ver de seguida.

= Exemplo 2.11 — Assimptotas da fungdo tangente e arco tangente. O grifico da fungio
tangente, x — tanx, tem uma infinidade de rectas verticais como assimptotas, entre as quais

3Esta conclusdo poderia ser obtida via o grifico da fungio exponencial x — ¢ (que & estritamente crescente) e a
identidade a* = ¢*(@) _ vide Funciio Exponencial-Poténcia 1.5.7.
“4Note que In(a) > 0, para valores de @ > 1 e In(a) < 0, para valores de 0 < a < 1.
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A constatagio acima segue das igualdades’

T
I = Z
Jim arctan(x) X
lim arctan(x) = ﬂ
Jim arctan(x) = ——.

= Exemplo 2.12 — Assimptotas da funcdo arco-secante. No Desafio 1.63 da subse¢io 1.5.9
Funcdes Trigonométricas Inversas do Capitulo 1 Func¢oes Elementares e Graficos pretende-se
que chegue na conclusdo de que

]_ma_l]u[17+°°[: {yER : ’y‘ > 1}

é o dominio da func¢ao arco-secante, e que

1
X — arccos | —
by

corresponde a inversa da restri¢do da fungdo secante a |0, Z[U] %, x[:
1
x+— sec(x) = .
cos(x)
Com base nesta relacdo, e nos limites no infinito
. 4 .1 _
lim —=0" e lim —=0
X—rtoo X X——00 X
poderé concluir® que
. 1 . T
lim arccos | — | = lim arccosx =arccosO0 = —
X—roo X x—0+ 2
. 1 . T
lim arccos | — ) = lim arccosx =arccosO0 = —.
X—p—o0 X x—0~ 2
ou seja, que y = 7 € uma assimptota horizontal da fungdo arco-secante.

Note ainda que a funcdo nfo admite assimptota vertical em x = 0, por conta dos limites

1 1
lim arccos <> & lim arccos <>
x—0t X x—0~ X

ndo existirem’.

— Assimptotas verticais de funcdes trigonométricas. Com base no estudo gréfico
ja realizado na subse¢do 1.5.8 Funcdes Trigonométricas, indique para que valores de a, os limites
laterais lim f(x) e lim f(x) das fung¢des abaixo ddo +oo ou —eco:

x—at x—a~
1. f(x) = cotg(x)
2. f(x) = cosec(x).
O que pode concluir sobre a existéncia de assimptotas verticais em cada um dos casos?

5Quando estamos a determinar os limites limy_, . arctan(x) (resp.limy_, .. arctan(x)) estamos a determinar para
que comprimento de arco x o declive da reta é indefinido.

Poderia adoptar um raciocinio andlogo ao utilizado no Exemplo 2.11

7Para entender que os limites laterais em 0, basta atender que o grafico da fungdo arco-cosseno nunca se aproxima de
zero. Na verdade, o grafico da funcdo arco-secante nio estd definida no intervalo | —1,1].
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Figura 2.1: Na figura encontram-se representados os graficos das fun¢des arco-tangente (a laranja) e
da funcdo arco-secante (a azul) do Exemplo 2.11 & do Exemplo 2.12, respectivamente. A tracejado
azul a assimptota horizontal y = 7 da fung@o arco-secante. Na ilustragdo grafica, podemos as retas
tracejado nos ddo as assimptotas horizontais (y = +7) do gréfico da fungio arco-tangente. Em
suma, pode-se concluir-se que a assimptota y = 7 € comum a ambos os graficos.

— Assimptotas horizontais de fungdes trigonométricas. Faca uso do estudo gréfico
realizado na subsecdo 1.5.9 Funcoes Trigonométricas Inversas para determinar os liIJIrl flx)e
X— o0

lim f(x) das fungdes abaixo
X—y—o0

1. f(x) = arccotg(x)
2. f(x) = arcsec(x)
3. f(x) = arccosec(x).

O que pode concluir sobre a existéncia de assimptotas horizontais em cada um dos casos?

Propriedades e Resultados
Regras envolvendo limites no ponto
E evidente que:
(1) limc = ¢, isto é, qualquer que seja a, o limite da funcdo constante quando x tende para a é
)HiZgual a constante;
(ii) )lcl_l)llllx = a, isto é, qualquer que seja a, o limite da fun¢do identidade quando x tende para a é

igual a a.
Enuncieamos mais algumas propriedades de limites.

Suponha que

limf(x)=L A limgx)=M

xX—a X—a
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entao tem-se
1. lim f(x) +g(x) =L+M
X—a
2. lim f(x) —g(x)=L—-M
xX—a
3. limcf(x) = cL para todo o real c.
X—a
4. lim f(x)g(x) = LM
xX—a
5

. Se m é um inteiro positivo entdo lim f(x)" = L™
Xx—a

L
6. Se M # 0 entdo lim@ =—
—ag(x) M
Diga, justificando, se as afirmacdes abaixo sdo verdadeiras (V) ou falsas (F). No caso
de V, justifique com base nas propriedades ilustradas no Teorema 2.1.8. No caso de F, dé um
contra-exemplo.

1. Se ndo existem os limites liﬁm fix)e liin g(x), entdo os limites liﬁm (f(x)—g(x))e liﬁm (f(x)g(x))

também ndo existem.
2. Se existem os limites lim g(x) e lim (f(x) — g(x)), entdo o limite lim f(x) também existe.
x—a x—a X—a
3. Se os limites lim f(x) e lim g(x) ndo existem, o limite lim (f(x) 4 g(x)) também ndo existe.
x—a xX—a Xx—a

4. Se existem os limites lim g(x) e lim (f(x)g(x)), entdo o limite lim f(x) também existe.
xX—a X—a xX—a

Regras envolvendo limites infinitos
Diga-se que em vez dos reais a, L e M também se pode ter os simbolos oo ou —oo.

O limite da soma é a soma dos limites, inclusive nos seguintes casos:
P (o) ()= e (o) (o) = oo
o (=) +b=—o e +oo+b = +oo para todo o real b.
O limite do produto € o produto dos limites, inclusive nos seguintes casos:
* (Foo)(Hoo) = (—oo)(—o0) =+eo & (doo)(—o0) =~
* (Foo)k=(—oo)(=k) =00 e (too)(—k) = (—oo)k = —oo
para todo o real positivo k.
Note-se que os resultados expressam que o sinal de limite é permutdvel com o sinal operatério entre
fungdes, sempre que:
(a) Os limites em questdo existam, podendo ser finitos ou infinitos;
(b) Nao existam simbolos de indeterminagao.
No caso de

limg(x)=0 A L=limf(x) £0
entdo o que é que se pode dizer sobre o limite:

. X
lim & ?
x—a g(x)
Substituindo vem % sob o pressuposto (certo ou errado?) que o limite do quociente € igual ao
quociente dos limites. Qual serd entdo o significado do simbolo % com L # 0? Para tentar abordar
a questao, estude-se alguns casos particulares:
(i) Se considerar f(x) =1 e g(x) = x entdo
.1
lim —
x—0 X

ndo existe ja que
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(ii) Se considerar f(x) = 1 e g(x) = x* entdo o limite
1

x—0 X

é igual a 40 pois

Os exemplos acima indiciam que a resposta a questdo depende dos valores dos limites
laterais em torno de a.

E se

limg(x) =+c A limf(x)=0

xX—a X—a

entdo quanto vale o limite:
lim fx) ? 2.3)
x—a g(x)

Justifique.

Alguns exemplos de limites envolvendo indeterminacdo
Os simbolos do tipo

sdo conhecidos por simbolos de indeterminacdo. O valor do limite é desconhecido a priori, quando
as regras operatdrias de limites conduzirem a um simbolo de indeterminagdo. Entdo € preciso
recorrer a técnicas de calculo para o determinar.

= Exemplo 2.13 — Indeterminac¢do tipo +e —oo. O limite

lim (x + \/ﬁ)

X—y—o0

envolve uma indeterminagdo do tipo oo — oo,
Para este caso, aplicando a técnica da multiplicag¢do pelo conjugado, tem-se

lim x+v3—x = lim (x+v3—x)(x—v3—2x)

X——o0 X—r+oo XxX—+v3—x
: X+x—3
= lim —m—
X—=too —x — /3 —x
2
. X
= lim —
X—rto0 —X
= lim (—x
x—>+°°( )
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= Exemplo 2.14 — Indeterminagodes vs. assimptotas obliquas. O grifico da fungdo f definida
por f(x) = v/14x? corresponde 2 hipérbole de equagio

yV—x2=1

situada acima do eixo Ox. Com base na Defini¢ao 2.1.7 temos que os célculos envolvendo os

V1 +x2

limites lim

X—>*oo X
1
. VI+x? Xy et
lim = lim ———
X—>+oo X X—r oo X
X x% +1
= lim ——
X—>+oo X
= 1
1
VIR e
lim = lim ————
X—r—00 X X—>—o0 X
—X4/ % +1
= lim ——
X——o0 X
= —1.
nos permite concluir que as candidatas a assimptotas obliquas t€m declive m =1 e m = —1,
respectivamente.
Adicionalmente, os limites
=m
. =~ . (W T—x) (VX2 +1+x
lim vVx2+1— 1 x = lim ( I )
X—r+oo X—+oo xX2+1+x

1
Iim ——
x—=teo /X2 4 14 x
=0

Il
3

P V241 V21—
im V21— Dx = lim WEFIHOVEFI=Y)
X——00 X—r oo \/_)C2 + 1—x

1
Iim ——
x—=teo /X2 4] —x

=0
permitem-nos concluir que ambas as assimptotas passa pela origem ao grafico de f.
EM SUMA: y =x e y = —x (bissectrizes dos quadrantes pares e impares) sdao assimptotas ao
grafico de f "

— Interpretagcdo geométrica do conceito de assimptota ndo-vertical. Deter-
mine para que valores de a,b e m o limite no infinito

lim ( \/x2—x+a—mx—b>

X—ro0

(i) Eigual a zero (0);
(ii) E igual a *mais infinito’ (o).
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Figura 2.2: Na figura encontram-se representadas as assimptotas obliquas da fungio x — /1 + x2
(a azul) dadas pelas rectas y = x (a magenta) e y = —x (a laranja).

De seguida, use a Defini¢ao 2.1.7 para interpretar o resultado obtido.
» Exemplo 2.15 — Indeterminagéo tipo J. Para calcular o limite

Ji—1

—1 x—1

comece por observar que
x—1=(vx)° -1

e por considerar o polinémio de grau 3 na varidvel y:

p3(y) =y —1.

Como este polindmio admite zero em y = 1, segue pelo algoritmo da divisao de polinémios — vide
Teorema 1.5.1 da subsecio 1.5.1 Funcoes Polinomiais — que

Y=1=0-1)"+y+1).
Em particular, para a escolha y = v/x segue que

37— 1 37— 1
lim\/;c = limL
—=1 x—1 x—1 (%)3 —1

V-1

~ A DGRE VAT D
. 1

= MR
1

3
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» Exemplo 2.16 — Indeterminac¢do do tipo 0 x «o. Um dos limites do tipo 0 X e que surge muito
na literatura envolve as funcdes exponenciais e logaritmos de base a abordados nas subsec¢des
1.5.4 Funcoes Exponenciais e 1.5.6 1.5.6, assim como polindmios de grau #, que iremos denotar
por pu(x) = apx"+pj(x), an #0e j <n.

Note que
+oo, sea, >0

lim p,(x) = a,(+o) = { —oo, sea, <0

Xr—>—oo

Adicionalmente, os seguintes limites que poderdo ser verificados no Capitulo 3 Derivacao
quando abordar a regra de L’ Hopital:
lim a *p,(x) =0 paravaloresde a>1
X—ro0
lim log, (x) pn(x) =0 para valoresde a > 1
x—07F

envolvem indeterminagdes do tipo 0 X o que podem ser convertidos em indeterminacgdes do tipo
(limite envolvendo a funcio exponencial) e 8 (limite envolvendo a funcao logaritmica).

=
oo
||

Teorema do Enquadramento e Aplicacoes

Nesta subsecao iremos introduzir um resultado de extrema utilidade que nos permite determinar,
em particular, limites envolvendo as funcdes transcendentes ilustradas no 1.5 Directério: Funcgoes
Algébricas e Funcoes Transcendentes do Capitulo 1 Funcoes Elementares e Graficos.

— Teorema do Enquadramento. Seja / a funcio definida, num intervalo /
aberto contendo o ponto a, eventualmente com excepgdo de a. Se existem duas fungdes f e g,
para as quais se tem
o f() Sh(x) <glx) xel
 lim f(x) =limg(x) =L
- X—a X—a
entdo
)1613611 h(x)=L
Ideia da demonstragdo. Uma ideia simples para esbocarmos a demonstragdo imediata do Teorema
2.1.9 passa por considerarmos a desigualdade auxiliar, envolvendo o médulo de um nimero real

acR:
—la| <a<|al.

Assumindo que f(x) < h(x) < g(x) x €1, segue a sequéncia de desigualdades®
—[f(x) =Ll < f(x) =L < h(x) =L < g(x) =L < [g(x) — L|.

Logo
—1lim |f(x) — L| < lim(h(x) — L) < lim|g(x) — L|.

x—a x—a T x—a

De seguida, da condigdo lim f(x) = lim g(x) = L obtém-se que
xX—a xX—a
tim |£(3) ~ L] = lim|g(x) ~ L| =0

e, por conseguinte, que
0 <lim(h(x)—L) <O0.

xX—a

8Note que para a = f(x) — L se tem f(x) — L > —|f(x) — L|. Por outro lado, para @ = g(x) — L, podemos concluir
que g(x) —L < |g(x) —L|.
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Portanto,
lim(h(x) — L) = 0 <= limh(x) = L.

xX—a xX—a

Assumindo que que a func¢do f satisfaz a condi¢do
x+2arccos(a) < f(x) < x>+ arctan(b)
para todo x # —1, determine para que para que valores de a e b se tem

lim f(x) =0.

x——1

Limites envolvendo funcdes limitadas

Coroldrio 2.1.10 — Enquadramento envolvendo funcdes limitadas. Seja f a fungdo
definida, num intervalo aberto contendo o ponto a, eventualmente com excepcao de a tal que

lim f(x) =0

xX—a

e g uma funcao limitada no intervalo /.
Entao

lim (£(x)g(x)) = 0.

X—a

Ideia da Demonstragcdo. Assumindo que g € uma funcfo limitada no intervalo /, segue nas con-
di¢des da Defini¢do 1.3.6 que a fungdo x — |f(x)g(x)| € limitada inferiormente pelo eixo Ox, e
superiormente pela funcao

x= M|f(x)],

sendo M > 0 a constante a determinar, i.e.

0 <|f(x)g(x)] <M|f(x)|, paratodoo x€I.
~—
=[h(x)|

Adicionalmente, da condi¢do

lim | f(x)[ =0,

xX—a

segue que a igualdade’
lim (f(x)g(x)) = 0,
X—a

¢é imediata por aplicagao directa do Teorema 2.1.9. |
= Exemplo 2.17 — Exemplo académico de enquadramento. Podemos mostrar que o limite

) 2x
lim —— =
=01 +X2
ou usando o item 6. do Teorema 2.1.8 ou Teorema 2.1.9.
Para aplicarmos o Teorema 2.1.9, observe que a desigualdade

1+x2>1

90bserve que lim |a(x)| =0 <= lim h(x) = 0.
X—a X—a
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nos permite concluir'® que

2x 2|x
5= | |2 2| = -2 x| < 5 < 2l
14+x 1+x ~~ 14+x% 7~~~
—m =M
Mostramos assim que a fung¢io x x22i1 é limitada superiormente pela fungéo x — 2|x|, e inferior-

mente pela fungdo x — —2|x|, tal como ilustrado na figura abaixo

\ f

25

—4.5 —4 -3.5 -3 25 -2 -1.5 =1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5 55

Adicionalmente, a igualdade

lim|x| =0
x—0

permite-nos demonstrar, por enquadramento, que

. 2x
lim =
x—01 +X2

O grafico da fungao x — xfil — vide Desafio 1.19 — corresponde ao grafico de uma

fun¢do limitada. Assim, nas condi¢des do Corolario 2.1.10 poderiamos verificar para

valores de a € R que
) 2x
tim <1+xzf <x>> =0

desde que a func@o f escolhida satisfazesse a condi¢do de limite lim f(x) = 0.
Xx—a

= Exemplo 2.18 — Teorema do Enquadramento envolvendo fungdes trigonométricas.
Outro tipo de exemplos cldssico envolvendo teorema do confronto consiste p.e no estudo de limites
da forma

. (1
limx" sin () , n€N.

x—0 X

100bserve que a desigualdade |a| < |b| é equivalente a termos —|b| < a < |b|.
No nosso caso, considerdmos a = % eb=2|x|.
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Neste caso particular, a fun¢éo f definida por f(x) = x" satisfaz
lim f(x) =0.
x—0
1

Por outro, a fun¢@o g da definida g(x) = sin ( ;), mesmo ndo tendo limite em x — 0, é limitada —
vide Exemplo 2.6 — estd nas condi¢des do Corolario 2.1.10 pelo que

1
lim x" sin <> =0, paratodoso né€N.
x—0 X

No caso de n = 1, a prova por enquadramento induzida pela desigualdade

1
—|x| < xsin <> <|x|, paratodoo x#0
x

tem a seguinte representacao gréfica:

25

No préximo exemplo iremos ilustrar a razdo pela qual o Corolario 2.1.10 ndo pode ser aplicado
no caso de termos uma funcio g que nao é limitada

= Exemplo 2.19 — Exemplo em que a fun¢do ndo € limitada. Suponha que pretendemos

calcular limites da forma .
lim (cotg <7) g(x))
x—3m 2

envolvendo uma funcio g nao necessariamente limitada.
Note que a fun¢ao

X
X > cotg (§>
estd nas condi¢oes do Corolario 2.1.10, uma vez que
lim cotg (f) = cotg 3”)
x—37 2 2
cos (3F)
"~ sin (37”)
0
-
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No entanto, se escolhermos x — tg (%) como fungio g, obtemos'!

lim< t (f)t (f)) — lim 1
x—37 cots 2 & 2  xo3r
= 1
£ 0.

— Vide Exemplo 2.17. Diga, justificando, em qual dos exemplos abaixo néo &
possivel aplicar o Corolario 2.1.10:

. 2x 1
1. im ———cos | —
x—0 x2 +1 X

2. lim % arccos (x)

. 2x 1
3. lim ———tan | —
x—0x2+1 X
2
4. lim el arctan 1
x—0 x2 +1 X
Limites notdaveis envolvendo funcdes trigonométricas
= Exemplo 2.20 — Enquadramento utilizando fungdes seno e tangente. Na figura abaixo

encontram-se representado no intervalo | — 7, 7[ os graficos das fungdes seno (a azul), tangente (a
magenta) e a reta de equacio y = x.

Note que no intervalo ]0, 7| (regido sombreada a amarelo) o gréfico da fungdo tangente se situa
acima da recta y = x. Por sua vez, o grifico da funcio seno se situa abaixo da recta y = x.
Esta interpretacdo gréifica permite-nos obter a seguinte desigualdade:

T
sin(x) <x <tan(x) paratodoo 0<x< 5
Dividindo!? por sin(x) em ambos os lados da igualdade, obtemos

¥/
paratodoo 0<x< 7

" Observe que cotg (3) = €
g3
125in(x) > 0 no intervalo ]0, %[ & sin(x) < 0 no intervalo ] — %, 0].
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De modo andlogo, para a regido sombreada a rosa segue a desigualdade
. T
tan(x) < x <sin(x), paratodo o 5 <X <0.

e, por conseguinte, a desigualdade

1< al < ! tod ﬂ: <x<0
aratodoo —— <x<0.
~ sin(x) ~ cos(x) P 2

ap6s dividirmos ambos os membros da [dupla] desigualdade por sin(x).

Estamos portanto nas condi¢des do Teorema 2.1.9, uma vez que as fungdes f, g e i definidas
por

X
1 = h(x) =
80 cos(x) e hx) sin(x)
satisfazem a desigualdade
X 1 T T
1< < }_7’7{
~ sin(x) ~ cos(x) paratodoo xe 22 {0}

——
=sec(x)

e t&m limites iguais:

1
li = = =1=1liml.
50 sec(x) = sec(0) cos(0) 50
Logo
li =
x50 sin(x)
|
A conclusdo de que

lim S0 _
x—=0 X

pode ser obtida, aplicando novamente o Teorema 2.1.9 as fungdes resultantes da
desigualdade'?

sin(x)

T T
1< < tod }——,—[ 0
< — <cos(x) paratodoo x€ 7% \ {0}

ou alternativamente aplicando a fungéo h(x) =

Sy a propriedade envolvendo
limites:
! 1 1
im =
x—0 h(x) lim h(x)
x—0

que decorre do Teorema 2.1.8.

13Note que a equivaléncia

¢é verdadeira para todo o x € ] ,g’ g [\ {0}.
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— Limites notaveis envolvendo func¢oes trigonométricas. Use o resultado obtido
no Exemplo 2.20 verificar os seguintes limites:
t
tim B

x—=0 X
2. limxcotg(x) = 1.
x—0

— Enquadramento utilizando fun¢cdes cosseno e cotangente. Na figura abaixo
encontra-se representado os seguintes graficos no intervalo |0, 7r[. Séo eles:
* O grifico da fung@o x — cos(x) (a azul);
* O grifico da fun¢do x — cotg(x) (a magenta);
p - b1
* O gréifico da recta de equacdo y = —x+ ) (a preto).

Adicionalmente, foi representado a rosa (resp. amarelo) os intervalos ]0, z [ (resp. ] Im [).

3 2 i

3

Use o grafico acima e o Teorema 2.1.9 para determinar o valor do limite

Limites notdveis envolvendo exponenciais

m Exemplo 2.21 O exemplo da figura abaixo corresponde ao enquadramento da funcdo x — e*
(a vermelho) pela recta y = x+ 1 (a azul) — que é tangente ao gréfico de ¢* em (0, 1) — e a fungéo
g(x) = ﬁ (representada a laranja apenas para valores de x < 1).
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3.5
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A interpretacio gréifica conduz-nos a sequéncia de inequagdes

1
1—x

x+1<e'< , paratodoo x<1

que por sua vez nos permitem obter as seguintes desigualdades:

1 §ex_1§ ! , nocasode 0<x<l1.
~~ X 1—x
=fx) S~

=h(x) =g(x)
1 r—
ge lg 1 , nocasode x<O0.

1—x X ~
~ =~ =)
=ftx)  =hx)

Adicionalmente, a verificacdo das igualdades abaixo envolvendo limites laterais, com recurso

ao Teorema 2.1.9, é imediata:

e —1
lim

x—0t X

¥
—1=1lim &
x—0~ X

Esta tltima igualdade permite-nos mostrar que

.o —1
lim
x—0 X

=1.

2
Para fun¢do f definida pontualmente por f(x) = In ( + 1) .

1. Determine o dominio de f.

x+1

2. Determine a expressio analitica, o dominio e o contradominio da funcéo inversa f~!.

3. Calcule o limite lim xf ' (x).
x—0
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Cdlculo de limites usando substituicdo

Limites envolvendo fungcdes trigonométricas
No préximo exemplo vamos fazer uso do limite notdvel deduzido no Exemplo 2.20 para calcular o
limite abaixo

= Exemplo 2.22 — Limite envolvendo os zeros da fun¢do seno. Como teve oportunidade de
constatar na Subecao 1.5.8 do Capitulo 1 Funcoes Elementares e Graficos os zeros da funcio
seno sdo da forma

x=km, com kéeZ.

Para este caso, obtemos que o limite

lim sin(x)

x—kn X — kT

corresponde a uma indeterminagéo do tipo g.
Por outro lado, note que nas condi¢cdes do Corolario 2.2.4 a funcdo [na varidvel y] y — y+ k7
satisfaz
lim(y+km) = k.
y—0

Assim, fazendo a substitui¢do x = y + k7, obtém-se a igualdade

lim sin(x) ~ lim sin(y + k)
x—kn X — kT y—0 y

De seguida, aplicando a identidade abaixo paraa =xe b =kn
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b),

conclui-se ainda que

=0
—
lim sin(y + k) — lim sin(y) cos(km) + cos(y) sin(k7)
y—0 y y—0 y
~ lim sin(y) cos(k) .
y—0 y

Por fim, fazendo uso do limite notavel

lim $00)
y—=0 y

=1

obtido a partir do Exemplo 2.20, concluimos com base no item 3. do Teorema 2.1.8 que

lim sin(x)

x—kn x — kT - COS(kTC).

A prova de que a constante ¢ = cos(k7) admite a simplificaciio
cos(kr) = (—=1)* (k € Z)

fica a cargo do leitor. "
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= Exemplo 2.23 — Limites notdveis envolvendo fun¢oes trigonométricas inversas. Podemos
facilmente verificar que, nas condi¢des do Corolario 2.2.4 que as igualdades abaixo sdo verdadeiras:

. sin(x) : y

Iim = lim ———

=0 X ~~  y—=0 arcsin(y)
y=arcsin(x)

. tan(x )

lim (x) = lim Yy

=0 X ~~  y-0 arctan(y)
y=arctan(x)

A prova de que o valor dos limites envolvendo as fungdes trigonométricas inversas vale um (1)
em ambos os casos € uma consequéncia directa do Exemplo 2.20 e do Desafio 2.11. "

= Exemplo 2.24 — Limites notaveis envolvendo funcdes logaritmicas. Podemos facilmente
verificar que, nas condi¢oes do Corolario 2.2.4 que a igualdade abaixo € verdadeiras:

. e —1 . y
lim = lim ———
=0 X \/1 y—0 ln(y + 1)
y=e'—
A prova de que
In(1
i POEY) Y
y=0 y y—=01In(1+y)
é imediata pelo Exemplo 2.21 e pelo item 6. do Teorema 2.1.8. "

Suponha que g é uma func¢ao que satistaz a condig¢ao
Ix*g(x) —xIn(1+x)| < |x|}, paratodoo xe&R\{0}.
Aplique o Teorema 2.1.9 para calcular o limite

lim g(x).

x—0

Use a substituicio x = f~!(y) (fungdo inversa) —i.e. g = f~! no Teorema 2.2.3 —
para calcular os seguintes limites:

. x—1
lim ————.
x—1 arccos(x)

SUGESTAO: Faca substitui¢io x = cos(y) para valores'* de 0 <y < 7.

2.
3 _ 1 X X
Iim arcsin(e* —1) i (arcsm(e 1)e 1> _
x—0 X x—0 e —1 X
SUGESTAO: Faga a substitui¢do y = ¢* — 1 num dos limites.
3.
lim In(1 4 arctan(x)) — lim In(1+ arctan(x)) arctan(x) _
x—0 X x—0 arctan(x) x

SUGESTAO: Faga a substitui¢do y = arctan(x) num dos limites.

14 A escolha 0 < y < 7 segue do facto de arccos : [—1,1] — [0, 7] corresponder a inversa da fungdo cos : [0, ] — [—1,1]
— vide subsecdo 1.5.9 Func¢oes Trigonométricas Inversas.
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Cdlculo de limites no infinito

Nesta se¢do convidamos o leitor a aplicar o Teorema 2.4 para reformular/calcular alguns dos
limites obtidos anteriormente no infinito.

Limites envolvendo func¢des limitadas
Use o que aprendeu com o estudo de exemplos envolvendo o Teorema 2.1.10 — em
particular, os Exemplo 2.2 & Exemplo 2.18 — para calcular os limites abaixo no infinito:

I fim XSG
x——o0 x — 11sin(x)
2
2 lim SO

x—+eo x2 tan (%) '
Com base no estudo da fung¢do x — /1 + x> no Exemplo 2.14, dé um exemplo de
uma fungdo g para a qual se verifica a igualdade

lim (v 1+x%g(x)+xg(x)) =0.
X——o0
Limites envolvendo funcdes franscendentes
E facil de verificar, via a substitui¢io y = % as seguintes identidades!?:

| .
lim xsin <> _ g S0O)
X—>+00 X y—}O‘*’ y
y_1
lim x(ex —1) = lim & =1
X—p4-o00 y—=0t Yy
1 In(1
lim xIn <1+> _ i OHY)
X—po0 X y—0+ y

Use o que aprendeu sobre calculo de limites envolvendo substituicao para verificar
as igualdades abaixo:

1. lim (x—xcos <2>> =0.
X—>—00 X

2 lim Fsinh (2 :%

X—>+oo X

3. lim (x\/ln<1—i—4>—|—1—x\/ln<1+9>+1>:_5
X—>-+oo X X 2

Faca uso do Desafio 2.11 e do Teorema 2.1.6 para verificar a igualdade abaixo:

=X Fx=2 . (7r>_ 3
3x)  2n

lim =
x—=teo  2x0 —16x

Assimptotas ao grdfico
Para terminar, procure combinar o Teorema 2.1.3 com o Corolario 2.1.10 para comprovar o

comportamento mencionado no exemplo abaixo:

» Exemplo 2.25 O grifico de f tal que f(x) = e *cosx admite uma assimptota horizontal de
equacdo y = 0. Por outro lado, o grifico de f intersecta a assimptota um nimero infinito de vezes
pois

T
e*xcosx:Oﬁcosx:Oﬁxzz—i—kn

sendo k um inteiro. -

ISpara x — —oo vs x — 0, 0 raciocinio é andlogo.
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Continuidade

Definicbes: Continuidade num ponto
Definicdo 2.2.1 Diz-se que a fungdo f € continua no ponto a se
(i)a € Dy;
(i) im f(x) eR;
xX—a
(iii) lim f(x) = f(a).
xX—a

Acrescente-se que, se pelo menos uma das condi¢des referidas ndo for vdlida, diz-se ainda que
a € um ponto de descontinuidade de f, ou seja, f é descontinua em a.

Para as fungdes x — f(x) e x — | f(x)| tratadas no Desafio 2.2 falha a continuidade
em x = —1, uma vez que —1 ¢ Dy.

Para a funcio sinal do Exemplo 1.12 falha a continuidade em x =0 € Dsgn, uma vez
que o limite lin(l) sgn(x) ndo existe — vide Exemplo 2.3.
X—

Encontre o valor das constantes ¢ e d para as quais a funcio /4 é continua em x = —3:

3942 10, 3
X 2x—|—4x 7

Py ,sex < —3

h(x)=1< ¢ ,sex = —3

dx+3d - 3

_— ,8e X > —
1—+vx+4

SUGESTAO: Comece por rever o Teorema 1.5.1 as técnicas de cdlculo adoptadas no Exemplo
1.45 e no Exemplo 1.46 da subsecéo 1.5.1 Funcdes Polinomiais.

Definicdo 2.2.2 Seja a uma descontinuidade de f.
Entdo

1. O ponto a é uma descontinuidade removivel se existe e é finito o lim f(x), mas este ou é
X—a

diferente de f(a) ou entdo a ndo pertence a D ;
2. O ponto a é um pdlo se
lim f(x) =4+o VvV lim f(x) = —oo
xX—a xX—a
3. O ponto a é uma descontinuidade de primeira espécie se os dois limites laterais existem e
sdo finitos, mas distintos;

4. O ponto a é uma descontinuidade de segunda espécie se pelo menos um dos limites
laterais ndo existe ou € infinito.

m Exemplo 2.26 Cada uma das seguintes fungdes é descontinua em x = 0. Assim
1. f(x) = *2* tem uma descontinuidade removivel
2. g(x)= ﬁ tem um polo.
3. h(x) = (14 ')~ tem uma descontinuidade de primeira espécie.
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4. j(x) =x~'/3 tem uma descontinuidade de segunda espécie.

A funcio sinal do Exemplo 1.12 exibe uma descontinuidade de primeira espécie em
0 uma vez que os limites laterais sdo finitos mas distintos — vide Exemplo 2.3.

As funcdes g e f~! tratadas no Exemplo 2.7 exibem em x = +1 descontinuidades
de segunda espécie.

Classifique as descontinuidades das fungdes

x= f(x) e x| f ()]

tratadas no Desafio 2.2.
Definicdo 2.2.3 — Prolongamento por continuidade de f em x;. Sejam f: D — Y uma
funcdo e xp uma descontinuidade removivel de f.
Entio f: DU{xy} — Y definida por

f) sex#x0
Fx) =

lim f(x) sex=x
X—X0

€ continua em xy.

Determine, caso exista, o prolongamento analitico para as fungdes

x> f(x) e x| fx)]|

tratadas no Desafio 2.2.
Determine o valor das constantes a e b de modo a que a fun¢do f definida por

V1I+x+x2—1

In(14+x) ,sex>0

,sex <0

satisfaca as seguintes condi¢des:
1. lim f(x) =a.
x—=0 .
2. f admita prolongamento analitico em x = 0.

Funcdes continuas em intervalos
Vamos apresentar a nocao de continuidade de uma fun¢do num intervalo: aberto, semi-aberto ou
fechado, subconjuntos do seu dominio.

Definicdo 2.2.4 — Continuidade em intervalos. A funcido f: D — Y diz-se continua em

Je,d[C D se nesse intervalo aberto ndo existe nenhum ponto de descontinuidade de f.

Supondo agora, que o dominio de f contém o intervalo fechado [c,d] estabelece-se que f é

continua em [c,d] se

() lim f(x) = f(c)
x—ct

(i) f é continua em |c,d|
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(iii) lim f(x) = f(d)
x—d~
Acrescente-se que:
* (i) e (iii) significam que f é continua a direita de ¢ e a esquerda de d, respectivamente.
Pode-se entdo dizer que f é continua em [c,d] se f é continua, a direita de ¢, em |c,d[ e &
esquerda de d, simultaneamente;

* Se f verificar apenas (i) e (ii) diz-se que é continua em [c,d|;
* Se verificar somente (ii) e (iii) ja se diz que é continua em |c,d].

Note que a inversa f~! da fungio x — ﬁ‘x‘ tratada no Desafio 1.33 ¢ continua no

intervalo | — 1, 1] mas descontinua nos intervalos da forma
1,1}, ]—-1,1], [-1,1].

Esta conclusio segue do facto de x = 41 serem assimptotas ao grafico de f~! — vide
Exemplo 2.7.

Propriedades e Resultados

A funcio f € continua no ponto a se e s6 se f é continua a direita e a esquerda
de a simultaneamente.

Todas as fungdes pertencentes ao directdrio sao continuas no seu dominio. Podera criar as suas
proprias fungdes, operando essas funcdes entre si, sem surgirem descontinuidades, como revelam
0s préximos teoremas.

Se f e g s@o continuas no ponto a entdo as seguintes funcdes também sao

continuas em a:

* afuncdo soma, f+ g

* a funcdo diferenca, f — g

* a funcdo produto, f X g

* afungdo poténcia, "

* a funcdo quociente, ﬁ, desde que g(a) #0

* a fungdo médulo, | f |

— Continuidade da funcdo composta. Se f é continua no ponto a e g é
continua no ponto L com L = f(a) entdo go f é continua em a

Corolario 2.2.4 Seja lim f(x) = L. Se g é continua no ponto L entdo
xX—a

lim(g o f)(x) = g(L)

xX—a

Seja f definida num intervalo / com valores num intervalo J e invertivel. A
fungdo f é continua em 7 se e sé se f~! é continua em J.

Zeros e extremos de funcoes confinuas

Esta subsecao servird de pré-requisito para introduzir, mais a frente no Capitulo 3 Derivacdo, o
estudo de extremos (maximos ou minimos) de fungdes.
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Localizagdo de zeros em fungoes continuas

— Teorema de Bolzano-Cauchy. Seja f: D — R uma funcio continua num
intervalo [c,d] C D. Se x e x; sdo dois pontos do intervalo e k um valor compreendido entre
f(x1) e f(x2) entdo existe, pelo menos, um valor xo em [c,d], para o qual f(xp) = k.

Embora a demonstragdo do Teorema 2.2.6 seja meramente técnica, a sua interpretagcdo
gréfica decorre da interpretagdo grafica do conceito de continuidade de uma funcdo.

Este resultado garante que toda a fun¢do continua num intervalo fechado para passar de um
valor a outro tem obrigatoriamente que passar por todos os valores intermédios. Fazendo k = 0 no
teorema anterior tem-se

Coroldrio 2.2.7 Seja f uma funcdo continua num intervalo fechado [c,d] C D.
Se f(c)f(d) < 0 entdo a fungdo f tem , no minimo, um zero.

No caso do gréfico de f ser estritamente monoétono — vide subsecdo 1.3.5 Monotonia
e Concavidades do Capitulo 1 Funcées Elementares e Graficos — o zero da fungao
obtido pelo Corolario 2.2.7 € tnico.

= Exemplo 2.27 — Func¢do cosseno hiperbdlico. Observe que para fungdes pares, como é o
caso da fung@o f definida por f(x) = cosh(x) — 1 — vide subsecdo 1.5.5 Funcdes Hiperboélicas
do Capitulo 1 Funcoes Elementares e Graficos — ndo é possivel aplicar o Corolario 2.2.7 para
localizar os zeros em intervalos simétricos da forma [—d,d] (d > 0), uma vez que

e e (=) e+
flod) =S 1= S 1 = fld) = f(=d)f(d) = f(d)* >0,
~—_— ~—
=cosh(—d) =cosh(d)
No entanto, a igualdade
04,0
cosh(0) = cte 1
2

permite-nos verificar que 0 € [—d,d| é um zero de f. "

Com o préximo desafio pretende-se que aplique o conceito de paridade, abordado na subsegdo
1.3.3 Paridade e Simetria do o Capitulo 1 Funcoes Elementares e Graficos a localizacio de
zeros em intervalos simétricos.

Suponha que f é uma continua no intervalo [—d,d] C Dy (d > 0).
1. Mostre que se f é impar, entdo f admite pelo menos um zero no intervalo [—d, d].
2. No caso de f ser impar e injectiva, o que pode afirmar sobre o ponto 0 € [—d,d|? — vide
Corolério 1.3.4.

O préximo resultado, conhecido por teorema do ponto fixo de Brouwer, permite-nos mostrar a

existéncia de certas situacdes de equilibrio em Economia, via o estudo da existéncia de pontos
16

fixos™®.

16Dizemos que x € Dy é um ponto fixo de f se, e s6 se, € solugio da equagdo x = f(x)
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— Teorema do ponto fixo de Brouwer. Seja f uma fungio continua em [c,d],
satisfazendo

¢ < f(x) <d, para todox € [c,d].
Entdo, a equacio de ponto fixo x = f(x) possui pelo menos uma solugdo x € [c,d].

O Teorema do ponto fixo de Brouwer enunciado acima admite varias demonstracdes. No
contexto da presente se¢do, iremos recorrer ao Corolario 2.2.7 do teorema de Bolzano-Cauchy
(Teorema 2.2.6) para ilustrar como o problema de localizagdo de zeros de uma funcio continua
esta correlacionado com o estudo de pontos fixos.

Ideia da demonstragdo. Se f(c) = c ou f(d) = d entdo a existéncia de pelo menos uma solugo
para a equagdo f(x) =x em [c,d] estd assegurada. Caso contrério —i.e. f(c) # c e f(d) # d basta
verificar que a condicao

¢ < f(x) <d para todox € [c,d].

nos assegura, em particular, que f(c) > ce f(d) < d. Logo, a func¢éo auxiliar g definida por g(x) =
f(x) —x estd nas condigdes do Corolario 2.2.7, uma vez que é continua e satisfaz g(c)g(d) < 0.

Esta ultima condicdo é deduzida a partir de

g(c)=f(c)=c>0
8(d) = f(d)—d <0.

Assim, prova-se que g tem pelo menos um zero em [c,d], ou equivalentemente, que a equagio

x=f(x)

tem pelo menos uma solugéo em [c,d]. [ |

Graficamente, uma fungéo continua f : [c,d] — R satisfaz o Teorema 2.2.8 se, e s6
se, o grifico da funcdo f estd contido do quadrado de lado d — c:

» Exemplo 2.28 — Pontos fixos envolvendo a funcdo exponencial. Na figura abaixo repre-
sentdmos a pontilhado os graficos das fungdes x — 2%, x — ¢* & x +— 10%, j4 ilustrados na subse¢do
1.5.7 Funcao Exponencial-Poténcia do Capitulo 1 Funcoes Elementares e Graficos, e a cheio
[com a mesma cor] a reflexdo de cada um dos graficos relativamente ao eixo Oy — vide Defini¢ao
1.4.4.

Adicionalmente, incluimos a reta y = x (a castanho) para ilustrar os pontos fixos das funcdes
x — 27" (a magenta), x — e~ (a azul) & x — 107" (a laranja).
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Para o caso dos gréficos a pontilhado, estes situam-se sempre acima da recta y = x, donde se conclui
que estas ndo admitem pontos fixos.

No entanto, para as func¢des da forma x — a™ (a > 1) — vide subsecao 1.5.4 Func¢oes Expo-
nenciais — admitem pontos fixos, com base nas desigualdades abaixo:

0<a*<1, paratodoo x>0

que seguem do facto do grafico de x — a™* ser estritamente decrescente em R.

A desigualdade acima garante-nos, em particular, que a restricao do grafico de fun¢des da forma
x+—a*(a> 1) ao intervalo [0, 1] estd sempre contido no quadrado [0, 1] x [0, 1] (representado na
figura a azul mais claro), o que nos permite aplicar o Teorema 2.2.8.

Deixamos para o leitor a verificaciio de que a funcio f definida por f(x) = a * —x esta
nas condicdes do Corolario 2.2.7 no intervalo [0, 1], assim como justificar a razio pela qual f
admite um tinico zero e, por conseguinte, x — ¢~ um tnico ponto fixo. "

No préximo exemplo iremos ilustrar a aplicabilidade do Teorema 2.2.8 para localizar um dos
pontos fixos de uma funcao hiperbdlicas. Estas ja foram abordadas graficamente na subse¢do 1.5.5
Funcdes Hiperbélicas do Capitulo 1 Funcoes Elementares e Graficos

= Exemplo 2.29 — Pontos fixos envolvendo fungoes hiperbdlicas. Na figura abaixo ilustrdmos
graficamente a determinagdo dos pontos fixos das equagdes

2
x== & x=cosh(x)—1

2
. p p ~ X p
representando a tracejado azul o grafico da pardbola de equagdo y = 5 a magenta o grafico da

fun¢@o hiperbdlica x — cosh(x) — 1, e a laranja o gréfico da recta y = x.
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No caso da parabola, a determinacio dos pontos fixos —x =0 e x = 2 — € imediata pela férmula
resolvente — vide Exemplo 1.41 do Capitulo 1 Func¢oes Elementares e Graficos.

No caso da funcdo apenas nos é possivel verificar algebricamente que x = 0 é um dos pontos
fixos de x — cosh(x) — 1 — vide Exemplo 2.27.
Graficamente, fixando o intervalo [ = [%,2} é possivel verificar que estamos nas condi¢des do
Teorema 2.2.8, uma vez que o ponto C = (x,xp) da nossa figura — que nos da a soluc@o pretendida,
estd contido no quadrado I x I (representado graficamente pela regifo a lilds).

Alternativamente, poderiamos verificar que a funcao auxiliar g, definida por
g(x) =cosh(x) — 1 —x
estd nas condigdes do Corolario 2.2.7 no no intervalo I = [3,2] —i.e. g(3) g(2) < 0 - uma vez
que

3 3
cosh (2> -1< 3 & cosh(2)—1>2,

pelo que a existéncia de % < xp < 2 satisfazendo a equag@o xo = cosh(xp) — 1 € automaticamente
garantida. "

Existéncia de mdaximos e minimos absolutos de funcdes continuas

— Teorema de Weierstrass. Seja f : D — R uma fun¢@o continua num intervalo
fechado [c,d] C D. Entdo a fun¢do € limitada em [c,d] e por conseguinte tem um maximo e um
minimo absolutos.

Embora o teorema ndo fornega indicagdes para a identificacdo dos extremos num problema de
optimizacdo condicionada, é indispensdvel na medida em que garante a sua existéncia sempre que
a funcdo seja continua num intervalo fechado.

Com base nas representacdes graficas ilustradas no Exemplo 2.28 & Exemplo 2.29,
¢ facil de verificar que:

* A fungdo x — a—* admite mdximo e minimo no intervalo [0, 1];
* A fung@o x — cosh(x) — 1 admite maximo e minimo no intervalo [0,2].
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Com base no estudo realizado ao longo deste capitulo — em particular, a 2.2.4 & a
Definicao 2.2.3 — ¢ facil de constatar que no caso de

x=coux=d
ser(em) assimptota(s) vertical/verticais ao grafico de f, entdo é impossivel obter uma

extensdo de continuidade de f em intervalos da forma [c,d], de forma a poder aplicar
o Teorema 2.2.9.
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Exercicios Propostos

19. Calcule os seguintes limites:

(a) Jim, \x/i_aza a>0 (b) }Cg%l‘fc"”

© M @) e
© i © ]

® Jim L ) tim =

20. Utilizando o teorema do limite das fun¢des enquadradas, mostre que:
(a) limsinhxcos(1/x) =0 (b) limxsin(1/x)=0
x—0 x—0

21. Estude a continuidade das seguintes funcdes definidas por:

{“;x se x#0 (b) f(x):{ln]x—Z\ se x#2

0 se x=0 0 se x=2
[ arctg(l/x) se x#0 _ l;lez); se x#0
(@ 1= { e 7 @ o= { s <2
In|x—1]
2-1 B =T ¢ xF#1Ax#—1
(© f<x>={ TR ) w=] 0 s ox-
¢ x= VA= 1/2 se  x=-1

22. Defina o prolongamento por continuidade, caso exista, das fun¢des do exercicio anterior.
23. Determine as assimptotas aos graficos das seguintes funcgdes.

(a) f(X) = T +2X

2x% +5x+4
(b) flx)= Tl
©) f(x)=vVx*+2x

4

@ fl="Y"1
(e) f(x) =In(arctanx)
(f) f(x) = exp (—x*)
(& f(x) =xsin%

|x —4|+x

(h) f(x) - (X—2)2
24. Mostre que as equacdes apresentadas t€ém pelo menos uma raiz no intervalo I indicado.
(@ ¥*=3x+1=0, 1=]0,1]
(b) cosx=x, I=[0,7/2]
(c) tanx=x+1, I=]0,7/2|
25. Mostre que as seguintes equacdes tém pelo menos uma solugéo:
(a) x° =cosx
(b) 1/x=sinx
(c) ¢ =tanx
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A derivada da fungcdo no ponto e interpretacdo geométrica

Para compreender a interpretacdo geométrica da derivada da fun¢do f no ponto xg € preciso saber
responder a seguinte questao:

Como tragar a recta tangente ao grdfico de f :|a,b[C D — R em P = (x9,y9), sendo xo €|a,b|[?

A estratégia consiste em aproximar a recta tangente por outras rectas, as chamadas retas secantes
ao grifico de f. Consideremos entdo Ax = x —xp e Ay = f(x) — yo 0s acréscimos nas varidveis x
e y a partir de x( e yo, respectivamente. Assim, temos P = (xo,yo) € Q = (xo + Ax, yo + Ay) dois
pontos pertencentes ao grafico de f. Se imaginarmos o ponto Q a deslocar-se sobre o gréfico de f
em direc¢@o ao ponto P, as sucessivas rectas secantes vao-se aproximando de uma posicdo limite
que ¢ a da tangente ao grafico de f no ponto P. Por um lado, se Ax > 0 e aproximar-se de zero, o
ponto Q estd a direita de P, logo as secantes aproximam-se de uma semi-recta ¢4, a que se chama
semi-tangente a direita no ponto P. Por outro lado, se Ax < 0 e aproximar-se de zero, o ponto Q
estd a esquerda de P, logo as secantes aproximam-se de uma semi-recta #, chamada semi-tangente a
esquerda no ponto P. Esta abordagem dindmica permite-nos averiguar a existéncia da recta tangente
ao grafico de f em P. Entdo concluimos que se as semi-tangentes #; € f, estdo no prolongamento
uma da outra entdo ddo origem a uma recta ¢, tangente ao grafico de f no ponto P. Porém, se as
semi-tangentes nao coincidirem entdo ndo podemos tragar a recta tangente ao grafico no ponto P.

Existéncia de derivada vs. diferenciabilidade

Formalizamos, em primeiro lugar, o conceito de derivada de uma fung¢do num ponto.

Definicdo 3.1.1 — Derivada de f em xy. Sejam f :]a,b[— R e xo €]a,b[. Se existir, ao limite

L F0) — ()

X—XQ X — X0
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chama-se derivada de f no ponto x e representa-se por f(xg).
f(x) = f(xo)

X — X0

A expressao designa-se por razdo incremental de f relativamente a xo.

= Exemplo 3.1 — Derivada finita. Para a funcio f definida pontualmente por f(x) = x?, podemos
verificar via a Defini¢do 3.1.1 que, para cada xo € R fixo, se tem que f’(x) € finita, uma vez que
f'(x0) = 2x0 € R. De facto,

_ 2,2
lim M — lim X —Xp
X—X0 X — X0 X—=X0 X — X0
— lim (x—x0)(x+x0)
X—X0 X — X0
= Jim(x-)
= 2xp.

= Exemplo 3.2 — Derivada infinita. A fun¢do f tal que f(x) = /x admite derivada em xp = 0.
Porém, f’(0) = +oo, uma vez que

f(0) = lim~*—

Esta constatacdo poderia ser facilmente obtida, com base no estudo dos limites laterais da

1
fung¢do g, definida pontualmente por g(x) = v em xo = 0 — vide Definicao 2.1.5 do Capitulo 2
x

Limites e Continuidade. n
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Formalizemos de seguida o conceito de funcdo diferencidvel num ponto.

Definicdo 3.1.2 — Diferenciabilidade de f em x). Nas condi¢des da Definicao 3.1.1,
dizemos que a fun¢do f :]a,b[— R é diferencidvel em xo €]a,b| se o limite

o) — tim 7=/

X—XQ X — X0

for finito, i.e. se f'(xo) € R.

Ao contrario da Definicdo 3.1.2 (funcao diferenciavel num ponto), a Definicao
3.1.1 (derivada de uma funcio num ponto) contempla os casos em que o limite,
denotado por f’(xp), € finito ou infinito.

= Exemplo 3.3 — Existéncia de derivada vs. diferenciabilidade. Para o caso da fungao f
definida pontualmente por f(x) = /x, verificimos no Exemplo 3.2 que f'(0) = 4-co. Por outro
lado, os cdlculos realizados no Exemplo 2.15 permitem-nos concluir que

Em geral, a substitui¢io x = y*, a continuidade de f e a igualdade

¥ =y = —y0)5* + Yoy +33)

permite-nos concluir, por defini¢cio, que para valores de xy # 0 se tem

3/ 3/
Iim —— VX = V% = lim 0 S
L B
— 3/
= lim 0

y= /% (¥ — /X0) (y2 + /%oy + (/%0)?)

= [ap6s algumas simplificacdes].
3¢/

Em suma: A funcéo f definida pontualmente por f(x) = /x:
¢ Admite derivada em todo o xp € R;
¢ Nio € diferencidvel em xo = 0, uma vez que f(0) = +oo;

+ E diferencidvel para todo 0 xo € R\ {0}, uma vez que f'(xo)

R

Derivadas laterais

A aproximacdo a xg na reta real pode ser feita por dois sentidos, quer por valores de x superiores a
Xo quer por valores de x inferiores a xp.

Definicdo 3.1.3 — Derivadas Laterais de f em x,. Sejam f :]a,b[— R e xo €a,b|. Caso
existam, os limites:

x%xo X —X0 x%xar X — X0
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representam a derivada a direita de f em xq e a derivada a esquerda de f em xp, respectivamente.

— Existéncia de derivada. A fung¢io f tem derivada em xo, f'(xo), se e s6 se
existem ambas as derivadas laterais de f em x( e sdo iguais, isto &,

f'(x0) = fi (x0) = £~ (x0)

Ideia de demonstracdo. Atendendo a que as derivadas laterais envolvem a no¢do de derivadas
laterais, segue que esta demonstracio é andloga a demonstracido do Teorema 2.1.1 do capitulo
2 Limites e Continuidade. u

Esta condi¢do necessdria e suficiente para a existéncia de derivada de uma funcdo num ponto é
muito util. Quando uma das duas derivadas laterais ndo existe ou existindo ambas sio diferentes,
concluimos que a funcio nio tem derivada no ponto.

Suponhamos agora que f : [a,b] — R e xo = a ou xo = b. Nestes casos particulares, introduzimos
a seguinte definicao de derivada de f nesses pontos:

Definicdo 3.1.4 — Derivagcdo em intervalos fechados. Sejam f: [a,b] - R e xp=a ou
xo = b. Se existirem os limites,

fla+Ax)—f(a)

fila) = lim e
) o fo+AY) — f(b)
fla) = Jim Ax

temos f'(a) = £} (a) ¢ £'(b) = f' (b).

= Exemplo 3.4 — Derivadas laterais finitas e diferentes. A fungio definida por f(x) =|x—4 |
ndo tem derivada em xyp = 4 porque as derivadas laterais sdo diferentes:

—4| x—4

r@y = nm Ay — 1 3.1

f+( ) )clgt]Jr x—4 XLT+X_4 ’ G-1)
—4 —(x—4

£ = fim XA, =D (3.2)

=4 x—4 x—4- x—4

m Exemplo 3.5 — Derivadas laterais finitas ou infinitas. A funcio f, estudada em detalhe no
Exemplo 3.2 & Exemplo 3.3, ndo € diferencidvel em xo = O apesar de ter derivada nesse ponto
(f'(0) = +o0). Porém, a igualdade

S (xo) = £ (x0)

é sempre satisfeita, para todo o xp € R. "

No préximo desafio pretende-se que consolide o aprendeu nesta subsec¢do e, em paralelo, que
reveja alguns dos conceitos estudados na subse¢@o 2.1.3 Assimptotas do capitulo 2 Limites e
Continuidade.

— Existéncia de Derivada vs. Assimptotas verticais. Para a fun¢des f e g definidas
por
1
/x+1

) =v/(x+1)?egx) =

B
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respectivamente, classifique as afirmacdes abaixo de verdadeiras (V) ou falsas (F), justificando

sucintamente:
1. f e gsdo continuas em xo = —1;
2. xop = —1 é uma assimptota vertical de g;
3. fL(=1) = —oo;
4. f'(—1) = —co.

Diferenciabilidade vs. Continuidade

— Diferenciabilidade implica continuidade. Se f é diferencidavel em x
entdo f € continua em xy.

Ideia de demonstragdo. Assumindo que f'(x) = lim Fx) = flxo)
X—X0 X — X0

€ R, segue pelas propriedades

envolvendo limites que

lim (700 = £(x0)) = f'(x0) lim (x—0)

X—rX0
= 0.
Portanto
lim f(x) = f(xo),
X—rX0
como pretendido. |

O Teorema 3.1.2 é equivalente a se afirmar que toda a funciao descontinua num
ponto nio é diferenciavel nesse ponto.

» Exemplo 3.6 — Descontinuidade implica ndo-diferenciabilidade. A funcio

_ [ arctan(x) se x#—V3
f(x)—{ —Z se x=—3

é descontinua num ponto.
Observe que temos

¢ continua
. . ——
lim f(x) = lim arctan(x)
x—=—/3 x—=—/3
= arctan(—/3)
B n
= 3
e f(—V3)=—%.
Deste modo podemos imediatamente concluir que f ndo é diferencidvel em xo = —+/3. "

— Vide Exemplo 2.12. Determine para que valores de L a funcdo f definida por

| arcsec(x) se x# -2
flx) = { L se x=-2

nao é diferenciavel em xg = —2.
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Ressalvamos ainda, com base no Exemplo 3.4 e no Exemplo 3.5, que uma funcao
pode ser continua mas nao ser diferenciavel no mesmo ponto.

Outros exemplos andlogos podem ser construidos p.e. com recurso a translacdes e transforma-
¢Oes modulares de fungdes exponenciais e logaritmo.

= Exemplo 3.7 — Continuidade ndo implica diferenciabilidade. Consideremosa € Re fe g
tais que f(x) =e e

2 2

X" —a se x<a
g(x):{ (x—a)ln(x—a) se x>a

E facil de verificar f € continua em xy = a mas nao diferencidvel em xy = a.

Esta tltima conclusdo decorre facilmente do limite notavel ilustrado no Exemplo 2.21 do
capitulo 2 Limites e Continuidade de que as derivadas laterais em xp = a existem mas nio
coincidem.

De facto, fazendo a substituicdo & = x — a, obtemos

h e h—1

f'(a) = lim el 1, fi(a)= lim

T =1
h—0- h h—0+ —(—h)

Por outro lado, a func¢do g € continua em xy = @ mas ndo diferencidvel em xy = a.
A conclusio da continuidade segue da sequéncia de igualdades

gla) = 0,
lim g(x) = lim (x*—a?)
xX—a- x—a-
= 0,
lim g(x) = lim (x—a)ln(x—a).
x—at x—a*
= 0.

Para o cdlculo do dltimo limite lateral (x — a™), podemos aplicar o Corolario 2.1.10 do
Teorema do Enquadramento — vide Teorema 2.1.9 do capitulo 2 Limites e Continuidade — com
base na desigualdade'

0< (x—a)ln(x—a) < (x—a)?, paratodoo x>a,

ou alternativamente a regra de L’ Hopital — como iremos ver mais adiante.

Para verificar que f ndo ¢ diferencidvel em xy = a, bastaria verificar, com recurso ao grafico da
funcdo x — In(x) — vide Exemplo 2.10 do capitulo 2 Limites e Continuidade — que g’(a) ndo pode
ser determinada, uma vez que o grafico de x — g’(x) exibe uma assimptota vertical de equacédo
x = a. Esta conclusio segue do cdlculo de g’ (a):

(x—a)In(x—a)

! = lim
&+ (Cl) )cicfr X—a
= lim In(x —a)
x—at

IE facil de verificar graficamente que o grafico de y = In(x) se situa sempre abaixo do gréfico de y = x2, para valores
de x > 0. Fazendo uma translagiio na horizontal de ambos os gréficos, obtemos a desigualdade In(x —a) < (x — a)?, para
todo o x > a.
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Figura 3.1: Ilustracdo grafica do Exemplo 3.7 para a = 0. A magenta encontra-se representado a
fungdo g, e a azul ciano a pardbola de equagio y = x* (apenas para valores de x > 0). E facil de
verificar, via a representagdo grdfica, que g(x) < x2, para todo o x € R. No entanto, se considerarmos
a fungiio modular x + |g(x)|, a desigualdade |g(x)| < x? apenas ¢ satisfeita para valores de x em
intervalos da forma | — e, 0] U [xg, +oo[. Na figura, xo corresponde a abcissa de (xo,yo) — a laranja
— dada intersecdo entre os graficos de y = [g(x)| e y = x> (x > 0). Adicionalmente, inclufmos o
grifico pontilhado a cinza para ilustrar a reflexdo modular de x — |g(x)| no intervalo [0, 1].

— Revisdo dos Teoremas de Bolzano e Weierstrass. Com base no gréfico ilustrado
no Exemplo 3.7 diga, justificando em qual dos intervalos abaixo:

[3.3]ou[3.1]

a equagao

x* = xIn(x)

admite uma solucdo. De seguida, justifique que a solucdo € unica.

— Teste os seus conhecimentos sobre derivadas laterais e diferenciabilidade.

Classifique as afirmacdes abaixo de verdadeiras (V) ou falsas (F), justificando sucintamente:

1. Se f’(xo) existe para xo € Dy, entdo f ¢ diferencidvel;
Se xo € Dy, entdo f ndo € diferencidvel em xo;
Se fl(x0) = —eoe f (xg) = —oo paraxy € Dy, entdo f'(xg) existe;
Se f ndo é continua em xg € Dy, entdo f' (xo) # f’ (x0);
Se x = x¢ € uma assimptota ao grafico de f, entdo f ndo € diferencidvel em xp;
Se para xg € Dy se tem ', (xo) = f’ (xo), entdo f ¢ diferencidvel em xo;
Se para xp € Dy se tem 7, (xg) = —co e f' (xg) = oo, entdo | f'(xg)| = +oo;
Se para xg € Dy se tem | f'(xg)| = +oo, entdo f' (x0) = f’ (xo) = +oo.

A

Interpretagcdo Geométrica do Conceito de Derivada
Diferenciabilidade vs. equacdo da recta tangente

Para interpretar geometricamente o conceito de derivada de uma fung@o f num ponto x(, comecemos
por observar a dicotomia entre a nocdo de diferenciabilidade de f em em xj e a equagdo da recta tangente,
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dada por
¥y = f(x0) + f'(x0) (x —xo)-

Primeiramente, observe que a nocdo de diferenciabilidade introduzida via Defini¢do 3.1.1
permite-nos obter a equivaléncia

i (L1

X—X0 X — X0

=0.

—f’(m)) _0 - lim f(x) = f(x0) — f'(x0) (x —x0)

X—X0 X — X0

Segue entdo pela unicidade do limite —vide Teorema 2.1.2 do Capitulo 2 Limites e Continui-
dade — que a recta afim
y=Yo+m(x—xo)

de declive m e ordenada na origem b = yo — mxp que satisfaz a condi¢do de limite

o 1) =y —m(x—xo)

X—X0 X — X0

=0
é precisamente a recta de equacio

y = f(x0) + f"(x0) (x — xo0).

Adicionalmente, tomando Ax = x — xp, Ay =y — yp segue para y = f(x) que a razdo incre-
A
mental Ey ¢ o declive da recta [secante] ao gréifico de f que passa pelos pontos P = (xp,yo) €

0 = (x0 + Ax,yo + Ay), pelo que néo é surpreendente afirmar que

é precisamente o declive da recta tangente ao grafico de f no ponto P = (xg, f(x0)). Assim sendo,
é fécil escrever a equacdo dessa recta sabendo que tem declive m = f’(xo) e passa pelo ponto de
tangéncia P = (xo, f(xo))-

— Notagdo de Leibniz para derivada. E também comum adoptar a notagdo de
Leibniz
dy . Ay
= — lim =2
dx Aigo Ax

A
para descrever f’(x) como o limite infinitesimal (Ax — 0) da razdo incremental Ey

Derivadas infinitas vs. assimptotas verticais

Note que a equacdo da recta tangente ao gréfico de f em (xg, f(xo)) é, por construgdo, uma
recta nao-vertical. No caso em que as derivadas laterais de f sdo infinitas em x( entfo a recta
tangente € vertical e tem equagdo x = xo. Esta corresponde essencialmente a uma assimptota
vertical ao grifico da funcio derivada x — f(x).
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)
0.0

Figura 3.2: Tlustracdo grafica do Exemplo 3.2. A azul encontra-se representado o grafico a funcio f

1
' . 3 Va2
a recta vertical x = 0 (eixo Oy).
E fcil de verificar graficamente que f’ (0) = 4o — declive da recta tangente em xy = 0 — decorre
do facto do limite da fun¢do f’ em xo = O ser igual a +oo.

definida por f(x) = /x, a magenta o grafico da func¢do f’ definida por f'(x) = e a tracejado

()

Figura 3.3: Tlustragdo grafica do Exemplo 3.3. A azul encontra-se representado o grafico a funcio
f definida por f(x) = /x, a magenta o grifico a equac@o da recta tangente ao gréfico de f no ponto
(1,1).

O facto grafico da recta tangente supramencionada ser ndo vertical decorre do facto de f'(1) = % #0.
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(0, 1)

(1,0)

02 04 06 08 12 14 16 18 2 22

—02

-04

—06

Figura 3.4: Ilustracdo grafica do Exemplo 3.8. A magenta encontra-se tragado o graficode f, e a
roxo as rectas tangentes ao grafico de f nos pontos (1,0),(0,1) e (—1,0).

E facil de verificar graficamente que f ndo é diferencidvel em x = 41, atendendo a que as rectas
tangentes nos pontos da forma (£1,0) séo verticais.

m Exemplo 3.8 — Rectas tangentes horizontais e verticais. Consideremos a funcio f definida
por f(x) =v1—x2.

Com base no gréfico de f, podemos verificar facilmente que a recta horizontal y = 1 € tangente
ao gréfico de f no ponto (0, 1).

De facto, a sequéncia de igualdades

= lim —(Ax)”
850 Ax(/T— (Ax2 1 1)
Ax
= lim

a0 /T — (Ax)? + 1

=3 SN e)

permite-nos concluir que a recta tangente ao gréfico de f no ponto (0, 1) tem declive m = 0.
Adicionalmente, temos que nio é diferencidvel em x = 41, dado que?

. - (A2 1
Fel=) = lim = a0+ | TAx] +

2No cilculo dos limites, usimos as igualdades |Ax| = Ax (Ax > 0), |Ax| = —Ax (Ax < 0) & |Ax| = /(Ax)2.
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e
1 — (Ax)? 1
"1)= lim Y———"" = lim —/— —1=—o
)= i aim A
Para o caso desta fung@o podemos verificar que x = %1 sdo assimptotas verticais ao grafico de
x+— f'(x), de declive f/(—1) = +oo e f/(1) = —oo, uma vez que xp = +1 séo pontos extremos do
dominio Dy = [—1, 1] (intervalo fechado) — vide Defini¢o 3.1.4. .

— Teste os seus conhecimentos sobre interpretacdo geométrica do conceito
de derivada.
Classifique as afirmagdes abaixo de verdadeiras (V) ou falsas (F), justificando sucintamente:
1. y= f(x0)+ f'(x0)(x — x0) é a equagdo da recta tangente ao grafico de f, desde que f’(xp)
exista;
2. y=mx+b € a equagio da recta tangente ao grafico de f, entdo f € diferencidvel em xo € Dy;
y = mx+ b é a equacdo da recta tangente ao grafico de f em (xo,yp), entdo b = yo;
4. Se f nao € continua em xo € Dy, entdo o grifico de f no ponto (xp,yo) ndo admite recta
tangente;
5. Se f é continua em xo € Dy, entdo o grifico de f no ponto (xo,yo) ndo admite recta tangente;
6. Se x = xo € uma assimptota ao grafico de f, entdo entdo o gréifico de f no ponto (xg,yo) ndo
admite recta tangente;
7. Se Dy = [a,b], entdo f (a) é o declive da recta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a));
8. Se f ¢é diferencidvel em xo = b e Dy = [a,b], entdo f’ (b) é o declive da recta tangente ao
gréfico de f no ponto (b, f(b)).

»

Derivadas de funcoes elementares

Definicdo 3.2.1 — Funcdo Derivada de ordem 1. Sejam f uma fun¢io de dominio Dy e
A C Dy. Diz-se que f € diferencidvel em A se tem derivada finita em todos os pontos de A.
Definimos a fung@o primeira derivada através de x — y = f’(x),onde A = {x € Dy : f'(x) e R}.

E evidente que:

* A derivada da funcio constante, x — f(x) = ¢, ¢ € R é a fun¢do nula dada
por f'(x) = 0.

* A derivada da funcao identidade, x — i(x) = x, ¢ a funcdo constante dada por
/(x)=x'=1.

Usando a Defini¢do obtemos respectivamente

ey — pen 7€ s Y
o) = fim S = fim0 =0

. Ax )
————=1lm —=1lml1=1
Ax—0 Ax A—0 Ax  Ax—0

para todo x € R, logo ambas as fungdes sao diferencidveis em R.

— Diferenciabilidade vs. fun¢gdo derivada. Sempre que nos referimos a diferen-
ciabilidade de f em xp, iremos recorrer as notacoes

(o) 1= lim £ =S (0)

X—X0 X — X0
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ou

No caso de pretendermos definir a fungio derivada x — f(x), iremos recorrer A notagdo

f’(x) -— lim f(x+Ax) _f(x)

Ax—0 Ax

. ~ . . . - . A
sempre que pretendemos definir a funcdo derivada via o limite da razao incremental Ey sendo

Ay = fx+Ax) = f(x).

Este tipo de nomenclatura para a notagdo de derivada é muito util para obter, em particular,
modelagdes matemadticas envolvendo quantidades econdmicas como sio o custo marginal e a funcéo
de elastiscidade, como iremos abordar mais a frente na se¢ao 3.8 Aplicacoes: Taxas de Variacao
em Economia.

Operacoes envolvendo derivadas

— Linearidade da derivada. Se f e g sdo diferencidveis em x, entdo:
i) Derivada da Soma: a funcio f + g € diferencidvel em x e

[f(x) +g@)]" = f'(x) +&'(x)

ii) Derivada do produto duma constante por uma funcio: se k € R é uma constante entdo
a funcdo produto kf é diferencidvel em x e

[kf (X)) = kf'(x).

= Exemplo 3.9 Consideremos a fungdo afim f, x — f(x) = mx+b, com m € R e b € R constantes.
Vejamos que é uma funcdo diferencidvel em R e

f'(x) = (mx+b) = (mx) +(b) =mx' +0=m
para todo x € R. "

— Regras de derivagdo. Sejam f e g duas funcdes diferenciaveis em x. Entéo:
i) Derivada do Produto: a funcio fg € diferencidvel em x e

[f@)g@)]) = f(x)g(x) + f(x)g'(x)

ii) Derivada do Quociente: se g(x) # 0, a fungdo f/g € diferenciavel em x e

(f(x)>’ _ f'(x)g(x) = f(x)g' (x)
g(x) g*(x)

Em particular, da alinea ii) do Teorema 3.2.2 segue que a derivada da fungéo reciproca

de g é dada por / /
(st9) =509
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» Exemplo 3.10 — Derivada da fun¢do poténcia. Sejam € Z e m # 0. Consideremos a fun¢io
poténcia de expoente inteiro definida por g, (x) = x™.
Se m > 1, segue entdo pela sequéncia de igualdades obtidas a partir do binémio de Newton:

x+m)" =Y ("f)xmfhf
=0 \J

C e f (e
A

|
= w22 e e

21(m—2)!
que (x™) = mx™"!, dado que
W) — !
lim FHh)" 2" = lim [ m™ '+ M 2 + . A mh" xR
h—0 h h—0 21(m—2)!
= mx" L
No caso de m < 0, tem-se que m = —n, para algum n € N. Usando a regra da derivada da

funcgdo reciproca — vide alinea ii) do Teorema 3.2.2 — vem

para x # 0. "

!
— Falha na regra de derivacao (g) . A fun¢do

X
1+ x|

ja abordada no Exemplo 1.44 do Capitulo 1 Funcdes Elementares e Graficos pode ser expressa
como quociente entre fungdes, sendo que a fun¢do em denominador (x — 1+ |x|) ndo é diferencidvel
em xg = 0. Sendo assim:
1. Averigue se esta é diferencidvel em todos os pontos do seu dominio e, em caso afirmativo,
calcule a sua derivada. )
2. Diga, justificando, o que pode concluir sobre a regra (g) no caso de pelo menos menos

uma das fungdes ser diferencidvel.

Derivadas da fungdo composta e da funcdo inversa
Derivada da funcdo composta

— Derivada da Fungcdo Composta. Se g € diferencidvel em x € D, e g €
diferencidvel em g(x) € Dy entdo f og € diferencidvel em x e

(fog)'(x)=f(s(x)&'(x)

Derivada da funcdo inversa

Antes de introduzirmos a derivada da fun¢do inversa, consideremos o seguinte problema geométrico,
analogo ao estudado no Exemplo 1.3 do capitulo 1 Fun¢oes Elementares e Graficos.
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= Exemplo 3.11 — Tangente & circunferéncia. Para a circunferéncia de equacio x> 4y> = 1
— vide Exemplo 1.9 do capitulo 1 Func¢oes Elementares e Graficos — é possivel verificar que as
curvas de equagdes y = v 1 —x2 (y > 0) e y = —v/1 — x* definem graficos de fungdes.

Por outro lado, assumindo que y = f(x) na equacdo da circunferéncia — estamos apenas a
assumir que é possivel definir y como func¢éo de x — obtemos

CHfx)?=1 = P+fx)>)' =0
— 2+2f'(x)f(x) =0.

d
Desta iltima equagdo segue que f'(x) = d—y éigual a
X

d
£:_§7 para y:f('x)7
desde que y # 0.

Em particular, podemos concluir que para x = +1 néo € possivel determinar f'(—1) e f'(1)
para ambas as funcdes, indo ao encontro do que ja tinha sido verificado no Exemplo 3.8 via limites
laterais.

Em concreto, para y = f(x), é possivel concluir, com base no cdlculo dos limites laterais

lim <—x>
x—at f x)

(
re =t (755

que f% (—1) e f/ (1) ddo infinito. Daqui se retira que

3

fi(a)

x=—1 e x=1

definem assimpotas verticais aos graficos de ambas as funcdes. "

— Derivada da Funcdo Inversa. Suponha que f : D — D' tem inversa, i.e.,

y=f"'x) =x=f0)

para todo x € D’ e para todo y € D.
Se f é diferencidvel em y e f'(y) # 0, entdo f~! & diferencidvel em x e

1

-1 () —
V=7

Demonstracdo usando o Teorema 3.2.3. Note-se que a fungio g = f~! estd nas condicdes do
Teorema 3.2.3.
Logo,
(fof @)=, @)

Por outro lado, substituindo g = f~! no item (ii) da Definicio 1.4.5 — vide subsecio 1.4.5 do
Capitulo 1 Funcoes Elementares e Grafico— segue que

—1
(fof)x) =x.
3Note que embora niio seja possivel calcular f'(—1) e f/(1) com base na férmula f(x) = — ﬁ, é possivel determinar

fr(=1)efL(=1)
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Desta dltima igualdade, retiramos que a equacao anterior é equivalente a

(fof @ =10 ().
Finalmente, da hipétese f'(y) # 0 conclui-se que
1
f_l ' X) - — )
V= 7w
como pretendido. |
Em alternativa, apresentamos outra prova.

Demonstracdo usando a notacdo de Leibniz. Suponhamos, com base na equivaléncia

y=f1x) = a= 1)

que
dx _ o A
dy  mS0Ay
define f'(y) — derivada de f em funcéo da varidvel y.
Para mostrarmos que (f~!) (x) = % existe, observe, com base no Teorema 3.1.2, que y — f(y)
¢ uma funcdo continua em D’.
Em particular, para Ax := f(y+Ay) — f(y), obtemos

li Ay) = <~ lim Ax=0
Aim fo+8y) = f(y) Aim,
Desta dltima equivaléncia segue que
dy . Ay
27— lim =
dx A0 Ax
pode ser reescrito como

@ 1

dx .
lim —
Ay—0 Ay

Finalmente, com base nas propriedades dos limites enunciadas no Teorema 2.1.8 do capitulo
2 Limites e Continuidade, concluimos que

dy 1
&5
dy
desde que f'(y) = Z—’y‘ #0. [

A dltima demonstracdo do Teorema 3.2.4 permite-nos facilmente concluir para o
caso da representagio da equagdo x = /1 — y2 no primeiro quadrante de xOy, com

excepgdo do ponto (1,0) que
dx 'y dy x

_ = — =
dy X dx y

Portanto, para y = v/1 — x% obtemos que

é a derivada da fungio f~!(x) = V1 —x2, para0 < x < 1.
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= Exemplo 3.12 — Fungdo cibica do Exemplo 1.45. A fungio ctibica x + p3(x) = x> 427
admite inversa pois é monétona crescente. E ficil de averiguar que

y=27x+81

nos dd a equacdo da recta tangente ao grafico de p3 no ponto (—3,0).
Adicionalmente, aplicando apenas o Teorema 3.2.4, podemos verificar que o declive da recta
tangente do gréfico de (p3)~! em (0, —3) é dado pela sequéncia de igualdades

1 1
—1y/
0)= =—.
Portanto, y = —3 + 2—17x dé-nos a equacdo da recta tangente ao gréfico de (p3)~! em (0,—3). u

Na prética, recorremos ao seguinte resultado para determinar a equacdo da recta tangente ao
grifico de 1.

Coroldrio 3.2.5 — Equagdo da recta tangente ao grdfico de f~!. Seja (xo,yo) um ponto
do gréfico de f, e f uma fungdo invertivel e diferencidvel que satisfaz a condi¢do f’(xg) # 0.

Entao
+71 (x )
:x —
YT "(x0) Y0

déd-nos a equagio da recta tangente ao grafico de f~! no ponto (yg,xo).

J4 tinhamos visto na subse¢do 1.4.5 do capitulo 1 Fun¢des Elementares e Gréficos
que se (xo,y0) é ponto do grifico de f:

(x0,.f(x0)) = (x0,Y0)

e f é invertivel, entiio (yg,Xo) é um ponto do grafico de f~!:
(vo,.f " (%0)) = (0, X0)-

Com o Corolério 1.4.5 acrescentdmos que podemos calcular a recta tangente ao
grifico de f~!, a partir da equacdo da recta tangente ao grifico de f —i.e. sem precisar
de calcular £~

Adicionalmente, usando o que se aprendeu na subseccdo 1.1.2 Rectas: equacoes de rectas do
capitulo 1 Funcdes Elementares e Graficos € ainda possivel determinar a recta normal ao grafico
da func@o f, e relacionar com a derivada da fungdo inversa.
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Figura 3.5: Tlustragdo do Corolario 3.2.5 & Corolario 3.2.6. Na figura encontra-se representado
o grifico da fungdo f definida por f(x) = x> +2 (a magenta) e da sua inversa (a azul), obtida por
reflexdo do grafico de f relativamente ao gréfico.

E ficil de verificar que o Coroldrio 3.2.5 permite-nos, de facto, determinar a equacio da recta
tangente ao grafico de f~!em (1,—1):

(i) A partir da equagao da recta tangente ao gréfico de f;

(ii) sem conhecer a expressio analitica da funcdo f~'.

Esta representagdo gréfica ilustra também a possibilidade de determinar o declive equagdo do
gréfico tangente a f em (xo,yp) a partir do equagdo da recta normal ao grafico de f em (xq,yo) —
ilustrado com tracejado a roxo — e vice-versa.

Coroldrio 3.2.6 — Equacdo da recta normal ao grdfico de f. Seja (xp,yp) um ponto do
grificode f, e
y=mx+b

a equacio da recta tangente ao grafico de f no ponto (xg,yp), com m # 0. Entdo:
* A equacdo da recta normal ao gréfico de f no ponto (xo,yo) é dada por

1
y—Yo= —%(x—xo)-

* (71 (y0) = L é o declive da recta tangente ao grafico de f~! no ponto (yo,xo).

= Exemplo 3.13 — Interpretacdo geométrica dos conceitos de recta normal e tangente.
No Exemplo 1.3 do capitulo 1 Funcdes Elementares e Graficos verificimos que a recta, de
equagdo —3x +4y = 22, é tangente ao grafico da circunferéncia definida implicitamente por

(x—1)24+y*=25

em (xo,y0) = (=2,4).

Assim, sendo f(x) = /25— (x— 1)? a expressio analitica da fun¢io f que define a semicir-
cunferéncia situada acima do eixo Ox, e (xp,y0) = (—2,4) um ponto do grifico de f, podemos
concluir que com recurso ao Corolario 3.2.6 o seguinte:
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o y=4-— %()H— 2) <= 4x+ 3y =4 é a equagdo da recta normal ao grafico de f em (xo,yo) =

(—2,4), dado que m = 3 é o declive da recta tangente de f em (xo,yo) = (—2,4);

e y=-2+ %(x —4) <= —4x+ 3y = —22 é a equagio da recta tangente ao grifico de f~! no

ponto (yo,xo) = (4,—2).

— Equacdes das rectas tangente e normal. Determine a equacdo das rectas

tangente e normal a circunferéncia x*> +y*> = 1 em pontos da forma

(x0,y0) = (cos(0),sin(0)) (w < 6 <2m).

No caso de f ser implicitamente definida a partir da equagdo da circunferéncia, dada acima, o
que podemos concluir sobre (f~!)/(sin(8))?

— Teste os seus conhecimentos sobre derivacdo da funcdo inversa.

Classifique as afirmacdes abaixo de verdadeiras (V) ou falsas (F), justificando sucintamente:

1.
2.

Se (x0,y0) é um ponto do grafico de f e f'(xo) existe, entdo (f~')(yo) também existe;
Se (xo,y0) é um ponto do grifico de f e f é diferencidvel em xo, entdo f~! ¢ diferencidvel
€m yo,

. Se (xo,y0) é um ponto do grifico de f e f é diferencidvel em xo, entdo (') (yo) também

existe;

Se (x0,y0) é um ponto do gréfico de f e f~! é diferencidvel em yy, entido m = — (=) (yo) é
o declive da recta normal ao grafico de f no ponto (xo,yo);

Se y = yp é a equacdo da recta tangente de f em (xo,yo), entdo (f~!)’(yo) ndo existe yo;

Se y = yo é a equagiio da recta tangente de f em (xo,yo), entdo f~! ndo é diferencidvel em
Yos

Se para um ponto (xo,yo) do grafico de f se tem £/, (xo) = f’ (xo), entdo f~! € diferencidvel
em yo;

Se x = xo é a recta normal ao grifico de f em (xo,yo), entdo (f ') (vo) = 0, desde que a
derivada (f~!)’ exista.

Derivadas de poténcias

» Exemplo 3.14 — Fun¢do Radical. Sejan € Nen # 1. Consideremos a fungao radical de indice
n definida por g,(x) = x'/"* = /x.
Reparemos que se n é impar entdo D = D' = R, mas se n é par entdo D = D' = [0, 4oo[. Em ambos

0s casos, g, € injectiva, logo tem inversa. A sua inversa, (g,)”~

! verifica

y=vx<=x=y"

para todo x € D e para todo y € D'. Aplicando o teorema vem

1 1
o et

desde que x # 0. De seguida, mostramos que g, ndo € diferencidvel em xy = 0. De facto, pela
defini¢dao obtemos

ll(Ax_O
(g2),(0)= lim ———— = lim

_—— oo 5 n ! 0 —= —00,
A0+ hAX A0+ Axl—1/n + (82)-(0)

Assim, concluimos que g, é diferencidvel em R — {0}. .
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= Exemplo 3.15 — Funcdo Poténcia. Sejan,m € N tal que mdc(m,n) =1 e n # 1. Consideremos
a fungdo poténcia de expoente racional definida por &, ,(x) = xm/n,

Observe que /1, , pode ser escrita na forma de fungio composta. Tomando f;, (x) = X" e g, (x) = x'/"
temos

hm,n(x) = (fm Ogn)(x)

Usando o Teorema 3.2.3 obtemos

1
h;n,n(x) — m(xl/n)mflﬁxl/nfl

ﬂx(m—1)/n+1/n—1
n

— M om/n-
n

Derivadas de fungcoes exponenciais e logaritmicas

— Derivadas de funcdes exponenciais. A fungio exponencial de base a,
a>0ea# 1, definida por f(x) = a* é diferencidvel em R e

(@) = (Ina)a".

Demonstragdo usando limite notdvel do Exemplo 2.21. Consideremos x — y = ¢* para todo x € R.
Comecemos por determinar a sua derivada pela defini¢do

A _ o

xX\/ — 1
() = fim =
~um (e —1)

Ax—0 h

Ax
X 1: e —1 X
= ¢ lim =e
Ax—0  Ax

Usando o Teorema 3.2.3 vem
(ax)/ — (exlna)/ _ (xlna)lexlna _ (lna)ax
[ |

Para as funcdes hiperbdlicas introduzidas na subsecdo 1.5.5 Funcoes Hiperbdlicas
do capitulo 1 Funcgoes Elementares e Graficos satisfazem as seguintes regras de derivagao:

(sinhx)’ =coshx ; (coshx) = sinhx.

De seguida use as regras de deriva¢do acima deduzidas para calcular a derivada das fungdes

sinh(x) sech(x) = coslll(x) '

tanh(x) = cosh(x)

usando a ’derivada do quociente’ — vide Teorema 3.2.2.
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— Derivadas de fungodes logaritmicas. A fung¢io logaritmica de base a, a > 0
e a # 1, definida por log,, |x| é diferencidvel em R — {0} e

(1og, ) = (oo

Demonstracdo. Por definicdo, temos
y=lhx<x=¢

para todo x > 0 e y € R. Recorrendo ao Teorema 3.2.4 vem

1 1
I __ _
(lnx) = elnx = ;

para x > 0. Utilizando a férmula de mudanca de base

1 1
log, x = Bl <) Inx

Ina  \Ina
obtemos | |
1 "= — ) (Inx) = .
(log,) <1na> (In) (Ina)x
para x > 0. A demonstracdo para x < 0 deixamos a cargo do leitor. |

— Derivada da funcdo exponencial-poténcia. Se f e g sdo diferencidveis
em x e f(x) > 0 entdo a fungdo exponencial-poténcia, x — h(x) = [f(x)]$"), é diferencidvel em
xe

1 (x) = [¢/(0) £ () In (£(x)) +g(x) £ ()] [F(x)]ED!
Com efeito, consideremos
In (h(x)) = g(x)In (f(x))
Derivando membro a membro vem

) = I () + 60

ou seja, substituindo (x) temos

/ _ (O In ( Flx g(x)f’(x)
H(x) = |g(x)In(f( )>+7f(x)

= [g/(x)f(x) In(f(x)) +g(X)f/(x)] [f(x)]g(x)—l

h(x)

A regra de derivacdo acima diz-nos essencialmente que, escrevendo a func¢io expo-
nencial poténcia f(x)$%) na forma

Fx)8W = "™ com  u(x) = g(x)In(f(x))

entao

(P = (0 ().
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/

(
h(x)

— Derivada logaritmica. A derivada

associada a logaritmizacao da fungdo
poténcia:

h(x) = [0 T — () In(f(x)

designamos por derivada logaritmica. O nome desta derivada advém da regra de derivacdo

(nfhta)) =5 2.

Vx2—16

— Aplicabilidade da derivada logaritmica. Calcule a a derivada de — 1
X

usando as seguintes regras de derivacgao:
1. Via ’derivada do quociente’;
2. Via derivada logaritmica.
Em qual dos processos o cdlculo de derivacdo lhe pareceu mais eficiente?

Derivadas de funcoes trigonomeétricas e trigonométricas inversas

As derivadas das fung¢des trigonométricas seno e cosseno podem ser deduzidas via a defini¢do de
derivada, combinando o limite notdvel do Exemplo 2.20 do Capitulo 2 Limites e Continuidade:

lim sin(Ax)
A—0  Ax

=1

com as regras de adicao/subtracio:
sin(x+Ax) = sin(x)cos(Ax)+ cos(x) sin(Ax)
cos(x+Ax) = cos(x)cos(Ax) — sin(x) sin(Ax).

A técnica de demonstracgio € andloga a técnica de célculo de limite utilizada no Exemplo 2.22
do Capitulo 2 Limites e Continuidade.

Para as restantes funcdes trigonométricas, poderemos aplicar directamente a regra de derivgdo
da fun¢do quociente — vide Teorema 3.2.2.

Coroldrio 3.2.10 — Derivadas de Funcdes Trigonométricas.
A funcdo seno é diferencidvel em R e

(sinx)" = cosx.
* A funcido cosseno é diferencidvel em R e
(cosx) = —sinx.
* A fungdo tangente é diferencidvel em R — {mw/2 +km,k € Z} e
(tanx)’ = sec?x.
* A funcdo cotangente € diferencidvel em R — {kmw,k € Z} e
(cotgx)’ = —cosec” x.

* A fungdo secante é diferencidvel em R — {7 /2 +km,k € Z} e

(secx)’ = secxtanx.
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* A fungéo cossecante é diferencidvel em R — {km,k € Z} e

(cosecx) = —cosecxcotgx.

Por seu turno, as derivadas das fungdes trigonométricas inversas, decorrem naturalmente da
combinacio do Teorema 3.2.4 e das formulas de trigonometria

sin*(0) +cos*(8) =1 e tan*(0)+1=sec*(H).

Coroldrio 3.2.11 — Derivadas das Fun¢des Trigonométricas Inversas.
A fung@o arco seno é diferencidvel em | — 1,1[ e

1
V-2

* A fungdo arco cosseno ¢ diferencidvel em | —1,1[ e

(arcsinx)’ =

1
NI

* A funcio arco tangente é diferencidvel em R e

(arccosx) = —

1
(arctanx) = e todox € R.
x

Derivada da funcdo arco seno. A fung@o arco seno satisfaz
y = arcsinx <= x = siny

parax € [—1,1]ey € [-%,%]. Aplicando o teorema da derivada da fun¢do inversa vem

1

. /
arcsinx) = ————
( %) cos (arcsinx)

desde que arcsinx # —7 e arcsinx # 7. Tendo em conta o exercicio proposto 14 segue que

cos (arcsinx) = /1 —x2

Logo,
1

vV1—x2

(arcsinx)’ =

desdeque x # —lex# 1.

Derivada da fungdo arco cosseno. A fungdo arco cosseno satisfaz
Yy = arccosx <—- x = cosy

parax € [—1,1] ey € [0, 7]. Pelo teorema da derivada da func@o inversa segue que

1

/
arccosx) = —————
( ¥ = sin (arccosx)
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desde que arccosx # 0 and arccosx # 7. Simplificando a fun¢do composta obtemos

sin (arccosx) = /1 —x?
Assim,
1

(arccosx) = —
1—x

2

desdeque x # —1l e x # 1.

Derivada da fungdo arco tangente. A fungdo arco tangente satisfaz
y = arctanx <> x = tany

paraxcReye } -5.5 [ Recorrendo ao teorema da derivada da funcdo inversa vem

1

arctanx) = ————
( %) sec? (arctanx)

Atendendo a que
sec’ (arctanx) = 1 + tan? (arctanx) = 1 4 x*

obtemos
, 1

142
para todo x € R. |

(arctanx)
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Tabela de derivadas
A tabela de derivadas ilustrada abaixo pode ser facilmente deduzida via a regra de derivacdo da

funcdo composta — vide Teorema 3.2.3. Em alguns dos casos, foi combinado a derivac¢do da funcio
composta com a da fung¢éo inversa — vide Teorema 3.2.4.

Tabela 3.1: Regras de Derivacido Generalizadas

f(x) f'(x)
[u(x)]P p[u();)]"(l u)’(X)
10ga| M(X) | Ina M(X)
au(x) I/t/( u(x ) Ina
sinh (u(x)) u' (x) cosh (u(x))
cosh (u(x)) u(x) sinh (u(x))
sin (u(x)) u'(x) cos (u(x))
cos (u(x)) —u' (x) sin (u(x))
tg (u(x)) ' (x) sec” (u(x))
cotg (u(x)) —u/ (x)cosec? (u(x))
sec (u(x)) u' (x) sec (u(x)) tg (u(x))
cosec (u(x)) | —u'(x)cosec (7((33)) cotg (u(x))
arcsin (u(x)) : —/uz 6
arccos (u(x)) - lu_();l o
W' (x)
arctg (u(x)) 1120

Funcoes regulares

Teoremas de Rolle e Lagrange
Definicdo 3.3.1 — Funcdo regular num intervalo fechado. Diz-se que f é regular em [a, b]

se
(i) f é continua em |a,b];
(i) f é diferencidvel pelo menos em |a, b].

— Teorema de Rolle. Seja f uma fungdo regular em [a,b]. Se f(a) = f(b),

entdo existe pelo menos um xy €]a, b| tal que f’(xo) = 0.

Nas condi¢des do teorema de Rolle, a recta 7 tangente ao gréfico de f no ponto 7' = (xo, f(x9))
¢ horizontal.
— Teorema de Lagrange. Se f é uma fungéo regular em [a, b], entdo existe
pelo menos um xy €|a, b tal que

oy = LO=S@)

%f(“) representa o declive da recta s, secante ao grifico que passa

Recordemos que m; =
pelos pontos P = (a, f(a)) e @ = (b, f(b)). Em conseguéncia da regularidade da fung¢do é possivel
tracar a recta t, tangente ao grafico de f em qualquer ponto de abcissa xo, T = (xo, f(x0)), sendo
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o seu declive dado por m; = f’(xp). O teorema garante a existéncia dum ponto 7, para o qual as
rectas s e t sdo paralelas, ou seja, os seus declives m| e m; coincidem, i.e, m; = m;.

Diga, justificando, se posso aplicar o Teorema 3.3.2 2 fungo x — v/x2 nos intervalos
1 11
03] e [-3:3] _
Os préximos dois resultados serdo aplicados recorrentemente no capitulo 4 Primitivacao
quando realizarmos o calculo de primitivas.

Coroldrio 3.3.3 — Derivada da funcdo constante. Seja f uma fungéo regular em [a,b]. Se
f'(x) = 0 para todo x €]a, b], entdo f é constante em [a, b].

Coroldrio 3.3.4 — Derivadas vs Primitivas. Sejam f e g funcdes regulares em [a,b]. Se
f'(x) = g’(x) para todo x €]a, b, entdo f — g é constante em [a, b].
= Exemplo 3.16 — Rela¢do entre arco seno e arco cosseno. Sabemos que
(arcsinx)’ = (—arccosx)’
para todo o x €] — 1, 1[. Pelo coroldrio anterior, / definida por
h(x) = arcsinx + arccos x

é constante em [—1, 1]. Calculando, por exemplo, 1(0) = 7, concluimos que
. T
arcsiny = - —arccosx
paratodoox € [—1,1]. .

Coroldrio 3.3.5 Sejam f e g fungdes regulares em [a,b]. Se existem os limites lim fl(x)e
xX—a

lim, ;- f’(x), entdo

fila)=lim f'(x) : f.(b)= lim f'(x)

x—at x—b~

Funcoes monétonas

— Relacdo entre o sinal da 14 derivada e a monotonia da fungéo. Seja f
uma fungdo regular em [a, b).
i) Se f'(x) > 0em |a,b[ entdo f € estritamente crescente em [a, b)].
ii) Se f'(x) <0em ]a,b| entdo f € estritamente decrescente em [a, b].

Demonstragdo. Sejam x| € [a,b] e x € [a,D] tais que x; < xa, arbitrdrios. Pelo teorema de La-
grange, existe pelo menos um xo €]x;,x;[ tal que

f2) = fx1) = f'(x0) (x2 = x1).

Por hipétese, se f'(xo) > 0, entdo f(x2) > f(x1), ou seja, f € estritamente crescente em [a, b]. Caso
contrdrio, se f'(xo) <0, entdo f(x2) < f(x1), ou seja, f € estritamente decrescente em [a,b]. W

— Monotonia de fun¢des exponenciais e logaritmicas. Verifique que as fungdes,
tais que f(x) =a* e g(x) =log,x paraa > 0 e a # 1, sdo estritamente mondtonas.
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= Exemplo 3.17 — Monotonia de Fun¢des Trigonomeétricas Inversas.
* A fungéo arco seno, x — f(x) = arcsinx, é estritamente crescente em [—1, 1] pois

1
V1—x2

paratodox €] —1,1[e f(—1) = f. (1) =+
* A fungdo arco cosseno, x — g(x) = arccosx, € estritamente decrescente em [—1, 1] pois

>0

flx) =

paratodox €] —1,1[e g (—1)=¢g" (1) =
* A fungdo arco tangente, x — h(x) = arctanx, € estritamente crescente em R e
B (x) = ! >0
142

para todo x € R.

Aproximacdo linear e diferencial de uma funcdo

Diferenciabilidade vs aproximag¢do linear

Definicdo 3.3.2 — Aproximacgdo linear de uma fung¢do regular. Sejam f uma fungio
regular em / =]xo — 0,x0+ 0], em que 6 > 0e I C Dy. Diz-se que a fungdo L definida por

L(x) = f(x0) + f'(x0) (x — xo),
para todo x € I, é a aproximacao linear de f em xo.

Geometricamente, o grifico de y = L(x) corresponde a equacdo da recta tangente ao gréfico de
f no ponto P = (x, f(xo)), discutida ao longo da subsecdo 3.1.4 Interpretacio geométrica do
conceito de derivada.

Denotando por E(x) = f(x) — L(x) o erro de aproximacao linear, segue pela condigdo de
diferenciabilidade deduzida também na sec¢@o supramencionada:

“E()
i (L2169 ) 0 oy 1y FO—TI=FC)
X—Xo X — X0 X=X X —X0

que toda a fungdo regular f em |xo — &,x0 + O[ pode ser representada na forma

f(x)=L(x)+E(x), com lim Ex) =0.
X—=X0 X — X(

Diferencial de uma funcdo

Definicdo 3.3.3 Suponhamos que f, tal que y = f(x), é diferencidvel em x( e o acréscimo de x,
Ax, € suficientemente pequeno. O diferencial de f em xq relativamente a Ax é definido por

dy = f'(xo)Ax

O diferencial é a medida da variagdo da direc¢@o da tangente quando x sofre um acréscimo desde
Xp até x = xo + Ax.
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— Diferencial de y = f(x). O diferencial de uma fun¢do f tal que y = f(x) é
denotado por
dy = f'(x)dx.
Desta forma, o quociente % = f’(x) pode ser realmente interpretado como uma derivada, como
ja tinhamos mencionado anteriormente ao introduzir a Notacao 3.1 e a Notacao 3.2.

Essencialmente, para definirmos dy em xg, estamos a assumir que o diferencial de
y = f(x) =x em xo — dx = Ax — dd-nos a variagdo de x no eixo das abscissas.

» Exemplo 3.18 — Diferencial da fun¢cdo poténcia. A semelhanca do Exemplo 3.10, o
desenvolvimento em binémio de Newton

(x—i—Ax)’":g ( ’; )wf(m)f

permite-nos obter a seguinte sequéncia de igualdades:
n
ragr—r = 3 ()i
Jj=1

= mx™ 1 Ax +
——
diferencial dy=f'(x)Ax
m!

m—2 2 m! 2 m—2 m—1
AN P(Ax Ax)y™ .
oyt A Ty (AT T A m AT

erro de aproximacao linear

Desta ultima férmula podemos retirar que:
s Para f(x) = x™, tem-se dy = mx" " 'dx (Ax — dx);
o (x+Ax)" = X"+ mx™ A,

— Regra de Aproximacdo Incremental de / em torno de x;. Suponhamos
que f é diferenciavel em xg e o acréscimo de x, Ax, é suficientemente pequeno. Entao

f(xo+Ax) = f(x0) + f'(x0) Ax
Note-se que esta regra resulta de

Ay = dy <= f(x0+ Ax) — f(x0) = f'(x0)Ax

Podemos dizer agora que aproximacao linear de uma funcéo consiste em aproximar
Af(xo) (variagdo de f em xp) pela diferencial de f em xo (df(xo) = f(x0)Ax).

Exemplos de Aproximacdo Linear

= Exemplo 3.19 — vide também Exemplo 2.21 do capitulo 2 Limites e Continuidade. Seja
f definida por f(x) = ¢ — 1. A equagdo da recta tangente ao grafico de f em P = (0,0) é y = x,
logo L(x) = x.

Na tabela indicada no exemplo encontra-se representado o cdlculo do valor aproximado de f,
usando aproximacio linear, para diferentes valores de Ax.
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Tabela 3.2: Valores Numéricos
X0+ Ax Ay ‘ L(xp + Ax) ‘ Ay — L(xp + Ax) ‘

1.3 2.6693 1.3 1.3693
1 1.71828 1 0.71828
0.4 0.491825 0.4 0.091825
0.1 0.105171 0.1 0.005171
0.01 | 0.0100502 0.01 0.0000502
0.001 | 0.0010005 0.001 0.0000005

7 e
A g!'h

Figura 3.6: Ilustragdo grafica do Exemplo 3.19 para xo = 0 ¢ Ax = 0.4. A magenta encontra-se
representado o gréfico da fungdo f definida por f(x) = ¢* — 1, e a azul ciano a recta tangente
ao grafico em (xg,y0) = (0,0) — y = x. A tracejado foi representado a recta secante, de declive
m= %, com Ax = 0.4 e Ay = £(0.4) — £(0). Sendo f'(0) =1 o declive da recta tangente em
(x0,y0) = (0,0), tem-se que o diferencial de f em xo =0 — dy = f’(xp)Ax — corresponde 2 altura do
tridngulo rectangulo formado pelos vértices A, C e D da figura (linha a pontilhado a azul ciano que
une os vértices C e D). Por seu turno, f(xo+ Ax) — L(xp) = Ay — dy — erro de aproximagcao linear —
pode ser medido via o comprimento do segmento de recta que une os vértices B e C da figura.
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-2

Figura 3.7: Tlustragéo grafica do Exemplo 3.20 no intervalo Jxo — 8,x0+ 6[=]0.5,1.5[ (xo = 1 &
0 = 0.5). A magenta encontra-se representado o grafico da fun¢éo x — v/x+ 8 e a azul ciano a
recta tangente ao grafico em (xo,yo) = (1,3).

= Exemplo 3.20 — Aproximacdo linear de raizes quadradas. Para a fungdo f definida por
f(x) = +/x+38, sabemos que o seu gréfico passa pelo ponto (1,3), uma vez que conhecemos o
valor exacto de f(1) [v/9 = 3].

Da derivagdo de f:
1
/ -
Fe = 5 nTs
obtemos /(1) = L.
Logo,
f+an) ~ f(1)+f/(1)Ax
1
o 17+x
= -
d4-nos uma aproximacdo de f para valores de x ~ 1. "

— Cadlculo aproximado de raizes quadradas. Use a fungdo x — v/x + 8 para
obter um aproximado para raizes quadradas

v16.16 & +24.88.

SUGESTAO: Para calcular a aproximacao linear via determinagdo da equacdo da recta tangente,
terd de escolher um x para o qual v/x + 8 lhe d€ uma raiz exacta, que esteja suficientemente préxima
das raiz quadrada que pretende calcular.
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Figura 3.8: Ilustragdo gréfica do Exemplo 3.21 para r =2 e Ar = 0.05. A amarelo encontra-se a
fungéo A(r)- drea da circunferéncia de raio r, e a vermelho a drea da regido anelar, correspondente
a drea compreendida entre as circunferéncias de raio r e r+ Ar — variagdo A(r + Ar) — A(r). Neste
caso podemos usar o diferencial dA(r) = A’(r)dr, envolvendo a fungdo perimetro A’(r) = 27r, para
determinar uma aproximacao para a drea da regido anelar.

— Erro relativo. Para a fung@o f definida por f(x) =log, (v/1—x), determine uma
estimativa para erro relativo

Af(xo) . f(xo+Ax) —f(x0)
flxo) f(xo0)

para valores de xg = 0.75 e Ax = 0.001, usando aproximacdo linear.

» Exemplo 3.21 — Area vs Perimetro de uma circunferéncia. Sendo A(r) = 772 a funcio que
nos permite calcular a drea de uma circunferéncia de raio r > 0, segue que

A8 -AG) = alr+ & — a7
= 2mrAr+ m(Ar)?.

Da tltima férmula concluimos que
dA(r) = 2mrAr,

donde se retira que

A
Al(r):= —Z =27r.
r

Concluimos assim que a fungdo derivada A’(r) nos dd o perimetro de uma circunferéncia de raio r,
e que o diferencial
dA(r)=A'(r)dr

nos permite encontrar uma estimativa para a drea delimitada entre as circunferéncias de raio r e
r+ Ar, para valores de Ar ~ 0. "
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Derivadas de 2¢ ordem e Derivadas de ordem superior
Definicdo 3.4.1 — Derivadas de ordem superior a 1. Sejam f uma fun¢io de dominio Dy,
A={xeD;: f'(x) €ER} ek&N. A derivada de ordem k > 2 no ponto x, f¥)(x), é definida
por recorréncia através de
O = (F4V) ().
Dizemos ainda que f ¢ de classe CK num conjunto B C A se f e as suas derivadas até  ordem k
sdo continuas em todos os pontos de B.

Por simplicidade representamos a segunda derivada de f usando ainda a notagéo da linha, ou seja,
FP ) = ).

Seja L(x) = f(xo0) + f'(x0) (x —xo) a aproximagdo linear de f em x(. Entdo:
i) f éconvexaem I se f(x) > L(x), para x,xo € I e x # x;
ii) f € concavaem [ se f(x) < L(x), parax,xo € I e x # xo.

Seja f uma fungio de classe C! em I =]a, b|. Entio:
i) f é convexaem I se e s se f’ € crescente;
ii) f é concava em I se e so se f’ é decrescente.

Assim sendo, o sinal da segunda derivada de f permite-nos determinar as concavidades do seu
gréfico.

— Relacdo entre o sinal da 2¢ derivada e as concavidades do grdfico.
Seja f’ uma fung@o regular em [a, b).
i) Se f’(x) > 0 em Ja,b[ entdo f é convexa em [a,b], i.e, o grifico de f tem a concavidade
voltada para cima em [a, b].
ii) Se f”(x) <0 em |a,b[ entdo f é concava em [a,b], i.e, o grifico de f tem a concavidade
voltada para baixo em [a, b].

Ressalve-se que, para as funcdes convexas ou concavas podem existir valores de x para os quais
a segunda derivada se anule.

» Exemplo 3.22 Consideremos a fungio x — f(x) = x*, para todo x € R. As derivadas de primeira
e segunda ordens sdo dadas por f'(x) = 4x> e f"(x) = 12x%. Assim, f"(x) >0e
f'x)=0+<=x=0

Recorrendo ao grifico, visualizamos que f é convexa em R e satisfaz f”/(0) = 0. "

Definicdo 3.4.2 Sejam f uma fungdo de classe CPem UL com [, NL = {x0}. Diz-se que
P = (x9, f(x0)) é ponto de inflexdo do gréfico de f se f é convexa em I e concava em I, ou f é
cOncava em [ e convexa em Ip.

= Exemplo 3.23 Consideremos a fungio x — f(x) = x>, para todo x € R. As derivadas de primeira
e segunda ordens sdo dadas por f'(x) = 3x> e f"(x) = 6x. Assim,

ffx)=0<=x=0
Fazendo o quadro de concavidades:

X 0
[0 | = 10]+
fx) |[Nn]0|U

concluimos que (0,0) é ponto de inflexdo do grafico de f. m
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Contudo, o grafico de uma func¢do f pode admitir um ponto de inflexdo P = (xo, f(x0)) e a
segunda derivada de f em x( ndo existir ou mesmo ser infinita.

= Exemplo 3.24 Consideremos a fungio x — f(x) = /x, para todo x € R. As derivadas de primeira

e segunda ordens sdo dadas por f'(x) = 3 élﬁ e f'(x)= —9—\23/7. Assim,
X XV X
f'(x)#0
Fazendo o quadro de concavidades:
X 0
f'x) | + | nd | —

fx) Ul 0 | N
concluimos que (0,0) é ponto de inflexdo do grifico de f uma vez que f é convexa em | — co, 0]
mas concava em [0, +-oo|. .

— Exercicio de Revisdo. Seja f : [0, 7] — R uma fungéo duas vezes diferencidvel
em todos os pontos

do seu dominio, e g : [—1,1] — R a func@o definida pontualmente por g(x) = f(arccos(x)).
a) Determine uma expressdo analitica para g’ e g’ em termos de f’ e f”.
b) Se 7 e % sdo pontos estaciondrios de f, quais sdo os pontos estaciondrios de g?
¢) Supondo que 7 é um maximo local de f e £ um minimo local de f, determine os extremos
locais de g. Classifique-os quanto a sua natureza (maximo/minimo local).
d) Supondo agora que f (0) = f (7), mostre pelo Teorema de Rolle (Teorema 3.3.1) que
existe um ¢ €] — 1, 1] tal que:
i) f'(arccos(c)) = 0.
ii) ¢’ (c) = “_102|f"(arccos(c)).

Cadlculo de limites usando derivadas: a Regra de L’ Hopital

— Regra de L’ Hopital (Indeterminagées do tipo JouZ. Sejam f e g
diferencidveis num intervalo aberto / contendo ¢ com excepg¢do eventualmente de c.
Se lim f(x) , lim g(x) sdo ambos nulos ou ambos infinitos entdo
X—C X—C

(%)

e f®
e T g

o f(x)
sempre que exista lim ~——".
xc g (x)

Ideia da demonstracdo. Segue da sequéncia de igualdades

fx) . f(x) — f(c)
lim—ft = lim®—"F——~
woeg(x) | xve g(x)—g(c)
' f(X):f(C)
= IIL“W
)
= MG

Este resultado ainda € valido se em vez do real ¢ estiver +oo ou —co,
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Limites envolvendo indeterminagdes do tipo

= Exemplo 3.25 — Indeterminacédo do tipo g O limite abaixo

P |

lim
x——1xIn|x]|

envolve uma indeterminagdo do tipo 8. Porém, recorrendo a propriedades de limites temos

2 ) 2 1 ) x2_1

Iim —— = lim — li = — lim
xaflx1n|x| x—=—1X x——1 1n|x| x——1 1n|x|
Para aplicar a regra de L’ Hopital, observe que as fungdes
f) =21 e g(x)=In|x]
satisfazem as regras de derivacao

fo) = @)1

= 2
1
! — —
gl) = -
Das igualdades
f'(=1)=-2 e g'(—1) = —1 segue pelo Teorema 3.5.1 que
X —1 (x2—1)
S = (=) lim =2
01 x1n ] (=1) lim 5y
2
— (1) lim =
x——1 =
X
= (=1)2
= -2

Limites envolvendo indeterminagées do tipo « — «
» Exemplo 3.26 — Indeterminacédo do 1ipo « — . O limite abaixo

. X 1
Iim (| — —
x——1 <ln |x|  xIn \x\)

envolve uma indeterminagdo do tipo co — co, uma vez que

im — = —oo

x——11In x|

1
mm ———- = %
x——1xIn x|
< X ! ~
Aos reescrevermos a fungdo —— — ——— na forma de fracdo:
Injx| xIn|x]|
X 1 -1

In|x| xInfx] ~  xInfx|
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passamos de uma indeterminac¢ao do tipo oo — oo a uma indeterminagdo do tipo 8, que corresponde
precisamente ao limite calculado no no Exemplo 3.25 pela regra de L’Hopital. Portanto,

) X 1 . ox2—-1

lim | — ———— ] = lim ——

x——1\In|x| xIn|x]| x——1xIn x|
= -2

— Indeterminagédo do tipo « — . Calcule o limite da funcdo

1
li — —cot
Jip (o)

usando a regra de L’Hopital.

Limites envolvendo indeterminag¢des do tipo 0 x oo
» Exemplo 3.27 — Indeterminag¢do do tipo 0 x . Voltemos novamente a nossa atengdo para o
célculo do limite do Exemplo 3.7:
lim (x —a)In(x —a)

x—at
Para calcularmos o limite acima pela regra de L' Hopital, reescrevemos a fungdo (x —a)In(x — a)
na forma
In(x —a)

1
x—a

(x—a)ln(x—a) =

para passarmos a uma indeterminacao do tipo =.
Segue entdo que

In(x —
lim (x—a)In(x—a) = limm
x—at x—at —
X—a
1 _ !
_ lim (nr=9)

x—at (%a)/

-

X—a

_ 1

(x—a)?

= lim —(x—a)
x—at

= 0.

= lim
x—at —

Aplicacdo sucessiva da regra de L’'Hopital
= Exemplo 3.28 — Aplicagdo sucessiva da regra de L'Hopital. Ao aplicarmos uma vez a regra
de L"Hopital para calcular o limite abaixo:
2 _
i ©°8 (mx)—1
x—1 (x — 1)2

obtemos, ap6s alguns célculos auxiliares, a igualdade abaixo

2(mx) —1 —msin(2
i % (7x) _ lim msin(27mx)

x—1 (x—1)2 x—1 2()6— 1)
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que continua a nos dar uma indeterminag@o do tipo 8.
Aplicando mais uma vez a regra de L’Hopital, concluimos que

. —msin(27mx) . —2m*cos(2mx)
lim————— = lm—
x—1 2()6 — 1) x—1 2

=

Em suma, aplicdmos duas vezes a regra de L’Hopital para concluir que

2y —
i % (mx)—1 _ 2
x—1 (x — 1)2
||
— Aplicacdo sucessiva da regra de L'Hopital (ii). Calcule o limite abaixo usando
aregra de L’Hopital:
3 (n
Z 1
lim sin (2x) +
x—3 (x — 3)3

— Aplicagcdo sucessiva da regra de L'Hépital (iii). Calcule o limite abaixo
2
fim 3
x——3 (f(x) — 1)2
sabendo que f é uma funcdo duas vezes diferencidvel em xo = —3 que satisfaz as seguintes
condigdes:

f(=3)=1, f(=3)=-%, & f"(-3)=13.

— Para revisdo do Coroldrio 3.2.5. Seja f uma funcéo invertivel e diferencidvel
em |a, b, e
V2
y=c¢ + 7)6
a equagdo da recta tangente ao gréfico de f no ponto (0,c).
Determine o valor do limite
lim ——©
X—C fﬁl (x) )
Limites envolvendo a fungdo exponencial-poténcia

Recordemos que a fun¢do exponencial-poténcia A € definida por

h(x) = [£(x)]f®) = FEFY = gs()Inlf(x)],
Suponhamos agora que 4 é diferencidvel num intervalo do tipo ]a,c[U]c, b[, contido no dominio
Dy=DsND,N{xeR: f(x) > 0}.
Entao

limh(x) = lim ™ (@] _ plimse[g(x) In (£ (x))]
X—C X—C

uma vez que a exponencial ¢ uma fungio continua. Assim, no célculo do limite lim,_,. 2(x) podem
surgir trés tipos de indeterminagdes:

(0+)0 : l(ioo) : (+oo)0

que resultam das indeterminagdes associadas ao limite de um produto de fung¢des: lim,_,.[g(x)In (f(x))].
Vejamos as trés possibilidades:
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* Se lim f(x) =07 e limg(x) =0 entdo lim[g(x)In(f(x))] é uma indeterminagdo do tipo
X—C

X—C X—C
0 X (—o0);
e Se limf(x) =1 e limg(x) = %oo entdo lim[g(x)In(f(x))] é uma indeterminagdo do tipo
X—C X—C X—C
+oo X 0;
* Se lim f(x) = 40 e limg(x) = 0 entéo lim[g(x)In(f(x))] é uma indeterminagdo do tipo
x(-)_if ) X—C X—C
0 x (H4o0).

= Exemplo 3.29 — Prova de limite notavel usando a regra de L'Hopital. Mostre-se que

a X
lim (14——) = ¢
X

X—>+oo

para toda a constante & € R e ndo-nula.
Observe-se que o dominio € determinado através de

D={xeR:x£0 A 1+%>0}.
Para a > 0 (resp. o0 < 0) obtém-se
D =] — oo, —[U]0, +oo[ (resp. D =] — o0, 0[U] — @, +-o0]).

Reescrevendo tem-se x
(1+g> :exln(lJr%)
X

Comecando por converter a indeterminac@o (+e0) x 0 em 8 vem

a o
lim xln (l—i——) = lim ———2*%
X

X—>+oo

Aplicando a regra de L’ Hopital obtém-se

por conseguinte,

— Aplicacdo sucessiva da regra de L’'Hopital (iv). Considere a fun¢do exponen-
cial poténcia definida pontualmente por x"(¥).
(i) Verifique que 0 < x*"*) < x*  para todo o x € ]0, z [ De seguida, use o Exemplo 3.27 ¢ o
Coroléario 2.1.10 para concluir que

lim ™) — 1,
x—0t

(i) Use sucessivamente a regra de L'Hopital para calcular o limite lim xS

. O que conclui?
x—0T

Exiremos Relativos e Absolutos
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4 -3

Figura 3.9: Interpretacdo grafica do Exemplo 3.30. Os pontos singulares sdo as abscissas de
A= (—v2,0) e B=(+/2,0). O ponto estaciondrio é a abscissa de C = (0,2).

DefinicGo 3.6.1 — Mdaximos e Minimos Relativos. Sejam f uma fungéo continua em [a,b] e
¢ €la,b|. Diz-se que:
* f atinge um maximo relativo (ou local) em ¢, de valor f(c), se existe § > 0 tal que

f(x) < fle)

para todo x €|c — §,¢+ 9]
* f atinge um minimo relativo (ou local) em ¢, de valor f(c), se 6 > 0 tal que

fx) = fle)

para todo x €]c — d,c¢+ 8] com § > 0.
Aos maximos e aos minimos relativos de f chamam-se extremos relativos (ou extremos locais)

da funcéo.

Estudo de pontos criticos/estaciondrios
Definicdo 3.6.2 — Pontos criticos da fungdo. Sejam f uma funcdo de dominio D e ¢ € D.
Diz-se que:
* ¢ é ponto estaciondrio de f se f é diferencidvel em c e f'(c) = 0.
* ¢ é ponto singular de f se f ndo é diferencidvel em c, ou seja, se ou néo existe f'(c) ou

£(6) = +eo(~=2)

= Exemplo 3.30 Seja f a fungio x — f(x) = |x*> —2|. Esta funcio é diferencidvel em R —
{—\@, \ﬁ} Além disso, temos
f(x)=0+<=x=0

Assim, f tem trés pontos criticos. "
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— Condi¢do Necessdria para a existéncia de um extremo. Sejam f :
[a,b] — R uma fungdo continua e ¢ €]a,b|.
Se f tem um extremo relativo em ¢ entdo ¢ € um ponto critico de f.

Coroldrio 3.6.2 — Teorema de Fermat. Sejam f : [a,b] — R uma fungéo regular e ¢ €]a, b|.
Se f tem um extremo relativo em ¢ entdo ¢ € um ponto estaciondrio de f.
Contudo, uma funcdo regular pode nao atingir um extremo num ponto estacionario.

= Exemplo 3.31 Consideremos a fungio ctibica definida por f(x) = x°>. E claro que f ¢é diferencié-
vel em R. Resolvendo
f(x)=0=3=0<=x=0

obtemos um tnico ponto estacionario, ¢ = (. Fazendo o quadro de variag3o:

X 0
[ +1]10 +
fo | A/10] 7
concluimos que a funcéo € estritamente crescente. =

Determinacdo e classificacdo de extremos relativos

Assim, apés a determinag@o de pontos estaciondrios é necessario classifica-los. Podemos classificar
esses pontos recorrendo ao quadro de variagdo ou entdo aplicar o teste da derivada de segunda
ordem.

. - . 92 L. ..
= Exemplo 3.32 Consideremos a fungio exponencial por f(x) = xe~*" . Esta é diferencidvel em
R. Os pontos estaciondrios sdo as solugdes da seguinte equacao:

fl(x) =0 e 2 —|—x(—4x)e_x2 =0<=1-4’=0<=x=+2"

Do quadro de variagao:

X —1/2 1/2
flx) | = 0 + 1 0 | —
CIN AN
concluimos que a funcio tem um méximo relativo de valor M = 2—\1/5 e um minimo relativo de valor
__ 1

— Teste da Derivada de segunda ordem. Suponhamos que f” existe num
intervalo aberto contendo ¢ e que f'(c) =0.
1. Se f”(c) > 0 entdo f atinge um minimo relativo em ¢
2. Se f’(c) < 0 entdo f atinge um maximo relativo em ¢
Contudo o teste € inconclusivo no caso em que f”(¢) = 0.

= Exemplo 3.33 Consideremos a fungdo quadratica definida por f(x) = x. E claro que f é de
classe C2 em R. Resolvendo

fx)=0=2x=0<=2x=0
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obtemos um tnico ponto estaciondrio, x = 0. De seguida, usamos o teste da derivada de ordem 2
para classifica-lo. Assim,

/') =2

para todo x € R, donde f”(0) > 0, logo f atinge um minimo relativo em x = 0 de valor f(0) = 0.
Além disso, f(0) =0 é mesmo o minimo absoluto de acordo com a préxima defini¢do pois verifica

f(x) =0
para todo x € R. "

Definicdo 3.6.3 — Mdaximos e Minimos Absolutos. Sejam f uma fung¢do de dominio D e
¢ € D. Diz-se que:
* f atinge um méximo absoluto em ¢, de valor f(c), se verifica

f(x) < f(c)

para todo x € D;
* f atinge um minimo absoluto em ¢, de valor f(c), se

f(x) = f(c)

para todo x € D.
Aos maximos e aos minimos absolutos chamam-se extremos absolutos.

Se f é uma fungdo convexa (resp. concava) em |a, b], entdo todo o minimo (resp.
maximo) relativo € minimo (resp. maximo) absoluto.

Classifique os pontos criticos da fungio x — x> — 2| do Exemplo 3.30.

: . ~ o2 (
Averigue se os extremos relativos da fungdo x — xe~> do Exemplo 3.32 também
sdo absolutos.
Sugestao: Determine o contradominio da fungao.

Determinagdo de extremos absolutos num intervalo fechado

Toda a fungdo continua num intervalo fechado [a, ] tem um maximo absoluto M e um minimo ab-
soluto m pelo teorema de Weierstrass — vide Teorema 2.2.9 do capitulo 2 Limites e Continuidade.
Para calcular esses valores € necessario determinar o contradominio da fun¢o. Assim:
* Se f € estritamente moné6tona em [a, b] entdo temos D' = [f(a), f(b)] ou D' = [f(D), f(a)],
logom = f(a) e M = f(b) ouM = f(a) e m = f(b), respectivamente.
No caso em que f ndo é mondtona, descrevemos o procedimento para obter os extremos absolutos:

Passo 1: Determinar os pontos criticos, bem como as suas imagens por f;
Passo 2: Calcular f(a) e f(b);
Passo 3: De entre as imagens calculadas atrds, o maior valor M e o menor valor m representam,

respectivamente, 0 maximo absoluto e o minimo absoluto de f.

Determine os extremos absolutos da fungdo f definida por f(x) = 5v/x2 — 2V/x5 no
intervalo [—1,2].
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Esboco de gréficos baseado no estudo completo de funcdes

Para fazer um esboco do grifico duma fung¢ao é conveniente seguir o seguinte plano:
* Determinar o dominio;
* Analisar a simetria e a periodicidade;
* Calcular os pontos de intersec¢cdo com os eixos coordenados;
* Estudar a continuidade e determinar as assimptotas;
* Determinar os intervalos de monotonia, extremos relativos/absolutos e contradominio;
* Determinar os intervalos de concavidade/convexidade e pontos de inflexdo.

Aplicacoes: Taxas de Variagcdo em Economia
A taxa de variagio média de uma fun¢do f num intervalo fechado [x,x+ Ax] é igual a

fr+4Ax) - f(x)

A 3.3)

Quando Ax tende para zero, o limite desse quociente € igual precisamente a derivada de f no
ponto x, sendo interpretado como a taxa de variacdo de f no ponto x. Por exemplo, quando a
varidvel independente é o tempo é sobejamente conhecido que, a velocidade corresponde a taxa
de variacdo do espaco percorrido e a aceleragdo corresponde a taxa de variagdo da velocidade. A
utilizacdo das taxas de variagdo de uma quantidade relativamente a outra quantidade, que ndo seja
necessariamente o tempo, ocorre variadissimas vezes em diferentes ciéncias. Em Economia, o
custo marginal, a receita marginal e o lucro marginal constituem exemplos de aplicacdo de taxas de
variacao.

Representando por C(x) o custo total em relacdo a quantidade de unidades produzidas x entdo o
custo marginal em x é definido pela fun¢@o derivada de C(x), C'(x). Na prética os economistas
estdo interessados em saber qual € que € a variacdo do custo total de produgéo associado a producio
de uma unidade adicional. Em termos matematicos, isso corresponde a uma taxa de variagdo média
de C(x) no intervalo [x,x+ 1]. Como se pode relacionar a taxa de variagdo média de C(x) com o
custo marginal C’(x) ?

Teoricamente, os economistas definem custo marginal como sendo a taxa de variagdo do custo total
C(x) em relag@o a quantidade de unidades produzidas x. Assim sendo, pode-se afirmar que o custo
marginal fornece uma boa estimativa para a taxa de variagdo média de C(x) no intervalo [x,x + 1]
porque

C(x+1)—C(x)~C'(x)
Suponha que o custo total de producdo em unidades monetdrias (u.m) € dado por
C(x) = 0, 1x* — 5x* 4 500x + 200

em relagdo ao ndmero de unidades produzidas x. Entdo
(i) Calcule o acréscimo de custo correspondente a um aumento de producdo de 3 para 4 unidades.
(i1) Determine o custo marginal correspondente a 3 unidades de producdo.
(iii) Interprete os resultados obtidos.

O Principio da Minimizagdo do Custo Médio

Uma empresa que produz um tnico produto pretende minimizar o custo médio para um determinado
volume de produg¢do de x unidades. O custo total no processo de producao é decomposto em duas
parcelas: o custo fixo e o custo varidvel. O primeiro representa a despesa expressa em unidades
monetdrias, independentemente da quantidade produzida, por exemplo o custo de armazenamento,



3.8 Aplicac¢des: Taxas de Variacdo em Economia 183

o preco do equipamento e outros custos de distribui¢do e de gestdo. O segundo esta diretamente
relacionado com a produgio efectiva, por exemplo, o preco das matérias-primas e o saldrio dos
trabalhadores e dos gestores.

Vamos admitir que o custo total é representado pela expressdo C(x), onde C : [0, +oo[— R é uma
fungio de classe C2, isto é, uma fungio continua cujas primeira e segunda derivadas sdo também
continuas em [0, +o[. Enquanto o custo médio é definido por

o custo marginal é definido pela derivada do custo total C(x), C’'(x). Refira-se que o custo marginal
C’(x) é aproximadamente igual ao custo adicional correspondente a produgio de mais uma unidade
de x, isto &,

C'(x) =~ C(x+1)—C(x)

Suponhamos que os custos de produgdo satisfazem os seguintes pressupostos econdmicos:
(i) O custo fixo € positivo;
(ii) O custo total aumenta a medida que a producio aumenta;
(iii) Para niveis de producdo baixos, o custo marginal diminui a medida que a producdo aumenta;
(iv) Para niveis de producdo altos, o custo marginal aumenta a medida que a produgdo aumenta.
Entdo a empresa age segundo o seguinte principio econémico:
(v) O custo médio M tem um minimo que ocorre no nivel de produgao para o qual o custo marginal
coincide com o custo médio.
Os pressupostos econémicos sobre os custos conduzem aos seguintes resultados matematicos:
» Existe um Unico ponto estaciondrio de M, x = x,, que é solucdo da equagdo

M'(x) =0 <<= C'(x) = M(x)
Basta notar que

_ xC'(x) —C(x) _ C'(x) —M(x)

x2 X

M'(x)

* A funcdo M atinge um minimo absoluto em x = x,. conforme se pode verificar pelo quadro
de variacdo de M:
X 0 Xy o0
M (x) | nd | - 0 +
M(x) | nd | | M(x,) N
onde M(x,) é o custo médio minimo. Notemos que
(i) Para os valores de x tais que x < x, temos

M'(x) <0+ C'(x) < M(x)
(ii) Para os valores de x tais que x > x, temos
M'(x) >0 <= C'(x) > M(x)

Sabendo que x, € o Unico ponto estaciondrio da funcdo custo médio M, mostre que

_ C”(x*)

X

M (x* )

Utilize ainda esse resultado para provar que x, ¢ um minimizante de M.
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O Principio da Maximiza¢do do Lucro

Consideremos uma empresa que pretende maximizar o lucro para um determinado volume de
producdo de x unidades de um produto. O lucro é definido como uma diferenca entre receitas e
custos.
Por um lado, o custo total no processo de producio é decomposto em duas parcelas: o custo fixo e
o custo varidvel. O primeiro representa a despesa expressa em unidades monetdrias, independente-
mente da quantidade produzida, por exemplo o custo de armazenamento, o pre¢o do equipamento e
outros custos de distribuicdo e de gestdo. O segundo estd directamente relacionado com a producio
efectiva, por exemplo, o preco das matérias-primas e o saldrio dos trabalhadores e dos gestores.
Admitamos que o custo total, C(x), é expresso por uma fungio real de varidvel real de classe C2
no intervalo [0, 4], isto é, uma fungdo continua cujas primeira e segunda derivadas séo também
continuas. Sendo o custo marginal definido pela derivada C’(x) do custo total C(x), supomos entdo
que os custos satisfazem os seguintes pressupostos econdémicos:

* O custo fixo € positivo

* O custo total aumenta a medida que o volume de producdo aumenta

* A niveis de producdo baixos, a um aumento do volume de produgdo corresponde uma

diminuicao do custo marginal
* A niveis de producdo altos, o custo marginal aumenta a medida que o volume de producao
aumenta

Por outro lado, se p(x) indicar o pre¢o unitdrio de mercado quando se produzem x unidades de um
produto, entdo a receita total proveniente da venda de x unidades € dada por

R(x) = xp(x)

Sendo a funcio lucro definida por

a empresa age segundo o seguinte principio econdémico: a fungdo lucro tem um méaximo que
ocorre no nivel de producdo para o qual a receita marginal coincide com o custo marginal. Note-se
que a receita marginal e o lucro marginal representam a funcio derivada da receita e do lucro,
respectivamente, em relacdo a quantidade de unidades vendidas.

Os pressupostos econémicos conduzem aos seguintes resultados matematicos:
 Existe um tnico ponto estaciondrio de L, x = x*, que verifica

L'(x) =0+ R(x) =C(x)

Basta notar que
L'(x) =R (x) = C'(x)

* A fung¢do L atinge um minimo absoluto em x = x* conforme se pode verificar pelo quadro de
variagdo de L:

X 0 x* o0
L'(x) + 0 -
Lx) | &~ L) | N\

onde L(x*) é o lucro médximo.
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Elasticidade Preco da Procura

Consideremos a funcio procura:

D: I1CJ0,40] —> ]0,+00]
x — y=D(x)

onde y > 0 representa a quantidade procurada de um bem por parte dos consumidores ao preco
unitdrio de x > 0 unidades monetdrias (u.m.). Em geral, supomos que:

* D é positiva, diferencidvel e estritamente decrescente em /.
A sua representagdo grafica, designada por curva de procura, satisfaz

sendo D! a funcio inversa de D. A monotonia de D resulta do pressuposto econémico de que
a quantidade procurada de um bem varia no sentido inverso do seu preco. De facto, 2 medida
que o preco aumenta a quantidade procurada diminui e vice-versa.

Entdo a elasticidade preco da procura é uma fung@o €p : I —] — o0, 0[ que toma valores negativos,
cuja expressao € definida por

_ xD'(x)

- D(x)

Ep (X)

O valor da elasticidade preco da procura é o racio entre a variagcdo relativa (ou percentual) da
quantidade procurada e a variagdo relativa (ou percentual) do preco. E por esta razio que o conceito
de elasticidade se tornou tdo popular entre os economistas pois desta forma a elasticidade nao
depende das unidades de medida das respectivas varidveis.

Verifique que a fungdo receita marginal, definida como a primeira derivada da func¢éo
receita total R — vide subsecio 3.8.2 O Principio da Maximiza¢ao do Lucro — pode ser expressa
como

R'(x) = p(x)(1 + & (x)),

onde x — €,(x) denota a funcdo de elasticidade associada ao prego de produgao unitario.
Que condicio teremos de impor a funcio de elasticidade de modo a que a receita total
aumente com o aumento da produc¢ao do niimero de pecas?

Assumindo que x* é o nimero 6ptimo de pecgas que nos permite maximizar a fun¢io
lucro x — L(x) introduzida na subsecéo, 3.8.2 O Principio da Maximizac¢do do Lucro, determine
o valor do preco unitédrio p(x*) para produzir x* pegas em fun¢do do custo marginal C'(x*) de
producdo de x* pecas.

Tempo de Retencdo Ideal em Compra e Venda de Iméveis

Suponha que possui um imével, cujo valor de mercado serd de V (x) euros em x anos. Supondo que
a taxa de juro permanece constante (J%), entdo o seu valor de mercado ao longo dos anos pode ser
calculado pela funcéo

W(x) = V(x)e 0% (x>0).

A teoria econdmica sugere que o tempo ideal para vender um imdvel corresponde a maximizag¢ao
da func@o x — W (x).
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Das condicdes de primeira ordem e da igualdade anterior, segue que

W) =0 < g;@ji(V’(x*)—JV(x*O —0

100
>0
Vi) I
Vir) 100

Das condicdes de 24 ordem, segue que

2
W (x*)<0 <= e~ <V”(x*)— 2/ VI(x*)+ <J> V(x*)> <0

100 100
/o v/ (x*) J\?
= e 10" V(x* — | — <0
f;v(_x),<\/(x*) <100>
>0

V// ( x* ) < i 2
V(x*) 100 )
Finalmente, a sequéncia de igualdades

V//(x*) _ Vll(x*) V/(x*) .] Vl/(x*)

V) V() V(x) 100 V/(x*)

permite-nos concluir que o ano ideal para venda do imdvel estd correlacionado com as seguintes
condigdes de primeira e 2% ordem, associadas as derivadas logaritmicas de V e V':

Vixty J . V7 (x*) - J

V(x*) 100 V/(x*) 100"

— Maximiza¢do do valor de mercado de um imével. Sendo Vj o preco de
compra de um imével (em euros) a uma construtora, suponha que o seu valor de mercado, a uma
taxa de 6% ao ano, é dado pela funcdo

3
W (x) = Vpe Vi =006

Determine ao fim de quantos anos serd atingido o lucro mdximo com a venda do imével.
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Exercicios Propostos
26. Considere f definida por

27.

28.

1
] eTx se x#0
f(x)—{ 0 se x=0
(a) Indique o ponto de descontinuidade de f e classifique-o.
(b) A fungdo f € diferenciavel em x = 0 ? Justifique.

(c) Mostre que: lim @ =0e lim @ = —
x—0t X x—0— X

(d) Defina a funcdo derivada de f, explicitando o dominio e a expressdo analitica.

(e) Determine as assimptotas ao grafico de f e estude a monotonia e as concavidades de f.
(f) Faca um esbogo grifico de f.

Considere f e g definidas por

f(x)=sinhx , g(x)=Inx.

(a) Mostre que:
(gof)(x) =In(e** —1) —x—1n2,x > 0.

(b) Calcule a derivada de go f em x de duas formas distintas através de:
(i) um produto de derivadas, ou seja, (go f) (x) = g (f(x))f (x);
(ii) alinea (a).

Seja f a funcio definida por f(x) = e +2¢* + 1.

(a) Usando a monotonia, mostre que f € invertivel.

(b) Determine a de modo que (4,a) pertenca ao grifico de f~!.

(c) Apds a determinacdo de a, compare os declives das rectas tangentes aos graficos de f e
de f~! em (a,4) e em (4,a), respectivamente.

(d) Determine o dominio e a expressio analitica da fungio inversa de f, f~!.

29. Recorrendo a regra de L Hopital, calcule os seguintes limites:
@ lim Y a0 o)t
(©) tim S22 (@) Jim xin(tgx)
(e) xﬁl(iglz)i(secx— tgx) () )lcl_r)r% %: 1
®© () w2
(i) lim ﬁ (j) lim

=4 x—4 x—0 arctgx

2
In“x .

(k) lim
x—+e0 coshx

Q) ngw (2arctg (2x) — ) e

30. Verifique que ndo pode aplicar a regra de L’ Hopital e calcule os seguintes limites:

x +sinx x?sin (1/x)

li li
(a) lim (b) lim o

X—+eo X — COSX x—0
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31. Para um parmetro real a > 0, considere a fungio f :]0,+oo[— R definida por
a—+x
(a) Determine o extremo relativo de f.
(b) Use a alinea anterior para mostrar que a média geométrica de dois reais positivos a e b
ndo é superior a respectiva média aritmética, isto &,
Vab < at .
2
32. Considere a fungio quadritica f definida por f(x) = x°.
(a) Se a varidvel x sofrer uma variagdo desde um valor fixo a até x = a + Ax entdo qual a
correspondente variacao de f:
Ay = fla+Ax) - f(a)?
(b) Calcule, dy, o diferencial de f em x = a relativamente ao acréscimo Ax.
(¢) Mostre que Ay é aproximadamente igual a dy quando Ax tender para zero.
(d) Considerando f(a) como a drea de um quadrado de lado @, dé uma interpretacdo
geométrica de Ay e de dy.
(e) Calcule um valor aproximado de (1.003)2.
33. Seja f a fungdo irracional definida por f(x) = v/x2.
(a) Calcule as derivadas laterais de f em x = 0.
(b) Estude a monotonia e as concavidades de f tendo em vista o esbogo do grafico de f.
(c) Calcule o diferencial de f no ponto a = 1 relativamente ao acréscimo Ax.
(d) Determine a equagdo da recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1.
(e) Mostre que
5 2
v/ (1+Ax)? ~ 1+§Ax
sempre que Ax esteja suficientemente proximo de 0 . A este resultado chama-se regra
de aproximacdo incremental de f em torno de x = 0.
(f) Use o resultado anterior para o cdlculo aproximado dos valores v1.0201, v/1.21 e v/0.56.
34. Seja f a fungdo definida por f(x) = vx* — 1.

(a) Indique o dominio de f.
(b) Calcule
lim @ e lim @
X——e X =1t x—1
(¢) Estude a monotonia de f e indique os extremos globais de f.
(d) Mostre que:
fx)=—

1
f?’i(x) s | X |> 1 .
(e) Mostre que:
0< flx) <|x|

para todo o x pertencente ao dominio.
(f) Esboce o gréfico de f.
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35. Sabendo que as fungdes seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico sao definidas, respectiva-
mente, por
ef—e ef4e

inhx=— hx =
simnx 3 , cosSnx 3

para todo o real x.
(a) Mostre que:

(i) coshx+sinhx = ¢*

(ii) cosh?x—sinh?x =1

sinhx B 2
coshx e +1

(iii) coshx > sinhx (iv)

(b) Verifique que: (coshx)’ =sinhx e (sinhx) = coshx.
(¢) Trace os gréficos dessas funcdes, apds a andlise dos seguintes itens:
¢ Simetria;
* Pontos de intersec¢do com os eixos coordenados;
* Assimptotas verticais, horizontais e obliquas;
¢ Intervalos de monotonia, extremos relativos e absolutos, contradominio;
* Concavidades e pontos de inflexao.
36. Considere mais duas fungdes trigonométricas, designadas por secante e co-secante, respecti-
vamente, definidas por

1
S€CCX —= —— , COSeCX = —..
COSx S x

(a) Indique os respectivos dominios.

(b) Justifique que ambas as fungdes sio periddicas de periodo 27.
(¢) Mostre que:

(i) sec’x=1-+tg’x (ii) sec?x+ cosec?x = sec® xcosec? x
(i) 2 (iv) secx )
iii) secxcosecx = — iv =tgx
sin2x cosecx g
) cosecx
(d) Verifique que: (secx)’ =secxtgx e (cosecx) = — . .
gx

(e) Calcule

lim secx e lim cosecx.
x—(m/2)~ x—0+

(f) Estude os itens referidos no exercicio anterior tendo em vista o esbogo dos graficos dessas
funcdes.
(g) Resolva a equacio secx = cosecx.
37. Suponha que uma empresa para produzir x unidades de um produto estimou o seguinte custo
total, em unidades monetarias (u. m.):

C(x) = 0.1x* — 5x* 4+ 500x + 200.

(a) Qual o acréscimo de custo correspondente a um aumento de producdo de 3 para 4
unidades ?
(b) Indique, recorrendo ao célculo diferencial, um valor aproximado para o acréscimo de
custo referido em (a).
(¢) Interprete os resultados obtidos.
38. Suponha que o custo total de produgdo é dado, em unidades monetérias (u. m.), por

C(x) = 0.5x> — 9x* + 60x + 100

sendo x a quantidade de unidades produzidas de um produto.
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39.

40.

41.

42.

(a) Estude a monotonia e as convavidades da funcao custo total.

(b) Interprete economicamente os resultados obtidos em (a).

(c) Calcule o custo médio e o custo marginal correspondente a x unidades de producio.

(d) Determine o niimero de unidades produzidas que minimiza a func¢io custo médio e
indique o valor do custo médio minimo.

(e) Esboce os graficos das funcdes custo total, custo marginal e custo médio.

Suponha que o custo total de produgdo de x unidades de um produto é dado, em unidades

monetdrias (u. m.), por

C(x) = x> —6x% +24x+100.

Assumindo que o nimero total de unidades produzidas € igual a procura de mercado, entdao
na venda de x unidades pratica-se um prego unitdrio, em unidades monetdrias (u. m.), por

p(x) =x*—18x+108,0 < x < 9.

(a) Calcule o custo marginal correspondente a x unidades de producao.

(b) Calcule a receita marginal correspondente a x unidades de producao.

(c) Determine o nimero de unidades que maximiza a funcdo lucro e indique o valor do lucro
maximo.

Seja f :]0, 4-o0o[— R uma fung¢do positiva e diferencidvel. Entdo a elasticidade de f em cada

ponto x define-se por

)
G

er(x)

Mostre que:

(a) Se f é crescente entdo a elasticidade de f ndo é negativaem R™;

(b) Se f é decrescente em entdo a elasticidade de f ndo € positivaem R*;
(c) A elasticidade de f também pode ser calculada através de

In(F())

gf(x) = (lnx)/

Suponha que a procura de g unidades de um bem relativamente ao seu preco unitdrio p em
unidades monetarias (u. m.) é descrita por

q(p)=70-5p ,0<p<l14.

(a) Qual a quantidade vendida ao prego de 8 u. m.?

(b) Determine a elasticidade da fun¢éo procura quando o prego é de 8 u. m..

(c) Interprete economicamente o resultado obtido na alinea anterior.

(d) Para que preco a elasticidade da func¢do procura € igual a - 1?

(e) Determine a elasticidade, em valor absoluto, da fungdo procura relativamente ao preco.
(f) Esboce o grifico do médulo da elasticidade da func¢do procura relativamente ao preco.
Sendo m um niimero racional positivo e diferente de um, considere a fungdo f : [0, +oo[— R
definida por f(x) = x™.

Mostre que:

(a) Sem > 1 entdo f (0) =0;

(b) Se m < 1entdo f (0) = +oo;

(c) A funcdo f € estritamente crescente;

(d) A elasticidade de f é constante para todos os valores de x > 0, sendo sempre igual a m.
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Definicoes e propriedades
Seja f uma funcdo definida num intervalo / C R. A introdu¢do do conceito de primitiva — ou
de anti-derivada, como conhecido em alguns livros — passa por resolver o seguinte problema

matematico, reciproco ao tratado no capitulo 3 Derivadas e Aplicacdes:

Dada uma fungdo f definida num intervalo 1, qual é a curva de equagdo y = F(x) cuja taxa de

variacdo instantdnea é representada por

d
d = f(x), paratodoo x€I?

dx

Na pratica, a formulacdo geométrica acima permite-nos concluir que a solucao do
problema dado € equivalente a dizer que pretendemos determinar uma funcao F tal

que o diferencial de F é dado por

dF (x) = f(x)dx.

Definicdo 4.1.1 — Primitiva de f. Dizemos que a fung¢@o F € uma primitivade f em / C R se,

e so se:
e [ ¢é diferenciavel em I;

* F ¢ solugdo da equacdo

F'(x) = f(x), paratodoo x € 1.

Caso exista, a primitiva de f nao € dnica, como j tinhamos verificado anteriormente
no capitulo 3 Derivadas e Aplicacoes — vide Corolario 3.3.3 ¢ Corolario 3.3.4.
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De facto, o Corolario 3.3.4 pode ser reescrito da seguinte forma no contexto de primiti-
vas:

Coroldrio 4.1.1 — Primitivas de uma funcdo f. Sejam F e G duas primitivas de f em .
Ento existe uma constante C € R tal que

G(x) =F(x)+C, paratodoo x€l.

O Corolario 4.1.1 diz-nos essencialmente que quaisquer duas primitivas de uma
mesma fun¢do f diferem numa constante, igual para todos os valores de x.

Graficamente, este facto corresponde a afirmar que duas funcoes diferenciaveis F' e
G em [ sdo primitivas de uma funcio f caso o grafico de G pode ser obtido a partir
do gréfico de F através de uma translagdo na vertical, e vice versa.

= Exemplo 4.1 — Primitivas de funcdes trigonométricas. As regras de derivacéo obtidas no
Corolario 3.2.10 do capitulo 3 Derivadas e Aplicacdes, assim como relagGes trigonométricas
1 —cos(2x)

sinz(x)—f & cos’(x)

1 +cos(2x)
B 2

obtidas no Exemplo 1.25 do capitulo 1 Func¢ées Elementares e Graficos permitem-nos confirmar
que:

e x+ sin®(x) e x — — 1 cos(2x) sdo primitivas de x > sin(2x) em R.

e x+ cos?(x) e x — % cos(2x) sdo primitivas de x — —sin(2x) em R;

= Exemplo 4.2 — Funcdo logistica vs. funcdo tangente hiperbélica. No grifico abaixo
encontra-se representado:

* 0 gréfico da fungdo F definida por F(x) 2

~ Tte*
* 0 gréfico da fun¢do G definida por G(x) = tanh (%) (a magenta).

* o gréfico da fun¢do derivada G’, dada por G'(x) = %(1 — tanh? (%)) (a preto).

(a roxo);

O grafico acima corresponde essencialmente ao conjunto de fungdes ilustradas no Desafio 1.51
do capitulo 1 Funcoes Elementares e Gréaficos.
Em particular, € possivel verificar graficamente que G(x) = F(x) — 1, para todo o x € R.
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Podemos facilmente retirar pelo grifico de F e G que ambas sdo fungdes diferencidveis em R,
assim como ambas sdo primitivas de f = G’ em R.
Fica ao cargo do leitor verificar analiticamente que a funcao derivada F’, dada por

2"
5, paratodoo xR

P = ey

coincide com G'.

— Primitivas de funcdes trigonométricas. Verifique que as fungdes
x > sec?(x) e x > tg?(x)

sdo primitivas de x — 2sec?(x)tg(x) em R.

Com o préximo desafio, pretende-se que estabeleca um paralelo entre o Corolario 4.1.1, ¢ o
que aprendeu na subsecdo 1.5.9 Funcoes Trigonométricas Inversas do capitulo 1 Funcoes
Elementares e Graficos.

— Primitivas de funcoes trigonométricas inversas. Classifique as afirmagdes
abaixo de verdadeiras (V) ou falsas (F), justificando sucintamente:
1. Existe uma constante C; € R tal que

arccos(x) = arcsin(x) 4+ Cy,

para todo o x € [—1,1].
2. Existe uma constante C; € R tal que

2arcsin(x) = arccos(1 —2x%) 4+ Cy,

para todo o x € [0, 1].
3. Existe uma constante C3 € R tal que

2arcsin(x) = arccos(1 —2x%) 4 Cs,

paratodo o x € [—1,1].
4. Existe uma constante C4 € R tal que

1
arctg(x) + arctg < > =Cy,

X

para todo o x # 0.
5. Para todo o x # 0, as fungdes arctg (%) e arccotg(x) sdo ambas primitivas de — ; +1x2’ Adicio-
nalmente

T 1
arccotg(x) = 5 + arctg ( > :

x
— Integral Indefinido. Sendo C uma constante real e arbitraria, ao conjunto de
todas as primitivas de f escritas na forma

/f(x)dx:F(x)+C, CeR

chama-se integral indefinido de f e a func@o f chama-se func¢ao integranda.
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O conceito de integral indefinido de f representa uma familia de fungdes, em que o declive das
rectas tangentes aos respectivos graficos em diferentes pontos com abcissa x € o mesmo.

Ao processo que consiste em determinar uma primitiva e somar-lhe uma constante arbitraria
de modo a obter o integral indefinido de uma funcéio chama-se primitiva¢cdo. A constante C
designamos por constante de primitivagao.

» Exemplo 4.3 — Primitiva¢cdo da funcdo constante. O integral indefinido da funcédo constante,
definida por f(x) = a, a € R, é dado por

/adx:ax—l-C

onde C € R é uma constante arbitraria, uma vez que (ax+C)' = a.

Porém, a derivada da fungdo constante é dada por f’(x) = 0 para todo x, logo / 0dx=C. =

Reparemos que, ap6s a derivagdo de f(x) = a, se primitivarmos podemos ndo recupe-
rar f(x) =a.

Deste modo, podemos afirmar que primitivacao e derivagao sdo processos inversos
a menos de uma constante, ou seja,

!
(frooa) =r & [ rear=rw e
onde C € R denota uma constante arbitraria.

O célculo de primitivas pode ainda ser simplificado se recorrermos as seguintes propriedades,
andlogas as propriedades de derivacao estudadas anteriormente — vide Teorema 3.2.1 do Capitulo
3 Derivadas e Aplicacoes.

— Propriedades envolvendo integrais indefinidos. Se cada uma das fungdes
f e g admite uma primitiva e k € R, entdo as seguintes propriedades sao verdadeiras:
* Soma de funcoes: f + g também admite primita. Adicionalmente,

[ +ewldr= [ r@de+ [ g
* Funcao multiplicada por uma constante: kf também admite primitiva. Adicionalmente
/kf(x)dx = k/ f(x)dx
para todo real k # 0.

= Exemplo 4.4 — Primitivacdo da funcdo afim. A fungéo afim é definida por f(x) = ax+ b,
onde a € R e b € R sdo constantes fixas. O seu integral indefinido é dado por

2
/(ax+b)dx:/axdx+/bdx:a/xdx+/bdx=a%+bx+€

onde C € R é uma constante arbitraria. n



4.1 Definicdes e propriedades 195

= Exemplo 4.5 — Declive da recta tangente. Suponha que o declive da recta tangente ao gréfico
de uma certa fungdo F em cada ponto P = (x, F(x)) é igual ao simétrico da abcissa de P, ou seja,

F'(x)=—x

Esta condicao € vélida para a familia de funcdes quadraticas:

x2

sendo C uma constante real e arbitraria . Além disso, se fixarmos o ponto P = (0, 1) entdo existe
uma unica funcio F, cujo grafico contém o ponto. Esta estd definida por

2

X
FI(X) = —E—‘-l

Admitindo que conhecemos f(x) e F(x), se quisermos mostrar que
/f(x)dx:F(x) +C, CeR

podemos derivar F para recuperar a funcao integranda f.

= Exemplo 4.6 — Primitiva envolvendo funcdo logaritmica. Sem recorrer a primitivagéo,
vamos verificar a seguinte férmula de primitiva¢do

1
dx=In(x++V1+x2)+C, CeR.
/\/1—|—x2 ( )

Derivando, obtemos:

(x+V1+2)

1+x(14x2)71/2
x4+ V1422

(V1422 +x) 1
VIt (x4 V1+232)
1

VItaZ

Atendendo a que a primitivagdo € o processo inverso da derivacdo a menos de uma constante,
concluimos que

(1n (x+ Lmﬂ+®':

1
zu:m0+ 1+ﬁ)u;CGR
/ V14x2

como pretendido. "

1
V1+x2

fun¢do hiperbdlica x — sinh(x), denotada por

Note que a primitiva da funcéo x — €, a menos da constante C, a inversa da

argsinh(x) = In(x+ v/ 1 +x2)

no Desafio 1.50 do capitulo 1 Funcdes Elementares e Graficos.
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= Exemplo 4.7 — Primitiva envolvendo produto de fungoes exponenciais e trigonométricas.
Decorre das propriedades das primitivas que a fungio f que satisfaz a igualdade

/ F()dx = e~ (cos(3x) + sin(3x)) +C

¢é determinada a partir da seguinte sequéncia de igualdades:

/

f(x) = (e *(cos(3x)+sin(3x)) +C)
= (e *(cos(3x) +sin(3x) )/ +C
= —Zefzx(cos(3x) 4 sin(3x)) + e >*(—3sin(3x) + 3cos(3x))
= —e *(5sin(3x) —cos(3x)).

— Primitivas envolvendo quociente de funcdes trigonométricas. Determine a
expressdo f(x) que satisfaz a igualdade:

/f(x)dx = —In|cos(x) —sin(x)| 4+ C,

onde C € R denota uma constante arbitraria.
— Exame de Recurso, 03/09/2021. Determine a expressdo f(x) que satisfaz a
igualdade:

#dx =1In (\/W) +arctan (x — 1) +C,
X

—2x+2

onde C denota uma constante arbitréaria.
— Teste os seus conhecimentos sobre derivadas vs. primitivas. Sendo f a
funcio logistica do Desafio 1.51 — vide capitulo 1 Funcoes Elementares e Graficos:

1

f(x):m>

classifique as afirmagdes abaixo de verdadeiras (V) ou falsas (F), justificando sucintamente:
L (f(x)=1)* = In(a)af'(x);
4
2. ——f'(x) =1-(f(x) - 1)%

In(a)
30 = () 1 - (70 - 1))
4, /f’(x)dx: = (f(x);l)z—i—C, CER;
5. /1—(f()—1)2)d ") e ce,
6/f” ) = @l (f(x)_1)2)+c,cGR.

Regras de Primitivagcdo Imediata

Comecamos por apresentar regras de primitivagdo imediata para algumas fungdes elementares.
Em primeiro lugar, consideremos as funcdes poténcia de base x e as funcdes exponenciais de
expoente Xx.
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Exemplos

= Exemplo 4.8 — Primitivagcdo da funcdo poténcia definida por f(x) =x~!. Dada f(x) = %
procuramos encontrar F (x) cuja derivada verifique F’(x) = 1. Recorrendo ao cdlculo de derivadas
podemos escolher F(x) = In| x | uma vez que

1
F(x)=In|x|=F'(x) = -.
X
Assim concluimos que
1
/fdlen]xH-C,
X

onde C € R é uma constante arbitraria. n

» Exemplo 4.9 — Primitivacdo de funcdes poténcia definidas por f(x) =x", n # —1. Seja
f(x) =x", n # —1. Procuramos F(x) cuja derivada verifique F’(x) = x". Usando a regra de
derivagdo da pot€ncia vem

gx) =x""' =g/ (x) = (n+ 1)x".

Podemos escolher F(x) = ﬁx”“ uma vez que
ol )
F(x)= o = F'(x) =x".
Dai resulta
/x”dx = il +C,
n+1
onde C € R € uma constante arbitraria. n

= Exemplo 4.10 — Primitiva¢cdo das funcdes exponenciais definidas por f(x) = a* (a # 0, 1).
Seja f(x) = a*, a €]0,1[ ou a €]1,+oo[. Procuramos F(x) cuja derivada verifique F'(x) = a*.
Recordamos a férmula de derivagio

g(x) =a" = g'(x) =a"Ina.

Vamos escolher F(x) = % dado que
F) = o = Pl = o
XxX) = X)=a .
Ina

Dai resulta

X
/axdx: a——f—C,
Ina

onde C € R é uma constante arbitraria. n

= Exemplo 4.11 — Distribuicdo de Poisson. Neste exemplo iremos ilustrar a aplicabilidade da
distribuicdo de Poisson' no contexto de primitivas.

Note que esta distribui¢éo corresponde a familia de fungdes (p,)sen,. definida pontualmente
por

Vide o link https://www.sciencedirect.com/topics/mathematics/poisson-distribution
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Decorre da regra da derivag@o do produto que p,4 satisfaz a propriedade
Pt (%) = pu(x) = pui1 (x) [verifique!].
Assim, a fungdo F : R — [0, 1] definida por
F(x) = pps1(x)
€ uma primitiva da func¢do p,, — p,,+1 no intervalo / =R, e

[ a0) = prs)dx = prr () +C.

com C € R constante arbitraria, uma familia de primitivas da funcao p; .
Deixamos ao cargo do leitor verificar ainda que, para valores de n > 1, a formula de
primitivacio também ¢ satisfeita:

(a1 = 20(5) 4 s () dx = pa(x) = pasa () +.C, CER

— Andlogo ao Exemplo 4.11. Para cada n = 1,2,..., determine a derivada da
funcgido
4)an
Fn(X) = 7, x eR.

De seguida, use a derivada de F;, para determinar a funcio f que satisfaz
/f(x)dx =F,(x)+C, CeR,

onde C € R é uma constante arbitraria.

Consideremos as fungdes seno hiperbolico e cosseno hiperbdlico introduzidas e estudadas na
subse¢do 1.5.5 do capitulo 1 Func¢bes Elementares e Graficos.

= Exemplo 4.12 — Primitivagao das fungdes hiperbdlicas. Recorrendo ao célculo de derivadas
ilustrado no Desafio 3.9 do capitulo 3 Derivadas e Aplicacoes:

(sinhx)' =coshx A (coshx)’ = sinhx

obtemos, respetivamente
/ coshxdx =sinhx+C A / sinhxdx = coshx+C

onde C € R é uma constante arbitraria. n

Consideremos agora as func¢des trigonométricas introduzidas e estudadas na subsecdo 1.5.8 do
capitulo 1 Fungoes Elementares e Graficos.

= Exemplo 4.13 — Primitivacdo das funcdes trigonométricas usuais. Recorrendo ao cdlculo
de derivadas vem
(sinx)' =cosx A (cosx)' = —sinx

Dai obtemos respetivamente

/cosxdx:sinx+C A /sinxdx:—cosx+C
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onde C € R é uma constante arbitraria. De modo analogo, prova-se que
/ sec’xdx =tg(x)+C A / secx tg(x)dx =secx+C
onde C € R é uma constante arbitriria, uma vez que
(tg(x)) =sec’x A (secx) =secxtg(x).

— Primitivas envolvendo funcdes cotangente e cosecante. Determine as fungdes
f,g e h para as quais

/f(x) dx = cotg(x)+Cy,

/ (x)dx = cosec(x)+Cy,

8
V2 V3
/ h(x)dx = TCosec(x) — Tcotg(x) +Cs,
onde Cj,(C,,C3 € R sdo constantes arbitrarias.

Por fim, consideremos duas fungdes trigonométricas inversas arcoseno e arcotangente, € um
exemplo andlogo, envolvendo a derivacdo de fun¢des hiperbdlicas inversas.

= Exemplo 4.14 — Primitivacdo das fungoes trigonométricas inversas. Na subsecéo 3.2.5 De-
rivadas de funcdes trigonométricas e trigonométricas inversas do capitulo 3 Derivadas e
Aplicacgoes verificimos que
1 1

A (arctanx)’ =

V1—x2 IEE

Estas regras de derivacdo permitem-nos concluir que

(arcsinx)’ =

1 ) 1
/mdx:arcsmx—l—C A /1+x2dx—arctanx+C,

onde C € R é uma constante arbitraria. n

= Exemplo 4.15 — Revisdo da formula de derivacdo da fungdo inversa. Suponhamos agora
que pretendemos determinar a fun¢ao f tal que

/ﬂmw:mm*@+a

onde cosh™! : [1,4-oc0[— [0, 4-co[ denota a inversa da fungio cosseno hiperbélico.
Primeiramente, observe que o Teorema 3.2.4 abordado no capitulo 3 Derivadas e Aplicacoes
permite-nos escrever

1
(cosh 1Y (x) = o' ()’ onde y=cosh™!(x).

Da equivaléncia
y=cosh™!(x) <= x=cosh(y)
e das identidades

cosh?(y) —sinh*(y) =1 e cosh’(x) = sinh(x)
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obtemos, para valores de x > 1, que

1
cosh’(y)
1
sinh(y)

1

(cosh™ ) (x) =

cosh?(y) — 1
1

x2—1

Portanto, a familia de fungdes x — cosh ™! (x) +C (C € R) fornece-nos uma familia de primitivas
para a funcdo f definida por

A semelhanca do raciocinio adoptado na se¢io 3.2.5 Derivadas de funcées trigo-
nométricas e trigonométricas inversas do capitulo 3 Derivadas e Aplicac¢ées, nio
foi necessdrio em momento algum determinar uma férmula explicita de cosh™! :
[0, 4o0[— [1,+4oo[ para calcular a sua derivada. Apenas precisimos de garantir a
monotonia do gréfico, via o estudo da primeira derivada de x — cosh(x) — a fungéo
x — sinh(x) — e de excluir os pontos x = cosh(y), para os quais sinh(y) # 0.

Para tal, recorremos exclusivamente aos resultados ja abordados no Desafio 1.48 do
capitulo 1 Funcdes Elementares e Graficos, e no Desafio 3.9 do capitulo 3 Deriva-
das e Aplicacoes.
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1@=Se(a >0, cosh(z))

o
-6 -5 —4 -3 -2 -1 o ~ 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.1: Tlustracdo grifica do Exemplo 4.15 com recurso Corolario 1.4.6. Para determinar
graficamente a inversa da funcio cosseno hiperbdlico como sendo o gréfico representado a laranja,
obtido por reflexdo do gréifico a magenta relativamente a recta y = x (recta pontilhada a cinza)
considerdmos apenas os valores de x > 0 — que correspondem aos valores em que x — cosh(x) é
estritamente crescente (grifico a magenta), de modo a garantirmos a injectividade. Adicionalmente,
para determinarmos a derivada da fungdo inversa, excluimos o ponto y para o qual sinh(y) = 0. Da
equagdo x = cosh(y) retirimos que o ponto (0, 1) = (0,cosh(0)) — ponto aberto aberto a magenta
—do gréafico da funcio cosseno hiperbdlico devera ser excluido no cdlculo da derivada da funcao
inversa via Teorema 3.2.4. Com esta restricdo garantimos automaticamente a exclusdo do o ponto
(1,0) = (1,cosh!(1)) — ponto aberto aberto a laranja — do calculo da derivada (cosh™!)/(x).
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Tabela de Primitiva¢cdo Imediata

Quando se pretende determinar o integral indefinido de f, € preciso procurar outra fungdo F cuja
derivada F’ seja igual a fungdo integranda f. A fung¢do encontrada € entdo igual, a menos de uma
constante, ao integral indefinido de f.

Este procedimento decorre imediatamente da construg@o de integral indefinido de f. Assim
parece 6bvio que a partir de uma tabela com regras de derivacdo se obtém uma tabela correspondente
com regras de primitivacdo e vice-versa.

A tabela constituida por um conjunto de primitivas e construida dessa forma diz-se tabela de
primitivacdo imediata.

0 | [ rwas

1

- In|x|+C

+ p+1

xP ol +C
p+1

a* a——i—C
Ina

sinhx coshx+C
coshx sinhx+C

sinx —cosx+C
cosx sinx+C
tgx In|secx|+C
sec” x tgx+C
secxtgx secx+C
IJ:XZ arctgx+C
! arcsinx +C

V1—x?

Tabela 4.1: REGRAS DE PRIMITIVACAO IMEDIATA
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Regras de Primitivagcdo Imediata Generalizadas

Consideremos agora uma mudanga de escala na varidvel independente.

= Exemplo 4.16 — Primitiva envolvendo a fungdo cosseno. Seja f(x) = cos (ax), a # 0.
Procuramos F(x) cuja derivada verifique F'(x) = cos (ax). Recorrendo ao célculo de derivadas
vem
(sin (otx)) = acos (oux)
Dai obtemos
/ ocos (ax)dx = sin (ax) +C

onde C € R € uma constante arbitraria.
Reparemos que podemos multiplicar uma expressdo por uma constante ndo nula o e pelo seu
inverso 1/, isto é,

f)= L aft).
Entao temos

1 1 1
/cos(ax)dx:/aacos(ax)dx:a/acos(ax)dx:asin(ax)—i—c.

De modo andlogo, prova-se que
. 1
sin (ox) dx = — 5 S8 (ax)+C,
onde C € R é uma constante arbitraria.

— Primitivas envolvendo fungoes trigonométricas. Calcule as seguintes primitivas:

/sin(ax+[3)dx & /cos(ocx—l—ﬁ)dx.

1

%, 0.
B2 +x? b7
Procuramos F (x) cuja derivada verifique F'(x) = f(x). Recorrendo ao cdlculo de derivadas vem

<arctan (;))/ = 152)2 = ﬁzllixz - ﬁzlj-xz

BZ

/ ﬁzlj_xzdx = arctan (;) +C

onde C € R € uma constante arbitraria.
Reparemos que podemos multiplicar uma expressido por uma constante nao nula f3 e pelo seu
inverso 1/, isto é,

= Exemplo 4.17 — Primitiva envolvendo fung¢do arco tangente. Seja f(x) =

Dai obtemos

Entao temos

/ﬁzl_i_ﬁdx:/;ﬁzﬁ_xzdx:;arctan <E> +C.
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De modo anélogo, para 8 > 0 prova-se que

dx = arcsin (x) +C

[ 7= B

onde C € R é uma constante arbitraria.

— Primitiva envolvendo fun¢do arco cosseno. Para o € R e f # 0, determine a

funcdo f tal que
/f(x)dx = arccos (x—ﬁa) +C,

onde C € R é uma constante arbitraria.
O que pode concluir acerca da primitiva / f'(x) dx?

Primitacdo envolvendo composicdo de fungoes

Dada a funcio integranda f, suponhamos que existem fungdes derivaveis u e g
tais que

f) =1 (x)g'(u(x)).

Entdo a fung¢do composta F, definida por F(x) = g(u(x)), € uma primitiva de f e
[ 1dx = glut) +c

onde C € R é uma constante arbitraria.

Demonstracdo. Com efeito, pela regra da derivagdo da fungdo composta — vide Teorema 3.2.3 do
Capitulo 3 Derivadas e Aplicacdes — temos

F'(x) = (gou)'(x) = u'(x)g' (u(x)) = f(x).

Para cada escolha apropriada de g obtemos uma férmula de primitivacao.

Coroldrio 4.3.2 — Primitivacdo envolvendo a fung¢do arco tangente. Por exemplo, fa-
zendo g(x) = arctanx temos

fx) =u'(x)

uma vez que

Logo

/ljf/f;)(@dx:arctan(u(x))‘i'c

onde C € R é uma constante arbitraria.
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— Primitiva envolvendo a equagdo da pardbola. Verifique que

1 1 a
dx = t —(x—nh R
/a(x—h)2+k X marcan<\/;(x ))+C, Ce

desde que as constantes a,b € R satisfagam as condigdes a # 0 e 7 > 0.
De seguida, use a igualdade acima para determinar a primitiva

1
4
/x2+2x+3 o

Primitacdo envolvendo a derivada logaritmica

Suponhamos que pretendemos verificar a férmula
/tg(x)dx =In|sec(x)|+C, CeR

que aparece na subsecio 4.2.2 Tabela de Primitacao Imediata.
Tendo em conta que
. . /
sinx —sinx cosx
g ST (i) (cos)
cosx COSX cosx
precisamos de uma férmula para determinar a primitiva¢do do quociente entre a derivada da funcéo

e a prépria funcao.

Coroldrio 4.3.3 — Primitivacdo do quociente entre a derivada e a fung¢do. Seja u uma
funcdo derivdvel. Entao

M,<x) =1n|ux
/M@yhll(ﬂ+a

onde C € R é uma constante arbitraria.

Demonstragdo. Usando o Teorema 4.3.1 com g(x) =1In| x | vem
' (x)

u(x)

L
f(x) =u (x)u(x)

|
= Exemplo 4.18 — Primitivacdo da funcdo tangente. Verificamos que
/
/tg(x)dx: / —de: —/ (cosx)’ dx=—1In|cosx|+C
COSX COSX
1
onde C € R é uma constante arbitrdria. Atendendo a que secx = cosx podemos escrever
X
/tg(x)dx: In|secx|+C.
|
= Exemplo 4.19 — Primitivagdo envolvendo fun¢cdes racionais. Verificamos que
X 1
——d 1 1)+C
/x2+l o 2x2+1 2/x2+1 1)+
onde C € R é uma constante real arbitraria. "

— Primitivas envolvendo fungoes hiperbdlicas. Determine

/ cosh(ox+ )
sinh(ox+B) + o+ B

assumindo que ¢ #0e B € R.
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Primitivacdo de funcdes poténcia

Coroldrio 4.3.4 — Primitivacdo do produto entre a funcdo e a sua derivada. Seja u uma
funcdo derivavel. Entdo

/ u (x)u(x)dx = %uz(x) +C,

onde C € R é uma constante arbitraria.

Demonstracdo. Aplicando a regra da derivada do produto u x u obtemos

(uxu)(x)=2u(x)ulx) < %(u xu) (x) = u' (x)u(x)

— (;bﬂ),(x) — i/ (ulx).
[ |

= Exemplo 4.20 — Primitivacdo envolvendo funcdes hiperbdlicas. As propriedades de deri-
vagdo das fungdes hiperbolicas ilustradas no Desafio 3.9 do Capitulo 3 Derivadas e Aplicagoes
permitem-nos obter duas férmulas distintas de primitivagao:

/sinhxcoshxdx:/sinhx(sinhx)’dx:

cosh®x

/sinhxcoshxdx:/(coshx)’coshxdx:

onde C;,(C, € R sdo constantes arbitrarias.
Adicionalmente, a propriedade

cosh’x —sinh?x = 1

ilustrada no Desafio 1.48 do Capitulo 1 Func¢oes Elementares e Graficos, permite-nos concluir
que ambas as primitivas diferem pela constante C = %, uma vez que

cosh?x B sinh?x n 1
22 2’
0 que atesta que ambas as primitivas determinadas satisfazem as condi¢des do Corolario 3.3.4 do
Capitulo 3 Derivadas e Aplicacdes. "

sinh (2x)

Poderia ter também considerado a identidade sinhxcoshx = para concluir

que a fun¢do
cosh(2x)
’_> [
4
também € uma primitiva de x — sinhxcoshx — neste caso, imediata.

= Exemplo 4.21 — Primitivas envolvendo fungdes trigonométricas inversas. Verificamos que

2

arcsinx . . arcsin” x
N dx = / arcsin x(arcsinx)’ dx = s+ C,
—Xx

onde C € R é uma constante arbitraria. n
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senh?(z)

Figura 4.2: Representagdo grafica das primitivas obtidas Exemplo 4.20, e da primitiva imediata —
grafico a magenta — caso tivéssemos usado a identidade identidade sinhxcoshx = %sinh (2x).

A propriedade acima ilustrada pode ser ainda generalizada para func¢des poténcia de ordem p,
com p # —1.

Coroldrio 4.3.5 — Primitivacdo de funcoes poténcia. Seja u uma funcéo derivdvel. Se

p # —1 entdo
p+1(x)
(x)uP (x) dx = = +C
/u(x)u (x)dx |

onde C € R € uma constante arbitraria.

xp+1

p+1

Demonstrag¢do. Usando a proposi¢do com g(x) = vem

= Exemplo 4.22 — Primitivagdo envolvendo fungoes poténcia. Verificamos que
(Vx+1)3 Va3 3x4+3/x+1
[ e = dx
V/x VX
= / (x3/2+3x+3x1/2+1>x*1/3dx

= /x7/6+3x2/3+3x1/6+x_1/3dx
6 136, 9 53, 18 756, 3 253

= = < = - c
13x + Sx + 7 x4 2x +

= %xzf/;c—i— gx\%?—{—

1
78x\6/}+%\3/?+c,

onde C € R é uma constante arbitraria. n
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— Primitivas envolvendo fun¢oes trigonométricas. Calcule as primitivas abaixo:
1. / tg? (x) sec? (x)dx;

2. / cotg? (x )cosecZ(x)dx;

3 / sin(x
\/3— 2cos2

Primitivacdo de funcdes exponenciais

Coroldrio 4.3.6 — Primitivagcdo de fungdes exponenciais. Seja u uma fungio derivéavel. Se
€ (]0,1[U]1,+4-o0|) entdo

/ ' (x)a*™ dx = a*™ 4 C,
onde C € R € uma constante arbitraria.

a

= Exemplo 4.23 — Primitiva¢gdo envolvendo fungoes exponenciais. Verificamos que

ef+e 1
/excoshxdx = /exu—ze>dx:2/(e2x+l)dx

_ 2/ Pt~ /ldx

= — C
4+2+

onde C € R € uma constante arbitraria. n
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Tabela de Primitivacdo Generalizada
A tabela abaixo corresponde a tabela de primitivagdo imediata generalizada, obtida a partir do

Teorema 4.3.1.

Tabela 4.2: REGRAS DE PRIMITIVACAO IMEDIATA GENERALIZADAS

f(x) | [flydx ]
1yp w1 (x)
u (x)u 1()c) ,,(p);é -1 e +C
mb;(j) log, | u(x) |+C
] jflp(;)(x) arctg (u(x))+C
lu/();)z o arcsin (u(x)) +C
o (e ) Cllu ()
na
u' (x) sinh (u(x)) cosh (u(x)) +
u' (x) cosh (u(x)) sinh (u(x)) +
' (x) sin (u(x)) —COS(M(X))
' (x) cos (u(x)) sin (u(x)) +
( )tg (u(x)) In| sec (u(x)) HC
'(x)s 02 (u(x)) tg (u(x)) +
u (x )SGC( (x)) tg (u(x)) SGC(M(X))+C
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Métodos de Primitivacdo
Método de Primitivacdo por Partes

O integral indefinido de um produto de fun¢des nio € igual ao produto dos integrais indefinidos,
isto é,

[ fwsdx# [ sidx [ s

Qual é entdo o desenvolvimento de

[ rg)ax

Seja g uma funcéo derivdvel e f uma fungdo que tenha uma primitiva F(x). Aplicando a regra de
derivagdo para o produto F(x)g(x) vem

(F(x)g(x)) = F'(x)g(x) + F(x)g'(x)

sendo equivalente a

JIF g+ F g (9] dx = F0)g(x)

Usando a propriedade da soma, vem ainda

[ F0g@drt [ g (x)dr=Fg()

Atendendo a F'(x) = f(x) temos

[ 10 dx+ [ Fo)g () dx = Fg()

Em geral, quando quiser primitivar um produto de duas fungdes f e g, pode aplicar o método de
primitivacdo por partes:

[ 1000 dx = Flx)g) = [ Fx)g/(x)

sendo F uma primitiva de f.
Tendo em vista a implementag@o do método, deve escolher-se de modo mais conveniente a fun¢io
f a primitivar. Nesse sentido, vamos estabelecer algumas regras para o calculo da primitiva do
produto por esse método.
1. Quando se conhece a primitiva de apenas uma das funcdes, inicia-se o processo comecando
pela primitivacdo da propria.

= Exemplo 4.24

2
/xanxdx = %lnzx—/xlnxdx

2

2
= %lnzx—%lnx—i—/%dx
2 2 2
= %lnzx—%lnx—i—%—i—c

2. Registe-se que o método também se desenvolve para obter a primitivacdo de uma udnica
fungdo. Basta escolher f(x) = 1 para comegar a primitivar.
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m Exemplo 4.25 Usando a férmula de primitivag@o por partes, segue que

/ln(xz)dx = /l.ln(x2 dx

= /x’ln(xz)dx

Com base na identidade In(x?) = 2In|x| (x € R podemos também concluir que

/1n(x2)dx = 2x(In|x|—1)+C, CER.

= Exemplo 4.26
/arcsinxdx = /l.arcsinxdx

= xarcsinx —

[ =

—dx

1 —x2

= xarcsinx++v1—x2+C

n

3. Quando ambas as fun¢des t€m primitiva, o processo deve arrancar com a primitivacdo da
funcdo que menos se simplifica por derivacao.

= Exemplo 4.27

/4();:_#)361)6 = /x(x—l—l)_3/4dx

= Ax(x+1)i— /4x+11

NIV

= dx(x+1)i— ?(x+1)’+C

16
= 4xx4/x+1—?(x+1)\4/x+l+c

4
= g(x—4)\4/x+1+C

Agora suponhamos que quer determinar a primitiva de um produto de um polinémio por uma
funcdo transcendente. Assim
(i) Se a derivada da funcdo transcendente ainda € uma funcao transcendente entdo deve-se
primitivar a prépria.

= Exemplo 4.28
/xcoshxdx = xsinhx—/sinhxdx

= xsinhx —coshx+C
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|
(i1) Se a derivada da funcao transcendente ja ndo € uma funcio transcendente entdo deve-se
primitivar o polinémio.
= Exemplo 4.29
x2 X
/ xarctanxdx = —arctanx — / STy dx
2 2(1+x )

2
= xzarctanx—/< )dx

2
= —arctanx — 5 + = > arctanx +C

N\»—AN =

( 2+1) arctanx—%—i—C
[ ]

4. Primitivando por partes duas vezes consecutivas pode acontecer que regresse a primitiva de
origem. Nessa situac@o deve tratar a igualdade como uma equagdo em que a incégnita é
precisamente a primitiva desconhecida. Encontrara a solugdo se isolar a primitiva num dos
membros da equacio.

= Exemplo 4.30 Primitivando por partes duas vezes obtém-se

ax

/ e“ cosbxdx = ﬁ(

bsinbx+acosbx)+C
Comegamos por escolher, por exemplo f(x) = ¢, e desenvolvemos

1 b
/e“xcosbxdx = fe“xcosbx—i—f/eaxsinbxdx
a a

Por outro lado, escolhendo novamente f(x) = ¢**, temos

1 b
/e“xsinbxdx = fe“xsinbx—f/e“xcosbxdx
a a

Logo

1 b /1 b
/e‘”‘cosbxdx = —e®cosbx+ — (e“xsinbx—/e‘”‘cosbxdx)
a al\a a

2

1 b b
= fe“xcosbx—k—eaxsinbx——/eaxcosbxdx
a a? a2

donde
b*\ [ 1 b
<1+2>/e cosbxdx = —é° cosbx+ e *sinbx
a a

ou seja,

2+ b2 1 b
<a t )/e cosbxdx = —e™ cosbx + — e sinbx
a a a?
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que € equivalente a,
2
1 b
/ e®cosbxdx = — [ —e™coshx + —e“sinbx
a*+b* \a a?

1
= i (ae™ cosbx + be™ sinbx)
a
ax

= m ((lCOS bx+bsinbx)

Método de Primitivacdo por Substituicdo
Tem também ao seu dispor um outro método, conhecido por método de primitivagcdo por substitui-
¢

do:
[ 10dx= [ fe)g dr = F(s(0)+C = Fx) +C

Esclareca-se que este método se desenvolve por diferentes fases:
1. A mudanga de varidvel por meio de x = g(¢)
2. A diferenciac@o da varidvel x origina dx = g'(¢)dt
3. A substituicdo de x e dx da origem a uma nova funcéo de ¢

(Fog)'(r) = flg(®)g'(t)
4. O célculo de uma primitiva de (F o g)’(¢) vai originar (F o g)(¢)

5. O regresso a varidvel x por meio de x = g(¢)

Este método de primitivagdo é complementar a primitivagdo envolvendo a composi¢ao
de funcdes — vide Teorema 4.3.1.

Em geral ¢é utilizado em casos em que néo € imediato obter uma férmula fechada com
base na tabela ilustrada na subsecio 4.3.4 Tabela de Primitivaciao Generalizada.

= Exemplo 4.31 — Composicdo de funcodes vs. substituicdo. A primitiva
/(5x3 —4)7x%dx

pode ser calculada de dois modos distintos:

Via composicao de fun¢ées. Observando que
(55> —4) = 154

segue que

1
/ (523 —4)x%dx = s / (5x —4)"15x%dx

1
T / (5x> —4)7(5x° —4)'dx

1 1

= E X §/8(5X3 —4)871(5)(?3 —4)/d.x
1

= —IZO(SX3 4%+,

onde C € R é uma constante arbitraria. [ |
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Via substitui¢io. Tome-se ¢ = 5x° — 4. Segue entiio que
dr = (5x° —4)dx = 15x%dx.
ou equivalentemente, |
xdx = Edl.
Logo

1
/ (5x° —4)¥dx = Eﬂdt.

Usando agora a tabela da subsecdo 4.2.2 Tabela de Primitivacao Imediata concluimos que

1 4 1
—t'dt = —t°+C
15 120 +6

onde C € R € uma constante arbitraria.
Recuperando a mudanga de varidvel t = (5x° —4)7, concluimos que

1
/(5)(3 —4)¥dx = 1—20(5)63 —-4¥ 4,

como pretendido. |

— Derivacdo da composta vs. substituicdo. Determine

3x—1
e
————dx
V1— et
por dois métodos distintos:

1. Via derivagdo da fungdo composta;
2. Via método da substituicao.

» Exemplo 4.32 — Por partes vs substituicdo. A familia de primitivas

/i,
1+¢€*
terd de ser forcosamente calculada por substituicdo. Comegemos por verificar que o método de
primitivacdo por partes ndo é a melhor escolha neste contexto:

dx

Usando primitivacao por partes. Primeiramente,

/ e dx:/F(x)g(x)dx,

1+e*

onde

X

_ [4
T I4er?

F(x) =¢"e g(x)

Segue entdo que

/ 1e+2xexdx = F()G() - / F'(x)G(x)dx,

onde G é uma primitiva de g.
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Usando agora o facto que g corresponde a derivada logaritmica de x — e* + 1, i.e.

o (1+eY
gx) = e

= (n(1+¢9),

segue entdo, para a escolha G(x) = In(1 + ¢*) que

2x
/ 1j_exdxzexln(1+e'x)—/e’cln(1+ex)dx.

Agora, para continuarmos a calcular

/exln(l +e%)dx

teriamos que forcosamente considerar a substituicdo t = ¢* para transformarmos numa primitiva
mais facil de calcular por partes:

/exln(l—l-ex)dx = /ln(l—l—t)dt
= /t’ln(l+t)dt

= (conclua, como exercicio).

Por substituicdo. Ao comecarmos por fazer a mudanga de varidvel ¢* = ¢, podemos facilmente
verificar, ap6s calcularmos o diferencial® dx:

que

. 2x l2 1
/ i = [ la
1+ e* 1+t

= t—In(1+7)+C
= ¢ —In(1+¢€")+C.

= Exemplo 4.33 — Por partes ou por substituicdo. Vamos calcular a primitiva

/X\/ﬁdx

2Note que ¢* = ¢ ¢ equivalente a x = In(t).
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por dois métodos distintos. Deixamos ao cargo do leitor a verificacdo de que ambas as primitivas
(Cy = Cy = 0), apds algumas simplificacdes coincidem com

V3—x

2x—3)(x+2)¥

Para mais detalhes, vide os calculos simbdlicos realizados no GeoGebra:
https://www.geogebra.org/calculator/bandxkkm

Por partes.

/xﬂdx = /x(3—x)%dx

2 2
2 3 4 5
= —Zx(3—x)2——(3—x)2
3x(3 X) 15 (3—x)2+(y,
onde C; € R é uma constante arbitraria. |

Substituicdo. Para a substitui¢iio x = 3 —¢2, o diferencial dx é dado por

dx = —2tdt.
Segue entdo que
/x\/ﬁdx = /(3—1‘2) 1.(=2tdr)
= /(—6t2+2t4)d1‘

2
= -2+ §t5 +C

[SI[o%)

2
(B-x)21+C

= —2(3—x) —1—5

onde C, € R é uma constante arbitraria. |

— Substituicdo. Use o que aprendeu nos exemplos anteriores para calcular as
primitivas abaixo:

1
1./ dx;
Wslﬂ’“
2./701.
\/i\/mx


https://www.geogebra.org/calculator/bandxkkm

4.4 Métodos de Primitivacdo 217

= Exemplo 4.34 — Por partes e por substituic@o. A semelhanca do Exemplo 4.26, podemos

também adoptar primitivagao por partes para comecar a calcular / arccos(5x — 3)dx por partes:

/a.rccos(Sx— 3)dx = /x’ arccos(5x — 3)dx

= xarccos(5x—3

-5
)—/x—dx
V1= (5x—3)2
5
= xarccos(5x—3)+ / S S—
V11— (5x—3)?
Fazendo a substituicdo t = 5x — 3, segue que

1
Sx=t+3 & dx:gdt.

Esta substituicao conduz-nos a seguinte igualdade:

/ Sx dr — t+3 ldt
V1= (5x—3)2 V1—125

1 t 3 1
- / —dt+ = / —dt
5/ V1= 5) V1-¢
Esta ultima envolve a soma de duas primitivas [quase] imediatas, se nos lembrarmos das
seguintes regras de derivagao:

\/ll—itz = (—arccos(t)),
(Vi) = !

V-2

Concluimos entdo, apds recuperarmos a mudanca de varidvel t = 5x — 3, que

Sx 1 3
—— dx=——4/1—(5x—3)2 — Zarccos(5x—3) +C,
/w/l—(Sx—S)2 5 ( ) 5 ( )

onde C € R € uma constante arbitraria.
Portanto,

/arccos(Sx— 3)dx = <x— i) arccos(Sx —3) — %w/ 1—(5x—3)2+C, C € R arbitréria.

O inicio do processo de primitivacdo poderia-se ter iniciado com a substitui¢ao
t=5x—3:

1
/arccos(Sx— 3)dx = 3 /arccos(t) dt
seguido por primitivacao por partes:
1 t
z /arccos(t) dt = — arccos

1 t
5 0”5/@‘”'

Deixamos ao cargo do leitor a conclusao dos calculos auxiliares em falta.
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— Substituicdo por arco seno. Use a substituigdo ¢ = arcsin(x?) para determinar a

primitiva abaixo:
2x

/ V1 —x* (25 + arcsin®(x2)) &

— Por partes ou por substituicdo. Determine

/ 1.arccos? (x)dx

por dois métodos distintos:
1. Usando primitivacio por partes;
2. Recorrendo a substitui¢do x = cos(7).

Primitivacdo de Fun¢des Racionais
Definicdo 4.5.1 Func¢des Racionais
Sejam n > 0, m > 0 inteiros € a; (i = 0,...,n), b;(j = 0,...,m) nimeros reais tais que

aop 7& Oe bo 7& 0.
Diz-se que f € uma fung¢do racional se

f:D — R
p(x) apX* + a1 X" '+ .. +a,_1x+a,
q(x)  box™+bixm V. A by 1 x+ by

onde D = {x € R: g(x) # 0}.

x — fl)=

A funcido racional diz-se que:
* E prépria se n < m;
¢ E imprépria se n > m. Neste caso, podemos efetuar a divisdo de polinémios. Assim, obtemos
s(x) e r(x) tais que
px) =s(x)+ rx)
q(x) q(x)

onde o grau de r € inferior ao grau de g e o grau de s é n —m.

Fracdes parciais envolvendo polinémios de grau 1

Suponhamos que temos uma fungéo racional definida por f(x) = pEx;, onde g é um polinémio de
q(x
grau 1, ou seja g(x) = ax+b, a # 0. O seu dominio é D =R — {—3 .
Como determinar / i) ax?
ax+b

Se p é constante, isto é, p(x) = k € R para todo x € D entdo a primitivagdo € imediata. Temos

k k k
/ dx:f/ a dx=—-In|ax+b|+C
ax+b al) ax+b a

onde C € R € uma constante arbitraria.
Caso contrério, o grau de p é superior ou igual a 1. Assim € necessério efetuar a divisdo de p por q.
Daf resulta um polinémio s(x) e uma constante r tais que

plx) r
ax—+b =s(x)+ ax—+b
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onde o o grau de s é n — 1. Primitivando agora vem

;ﬁgf“ ::u/<dﬂ+}m:b>dx

;

- dxt [ ——d

Jotoder [ g

= /s(x)dx+£ln\ax—i—b|
a

onde C € R é uma constante arbitraria.

Fracoes parciais envolvendo polinémios de grau 2

Suponhamos agora que temos uma funcio racional definida por pgx))’ onde ¢ € um polinémio de
q(x

grau 2, ou seja ¢(x) = ax*> +bx-+c, a # 0. O seu dominio é dado por D = {x € R: ax* +bx+c #0}.

P

ax?+bx+c

Se p é um polinémio de grau 1 ou de grau 0, isto é, p(x) = cx +d, entdo temos

/ cx+d d / cx d +/ d J
——  —  dx = - dx - dx
ax?+bx+c ax?+bx+c ax?+bx+c

X 1
— - dx+d| ————d
c/ ax>+bx+c r /ax2+bx—|—c o

Como determinar /

onde C € R € uma constante arbitrdria. Caso contrrio, o grau de p € superior ou igual a 2. Assim é
necessdrio efetuar a divisdo de p por g. Dai resulta dois polinémio s(x) e r(x) tais que

plx) r(x)
ax? +bx+c _S(x)+ax2+bx+c

onde o o grau de s € n — 2 e o grau de r € inferior a 2. Primitivando vem

[t = [ (s gty

_ _

= /S(x)dx+/ax2+bx+cdx

= /s(x)dx—i—iln]ax—i-b]—i-c
a

onde C € R é uma constante arbitréria.
Nos proximas duas proposi¢cdes mostramos como determinar a primitivagao de

1 X
e .
ax? +bx+c ax? +bx+c

Dado o polinémio de grau 2, g(x) = ax® + bx + ¢, consideremos f(x) = i)

) q(x
1. Se g tiver apenas uma raiz real r entao

q(x) = a(x—r)?
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Logo
/f(x)dx:/a(xir)zdxzCll/(x—r)_zdx:—a(xl_r) +C

onde C € R é uma constante arbitraria.

. Se g admite duas raizes reais distintas r e s entdo

q(x) = alx—r)(x—s)
A correspondente frac¢do racional pode decompor-se em dois elementos simples

£) = 1 _ A B

alx—r)(x—s) x—r x-—s

sendo A e B constantes reais a determinar.
Reduzindo ambas as frac¢cdes ao mesmo denominador comum obtemos

1 aA(x—s)+aB(x—r)

a(x—r)(x—s) (x—r)(x—s)

o que implica

1=aA(x—s)+aB(x—r)

Fazendo primeiro x = r e depois x = s vem

respetivamente, logo

a(x—rl)(x—s) - a(rl—s) (xir_xis>

e por consequéncia

/de = /a(rl—s) <xir_x1s> dx

1
= =) (Injx—r|—In|x—s|)+C
1
= In
a(r—s)

X—r

+C

X—S

onde C € R € uma constante arbitraria.

3. Se g admite duas raizes complexas conjugadas p + gi e p — gi podemos escrever

q(x) =a[(x—p)* +¢*]
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A primitiva de f pode determinarise fazendo a substitui¢do x — p = gt.
/f(x) = / aG—pr a1
R ECEL
1
- [ @@

1
= —arctant +C
aq

1 —
= —arctan (x p)+C
aq q

onde C € R é uma constante arbitraria.

Dado o polinémio de grau 2, g(x) = ax? + bx + ¢, consideremos f(x) = R
1. Se g tiver apenas uma raiz real r entdo

q(x) = a(x—r)?

Logo

[ [ g = i

Aplicando a férmula de primitivacio por partes vem

1
/x(x—r)fzdx:— a —/— dx=——" +In|x—r|+C
x —r

X—r —r X

Por fim, obtemos

x In|x—r]|
+ +

[ rodr=1 [ xe—r2as=- .

a(x—r) a
onde C € R é uma constante arbitraria.
2. Se g admite duas raizes reais distintas r e s entao
q(x) = a(x—r)(x—s)
A correspondente frac¢io racional pode decompor-se em dois elementos simples

Flx) = X _ A o B

alx—r)(x—s) x—r x-—s

sendo A e B constantes reais a determinar.
Reduzindo ambas as frac¢cdes ao mesmo denominador comum obtemos

x aA(x—s)+aB(x—r)

a(x—r)(x—s) (x—r)(x—s)

o que implica

x=aA(x—s)+aB(x—r)
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Fazendo primeiro x = r e depois x = s vem

respetivamente, logo

X 1 r s
a(x—r)(x—s) alr—s) \x—r x—=
e por consequéncia

[a=e=9% = a9 (xir_xis> &

1
= =) (rln|x—r|—sln|x—s|)+C

3. Se g admite duas raizes complexas conjugadas p + gi € p — gi entdo

q(x) =a[(x—p)* +¢*]

Fazendo a substituicdo x — p = gt obtemos

[ s = | G

_ / (g +p)q
al(qt)* + 4]

2
qt / pPq
= ——dt ———dt
/ @) e

1 2t p
= — t+— dt
2a/t2+1 +aq ?+1

1
= —In(*+ 1)+£arctant—|—C
aq

2a
1 2 2 .
2a q> aq q

onde C € R é uma constante arbitraria.

Exemplos de primitiva¢cdo envolvendo fragcées parciais
m Exemplo 4.35 A frac¢@o racional

2 —6x+3
(x—2)3

¢ propria porque o grau do numerador € inferior ao grau do denominador. O denominador tem uma
raiz real, x = 2, de multiplicidade algébrica trés, por isso decompde-se em trés elementos simples

x> —6x+3 A A Az
= + +
(x—2)3 (x—=2)  (x—2)2 x-2

Reduzindo o segundo membro da equagdo ao mesmo denominador comum e igualando os numera-
dores das frac¢gdes obtém-se

X —6x4+3=A1 +Ar(x—2) +Az(x—2)>
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Fazendox=2vemA; = —5.
Substituindo A; tem-se

X2—6X+3_ -5 + A2 + A3
(x—2)3  (x—2)%  (x—-2)2 x-2’

o que implica que
X —6x 43 = Asx® 4 (—4A3 +Ar)x + (4A3 — 24, — 5).

Da igualdade de polinédmios resulta o sistema

Ay = 1
—4A3 +A, = —6
4A5 —2A, —5 = 3

cuja solugdo é dada por A, = —2 e Az = 1. Portanto

xX—6x4+3 -5 2 1
(x—2)3  (x—2) (x—2)2 x-2

Agora a primitivagdo da fracc¢ao racional torna-se imediata

/<_—62>+3d - /(<x_52>3‘<x 22>2+x12) =

= —5/x 2) Sdx— Z/x 2) 2dx+/

= 5 ~2) 2 42(x—2) " +Injx—-2|+C

5 2
_ Injx—2[+C
S—ap Ty tinlx=2 i

m Exemplo 4.36 A fracgdo racional prépria decompde-se em dois elementos simples

=1 _ Ax+b +A2x+b2
(2+1)2 (2412 22+1

Multiplicando ambos os membros por (x> 4 1)? obtém-se
B —1=Ax+b+ (2 +1)(Agx+b2)
e ainda
X —1=Ax> +box® + (A +A2)x+ by + by
Da igualdade de polindmios resulta o sistema
Ay =
b, =

Al +A
bi+by = -

—_—0 O =
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cuja solugdo é dada porA; = —1,A2 =1, by = —1 e b, =0. Logo

-1 —x—1 X

@12 (@1 2t

/x3—1 dx = / ol + a dx
(241277 (24+1)2 " x2+1
—x—1 X
= ——d. —d
/(x2+1)2 ”/x2+1 X
X 1 1
= — | ———dx— [ ———dx+-Inx*+1
/(x2+1)2 x /(x2+1)2 x+2 nx” +
1 1

1
S - 1—/7 .
s T |

Primitivando a fra¢do prépria ﬁ vem

/ 1 J /—x2+1+x2d
—aX = —_—aX
(x2+1)? (2 +1)2
2
—X 1
= —d —d
/(x2+1)2 x+/x2+1 o

X 1/ L v tarct
= < = —— dXxX - arctanx
22 +1) 2J x¥*+1
X 1

= ———+ -arctanx+C, CeR.

2(x2+1) 2
Portanto,
=1 1 1 X 1
dx=—+-In(x*+1)— ———— — —arct C, CeR.
/(x2+1)2 Y= onag ) T2 ) T ppagyy Ty dreany £ G

m Exemplo 4.37 A frac¢ao racional definida por

Wy = P X

glx) -1

é impropria porque os polinémios p e ¢ tém o mesmo grau. Por isso deve-se efectuar a divisao
entre os polinémios obtendo-se
1

h(x):1+x47—1

A parte propria da frac¢do racional pode-se decompor em trés elementos simples

1 _ A n B +CJH—D
*-1 x—1 x+1 x2+4+1

Reduzindo ao mesmo denominador comum vem

1 AP+ DE+1D)+BE+1)(x—1)+(cx+D)(x* — 1)
-1 -1

o que implica que

1=AC*+1D)(x+ 1) +BE*+1)(x— 1)+ (ex+D)(x* — 1)
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Fazendo sucessivamente x=1,x = —1 ex =i vem
1 1 1
A=- B=—- = D=—=
1 VAN 1 AN ¢c=0 A 3
Tem-se
I 1 1 1
-1 4x—1) 4(x+1) 2(x2+1)
Portanto,
x* 1
dx = 14— )d
/x“—l * /( +x41> *

1
= x—l—/ﬁdx
+/ 1 1 1 d
= X — — X
4x—1) 4(x+1) 2(x%*+1)
1 1 1 1 1 1
”4/%1 4) x 1™ 2/x2+1 *
1 1

1
- x+Zln|x—1 ]—Zln\x—i-l \—Earctanx—i—C

1
— —arctanx+C, C € R.

1
= 71
x+—=1In 3

4

x—1
x+1

m Exemplo 4.38 A fraccdo racional definida por

plx) =2t 4x -2 +1
g(x) x*+x?

h(x) =

& imprdpria visto que o grau de p € superior ao grau de g. Efectuando a divisdo entre os polinémios
obtém-se
1

h(x):x—2+m

A parte prépria da fracc¢do racional pode-se decompor em trés elementos simples

1 _A] Ay Bx—+c

2+ 2 x 0 K241

Reduzindo ao mesmo denominador comum vem

1 AL(2+ 1)+ Ay (¥ + 1)x+ (Bx +c)x?

x2(x2+1) x2(x2+1)

o que implica que
1=A (¥ + 1)+ A(x* + 1)x + (Bx + ¢)x?
Fazendo sucessivamente x =0 e x = i vem

A]:l A BZO A C:—l
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Substituindo tem-se
1=x*+1+A4(*+1)x—
e dai retira-se que necessariamente A, = 0. Logo

S B
2(x24+1) x2 K241

St -2+ 1 1
/x Al Al dx = / x—24+———)dx
x4+ x? x*+x?

2

X
= 572x+/xﬁdx
2
X
= —=2
2 H/ 2+1
2
X 1
= S [ i [ oy
2

1
= — —2x———arctanx+C, C€R.
2 X

— Substituicéo e Primitivacdo de Fungodes Racionais. Calcule a primitiva

1 +1tg(x)

d
T—tgn)™

usando a substitui¢do x = arctg(t).
Adicionalmente, verifique que esta coincide com a primitiva considerada no Desafio 4.3.

Primitivacdo de Poténcias de Funcoes Trigonométricas

Pretendemos ainda primitivar poténcias de fungdes trigonométricas.
No caso das poténcias de seno e cosseno a técnica de primitivagdo € diferente consoante o expoente
n é par ou impar.

Primitivas imediatas
m Exemplo 4.39 Utilizando as férmulas trigonométricas

COS2 X =

(1 —cos(2x))

N —

(1+cos(2x)) A sin’x=

| —

obtemos

1
/coszxdx = /5(1+cos(2x))dx

_ ;(/ 1dx+/c0s(2x)dx>

1 sin (2x)
= 2<x+ ) >—|—C

1 1
= §x+zsin(2x)+C, CeR
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/sinzxdx = /;(l—cos(2x)) dx
= ;(/ 1dx—/cos(2x)dx>
1

! <x sinéZx)) e

1 1
= fx—Zsin(Zx)—FC, CeR

[\

m Exemplo 4.40 Utilizando a férmula fundamental da trigonometria

2

sinx+cos’x =1

obtemos
/cos3xdx = /(l—sinzx)cosxdx
= /cosxdx—/sinzxcosxdx

1
= sinx—gsin3x+C, CeR

/sin3xdx = /(1—coszx)sinxdx
= /sinxa’x—/coszxsinxdx

1
= —cosx+§cos3x+C, CeR.

Férmulas de recorréncia

Nas poténcias de expoente n impar, n > 3, comegamos por destacar o fator sinx e substituimos
sin®x no fator resultante usando a férmula fundamental, ou seja,

sin?* ! x = sin? xsinx = (1 — cos®x)* sinx

onde n =2k +1, k > 2. Apos esta simplificacdo, a primitivacao de / sin” xdx é imediata.

Sendo o expoente n > 3 impar, como devemos proceder para determinar / cos” xdx?

Porém, para primitivar poté€ncias pares de seno e coseno com expoente n > 4 recomendamos a
utilizacdo das férmulas de recorréncia enunciadas na préxima proposicao.

Se n > 4 entdo

. . | R n—1 e
(i) [ sin"xdx= ——sin" ' xcosx+ /sm” 2 xdx.
n n

1 a1 . n—1 _
(i) [ cos"xdx= —cos" ' xsinx+ / cos" 2 xdx.
n n

No caso das poténcias de tangente a primitivacdo nao depende da paridade do expoente n.
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m Exemplo 4.41 Utilizando a férmula trigonométrica
2

tg?x =sec’x—1
vem
2 _ 2
/tg xdx = /(sec x—1)dx
= /seczxdx—/ ldx
= tg(x)—x+C, CeR
e

/ tgdxdx = / tgxtg’xdx
= /tg(x)(seczx—l)dx

= /tg(x) seczxdx—/tg(x)dx
1
= Etg2x+ln|cosx\—|—C, CeR.

Podemos generalizar para qualquer poténcia da tangente de expoente n, n > 4. Assim, comeca-

mos por destacar o fator tg’x e substitufmo-lo por sec’x — 1, ou seja,
tg"x = tg" 2xtg’x = tg" 2x(sec’x — 1) = tg" 2xsec’x — tg" 2x

Ap6s a simplificagdo vem

/tg”xdx = /tg”’zxseczxdx—/tg”’zxdx

1
= tg" lx— / tg" 2xdx
n—1

Deste modo obtivémos uma férmula de recorréncia.

No caso das poténcias da secante a primitivagdo depende da paridade do expoente n.

m Exemplo 4.42 Utilizando a férmula de primitivagdo por partes obtemos

/ sec’xdx = / sec’ xsecxdx
= tg(x)secx— / tg(x) secxtg(x) dx
= tg(x) secx—/secx(seczx—l)dx
= tg(x) secx—/sec3xdx—|—/. secxdx

= tg(x) secx—/sec3xdx+10g|secx+tg(x)|.

Dai resulta
2/ sec’ xdx = tg(x) secx + log | secx + tg(x)|
isto é,

1 1
/ sec’ xdx = Etg(x) secx+ Elog |secx+tg(x)|+C, CeR.
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Nas poténcias de expoente n fmpar, n > 4, comecamos por destacar o fator sec® x. Aplicando a
técnica de primitivacdo por partes podemos obter a seguinte formula de recorréncia

1
/sec"xdx:ﬁ "% xtg(x) n_l/sec" 2

m Exemplo 4.43 Utilizando a férmula trigonométrica

sec’x = 1 +tg’x
vem
/ sectxdx = / (1+tg’x) sec’ xdx
= / sec’xdx+ / tgxsec’ xdx

1
+ —tg3x +C

= tg(x) 3

2

Nas poténcias de expoente n par, n > 4, comegamos por destacar o fator sec” x e substituimos

sec? x no fator resultante, ou seja, fazendo n = 2k+2, k > 1 temos

ec? 2 x = sec? xsec? x = sec?x(1 + tgx)*

= Exemplo 4.44

/(secxtg(x))3dx = secxtg(x)(secxtg(x))? dx

secxtg(x)sec? x(sec’x — 1) dx

secxtg(x)(sec* x — sec” x) dx

Il
\\\\

secxtg(x)sec xdx — / secxtg(x)sec’ xdx

x sec3 X

= C, CeR.
5 3+ €
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Exercicios Propostos

43. Verifique as seguintes férmulas de primitivagao

1
_ — X — 2
a) /H_exdx In(e™+1)+C /ﬁdx ln<2x+\/1+4x>

dx = arcsin (x/V/5) +C

C secxdx =In|secx+tgx|+C
© f secx +tgx| —

x2_
(e)/ L = e (f)/de:Zarctg(\/})—kC

xX2/x2—1 X
44. Determine a primitiva F' da funcio f cujo gréfico contém o ponto P:
1
(a) flx)=2x=2,P=(2,1) () fl)=—,P=(=¢l)
(¢) flx)=—x2, P=(1/3,2) (d) f(x)=sinx, P=(0,~1)

45. Calcule, recorrendo a tabela de primitivacdo imediata, as seguintes primitivas:

(a) /(2 x+\f—|—\/3>> dx (b) /(x—ﬁ)%zx (c) /xmczx

2 2vx e
3x
L Ve f -
(d) /<e + \/Z)dx © [ rar (f) /eh_zex_i_ldx
In|x| _ . arcsin (2x)
dx h /smhxcoshxdx i ——dx
® [ () 0 [
e sin (2x) 1
—Fd k ———d 1 d
) /l—l—ezx * () 1 +sin’x ! ) /xln|x| *
3e* coshx sinhx
m dx n / —————dx o / ————dx
(m) 1+e (m) 1+ sinh®x (©) 1 + sinh®x
) [ = @ [~ ) [
—_— X X
1 —2x2 a 1 —x* 1 —x2
1 1
—d t —d 8¢ 1) dx
©) [ O (W [ (gt e
46. Use as identidades trigonométricas
cos’x—sin’x = cos(2x)
cos’x+sin’x = sin(2x)
e sin(2x) = 2sin(x) cos(x) para calcular as primitivas abaixo:
(a) [ sin®xdx (b) [ cos®xdx
(¢) [ (sinx+cosx)?dx (d) [ (sinxcosx)*dx

47. Sabendo que [ sec?xdx = tgx+ C, calcule:
(a) [tg?xdx (b) [tgdxdx

48. Calcule as seguintes primitivas de fungdes racionais:
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2x+3
3x+2

(d) /(x_lz)zdx
(8) /xzi-xdx
) /x4x—1dx

dx

(a)

(b) /3x—4dx

x2+1
(e) /de

1
(h) /x2+x+ 1 dx

2x+1
(k) / A (x—:_l)dx

(c) / (=1,

x+4
1
® /x2—4dx

() /x31—1dx

2x+1
0 / x(le)zdx

49. Calcule, usando a férmula de primitivacao por partes, as seguintes primitivas:

(a) /xln|x|dx

(b) /xefxdx

(c) /X3€x2 dx

1
(d) /xzsinhxdx (e) / n)|62x|dx (f) /sinxe*xdx

(h) / (-1, (i) / aretex

x3 x2

(2) / sinxcos (2x) dx

50. Usando a regra da primitivacdo da fungdo inversa, calcule:

(a) /lnxdx (b) /arcsinxdx (c) /arctg(l/x)dx

(€) /\/il—ldx ® /1+1exdx

51. Utilizando a férmula de primitivacdo por substitui¢cdo, calcule:

@) [Va-iax (b) /@dx © | L i

(d) / arccos (3x+1)dx

sinhx
21Inx 1 NE
d /7d e /761 f / d
@ x(1 —1n’x) g (€) 14+ x * @) 1—/x *
52. Calcule:
(a) /exsinhxdx (b) /x\/x— ldx (c) L+ dx
V4 —x?
— arcsin (2x)
d/sec3d e/lnzd f ﬂ
@ [ sectxds © [ s m [
1
53. Considere a fungdo f definida por f(x) = .
2coshx

e
Verifi __ <
(a) Verifique que f(x) 1 + o2

e*
mdx = arctg (e*) +C.
(¢) Fazendo a mudanga de varidvel x = —Int, mostre que

para todo o real x.

(b) Mostre que

/f(x) dx = —arctg (e ) +C.

(d) Esboce o gréfico da fungdo definida por g(x) = arctg (¢*). Diga, justificando, se pode
obter o grafico de h, definida por h(x) = —arctg (e ™), a partir do grafico de g.
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Introducdo as EDO’s
Definicdo 5.1.1 — EDO. Diz-se que uma equacdo diferencial ordindria (EDO) é uma equagio
constituida por termos que envolvem uma funcdo desconhecida y de variavel independente x,
uma ou mais das suas derivadas, algumas fun¢des de x e constantes.

Definicdo 5.1.2 — Ordem da EDO. Diz-se que a equacdo diferencial ordinaria (EDO) € de
ordem n € N se a enésima derivada de y relativamente a x for a derivada de maior ordem que
aparece na equaco.

= Exemplo 5.1 Quanto a ordem, podemos classificar as seguintes EDOs:
i)y — ’%1 =0 é de primeira ordem;
ii) y —y = x é de segunda ordem;
iii) y/ —y> = x é de primeira ordem.
]

Definicdo 5.1.3 — Solugdo da EDO. Seja y’ = g(x,y) uma equagdo diferencial ordindria
(EDO) de primeira ordem. Uma dada fungdo f: I/ C R — R € solucdo da equacao diferencial
em ] C R se f é diferencidvel em / e se verifica a respectiva equacio, isto é, a equagio reduz-se
a uma identidade ao substituir y por f(x) e y’ por f'(x).

» Exemplo 5.2 Consideremos a EDO de primeira ordem: xy’ = y — b, sendo b € R uma constante.
A fungdo afim f tal que f(x) = mx+ b é diferencidvelem I =R e

xy =y—b <= x(mx+b) = (mx+b) —b < xm = mx

para todo x € R. Estd assim provado que f € solugdo da EDO.
Porém a fungio quadritica g tal que g(x) = x> + b nio é solugdo da EDO visto que

Xy =y—b=x(x*4+b) = (P +b)—b= 2" =x*—=x=0

Assim sendo, ndo ha nenhum intervalo / onde g e a sua derivada verifique a EDO. "
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O conjunto de solugdes representadas por uma expressdo com uma constante arbitrdria C
designa-se por solucdo geral (ou integral geral) da equagdo diferencial.
Se atribuirmos um valor concreto a constante obtemos uma solu¢do, chamada solu¢@o particular da
equagao.
Por vezes, existem ainda outras solugdes para além das ja referidas, as solu¢des singulares.

O estudo das equagdes diferenciais, no que diz respeito a determinagdo de solucdes, pode ser
feito seguindo as seguintes abordagens:
* Analitica, que consiste em encontrar as solu¢des por via analitica.
* Geométrica, baseada na descri¢do do comportamento qualitativo das solucdes usando as
propriedades do conceito de derivada.
* Numérica, caracterizada por usar meios computacionais na busca de uma dada solugao,
solugdo aproximada.
Um dos objectivos principais deste capitulo é a resolucado de diferentes tipos de equagdes diferenciais
de primeira ordem pois para cadas um deles existe um método de resolucao apropriado.

Equacdes de Variaveis Separadas e Separdveis

Equacdes de Varidveis Separadas
Definicdo 5.2.1 Sejam f e h expressdes de uma unica varidvel. Diz-se que

é uma equacdo de varidveis separadas.

Método de Resolucio:
Basta usar a primitivacdo, ou seja, a solugdo geral da EDO ¢ obtida através de

/ h(y)y'dx = / f(x)dx

Em particular, se 4(y) = 1 a EDO reduz-se a y = f(x). Neste caso, o conjunto de
solugdes da EDO obtém-se por primitivagao, i.e,

yz/f(X)dx

m Exemplo 5.3 Consideremos a EDO:

yfzy' =—1.
Trata-se de uma equacio de varidveis separadas com 2(y) = y 2 e f(x) = —1. Primitivando membro
a membro, isto €,
/yfzy’dx = / —1dx
vem
1
——=—x—-C
y
donde a solugdo geral da equacio, escrita na forma explicita, ¢ dada por
1
y_x+C

onde C € R é uma constante arbitraria. n
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Equacdes de Varidveis Separdveis
Definicdo 5.2.2 Sejam f, g e h expressdes de uma tnica varidvel. Diz-se que

¢ uma equacdo de varidveis separaveis.

Método de Resolucio:
Multiplicando por ﬁ, para g(y) # 0, obtemos uma equagio de varidveis separadas

A solugdo geral resulta de

/ hg(?;));, dx = / f(x)dx

s Exemplo 5.4 Consideremos a EDO:

y=e"

Trata-se de uma equagdo de varidveis separaveis com i(y) =1, g(y) =€’ e f(x) = e . Paray # 0,
temos uma equacdo de vardveis separadas:

ey =e*
Primitivando membro a membro, isto €,
/ ey dx= / e Fdx
vem
—eV=—e"+C
donde a solugdo geral da equacio, escrita na forma explicita, € dada por
y=—In(e™™-C)

onde C € R é uma constante arbitraria. Note que y = 0 nao € solu¢do da equacdo diferencial. =

Equacdo Linear
Definicdo 5.3.1 Dadas as expressdes p(x) e g(x), diz-se que

Y +px)y =q(x) (5.1)

¢ uma equacao linear.
No caso particular, em que p(x) = a e g(x) = b s@o constantes reais, diz-se que (5.1) é uma
equacdo linear com coeficientes constantes. No caso contrario, (5.1) é uma equac@o linear com
coeficientes varidveis.
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Equacdo Linear com Coeficientes Constantes

Consideremos a equagdo linear com coeficientes constantes:
Y+ay=b. (5.2)
Se a = 0, esta equagcéo reduz-se a y' = b. Por primitiva¢do obtemos a sua solugdo geral:

y(x)=bx+C,CeR.
Se a # 0 entdo a solugdo geral de (5.2) é dada por
b ax
y(x) =—-+Ce*,CeR.
a

Demonstracdo. Neste caso, a EDO reduz-se a uma equagao de varidveis separdveis pois
y4+ay=b<=y=b—ay.

Para y # Z,

Primitivando membro a membro vem

y /
dx= | 1d
/b—ay * *

ou seja,
1
——In|b—ay| =x+C
a
donde,
In|b—ay| = —ax+C,
logo,
b—ay=Ce ™
por fim,
b —ax
y=—-+Ce
a
onde C € R. Note-se que y = % também € uma soluc@o de (5.2). [

Coroldrio 5.3.2 Se a # 0 e b = 0 entdo a solugdo geral de (5.2) é dada por
y(x) =Ce™,C e R.

Equacado Linear com Coeficientes Varidveis

No caso particular, em que g(x) = 0, entdo (5.1) reduz-se a uma equagdo de varidveis separdveis:
Y4p()y=0<+= ) =—p)y
Por primitivagdo obtemos a sua solucdo geral:

y(x) = Ce™ /PN Cc e R,
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s Exemplo 5.5 Consideremos
o
y — D 0,x>0
X

sendo o um pardmetro ndo-nulo. Trata-se de uma equagdo linear com p(x) = —<¥ e g(x) = 0. Para
y # 0 temos

Primitivando obtemos

In|y|=aln|x|+C &|y|= ¥

Entao
y=Cx* CeR

representa a solucdo geral. Note-se que y = 0 também € uma solucdo da equagao. "

m Exemplo 5.6 Consideremos
y +2xy=0
Trata-se de uma equagéo linear com p(x) = 2x e g(x) = 0. Para y # 0 temos

/

y

—=-2x
y

Primitivando membro a membro, isto &,

/
/y—dx:/—Zxdx
y
em

In|y|4+Ci=—x*+C

Vi

donde a solugdo geral da equacio € dada por
y=Ce™ ,CcR.

Verifique que y = 0 também é uma solucdo da equagao dada. "
Vamos agora resolver uma equagdo linear com p(x) = 1/x e g(x) # 0.
= Exemplo 5.7 Consideremos
y’+§ =/x,x €]0,+oof
Trata-se de uma equagéo linear com p(x) = 1/x e g(x) = \/x. A equagéo é equivalente a
xy +y=xyx
ou seja,
() =27
Por primitivacdo vem
yx = /x3/2dx+C & xy = %\/E%—C

donde 5 c
y==-xv/x+—,CeER
5 X
¢é a solucdo geral da equacao. m
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Vejamos agora que podemos resolver qualquer equag@o linear (5.1) aplicando o método que
consiste em multiplicarmos a equac@o por uma funcéo de x apropriada, v(x), a que se chama factor
integrante. Assim, multiplicando a equag@o (5.1) por v(x) # 0 obtemos

V)Y +v)p(x)y = v(x)q(x)
Se v(x) # 0 satisfaz v/ (x) = v(x)p(x) entdo

vx)y + V' (x)y = v(x)q(x)
ou seja,
dado que

(v(x)y) = v(x)y +V'(x)y.

Definicdo 5.3.2 — Factor Integrante. A expressdo v(x) # 0 é um factor integrante para a
EDO linear (5.1) se satisfaz v/ (x) = v(x)p(x).

Se vi(x) # 0 é um factor integrante entdo v, (x) = kv, (x), para todo k # 0, também é
um factor integrante.

— Determinacdo do factor integrante. Entao v definida por

v(x) = el PO

¢ um factor integrante para a equacao linear (5.1).

Demonstracdo. Por definicdo, temos

Vix)
V(.x) - p('x)
Primitivando )
vix
/ e dx:/p(x)dx
obtemos

ln]v(x)]:/p(x)dx.

Segue entdo que

como pretendido. |
Do teorema anterior, o seguinte resultado é deveras imediato:

Coroldrio 5.3.4 — Factor Integrante vs. Equacdo Linear Homogénea. Nas condi¢oes do
Teorema 5.3.3, tem-se que toda a funcdo f definida por f(x) = % C #£ 0, é solucdo da EDO
linear homogénea

Y +px)y=0.



5.3 Equacdo Linear 241

Demonstragdo. Da igualdade

C o lrwax
v(x)

obtém-se a regra de derivagdo

c\ C
) == Ce—PX)dx — _ )
() = ploce e
Segue entdo que f(x) = % é solugdo da EDO homogénea y' + p(x)y = 0, como pretendido.

Método de Resolucao: Método do Factor Integrante para a EDO (5.1)

Passo 1. Cilculo de um factor integrante v(x);
Passo 2. Multiplicacdo da equagdo pelo factor integrante;
Passo 3. Soma dos termos do primeiro membro da equagdo, isto €,

vy + V' (x)y = (v(x)y)
visto que o factor integrante verifica v/(x) = v(x)p(x);

Passo 4. Primitivagdo de ambos os membros da equaco, isto €,
Passo 5. Obtencdo da solugdo geral da equagdo:

y:v(lx) (/q(x)v(x)dx+C>.

— Solucdo geral de EDO’s lineares. A solucdo geral da EDO linear (5.1) é

y= e Pl (/ q(x)v(x)dx+C>

(v(x)y) dx = [ q(x)v(x)dx+C;

dada por

Coroldrio 5.3.6 — Resolucdo via a equacdo homogénea. Considere a EDO linear (5.1).
Se yj, € a solucdo geral de (5.1) com g(x) =0 e y, é uma solugdo particular de (5.1) entdo a
solugdo geral da EDO linear (5.1) é dada por

Yy = ya(x) +yp (%)
Demonstragdo. Por hipétese, yj, €y, verificam

Vi +px)yn=0

e
Yp+p(x)yp = q(x).
Logo
Yo+ Yy + p(X)yn+ p(x)yp = q(x)
ou seja,

O +3p)' + p(x) 00 +p) = a(x).
Assim, y = y,(x) +y,(x) satisfaz a EDO linear (5.1). [ ]



242 Capitulo 5. Tipos de Equacgdes Diferenciais (EDO’s)

Observe que no caso de g(x) = 0, o Teorema 5.3.5 dd-nos essencialmente o resul-
tado jd obtido no Corolario 5.3.4. Esta corresponde a solu¢éo homogénea (y,(x)),
mencionada no Corolario 5.3.6.

= Exemplo 5.8 — Aplicagdo do Teorema 5.3.5. Consideremos para valoresde —5 <x< 7 a
equacao diferencial
y +ytgx = sinx

Trata-se de uma equacio linear com p(x) = tgx e g(x) = sinx. Um factor integrante' é
V(x) — ej' px)dx _ eftgxdx _ eln|secx| :’ secx |: secx

Ao multiplicar a equacdo pelo factor integrante obtemos
(ysecx) =tgx

Primitivando vem
ysecx = /tgxdx+C & ysecx =In| secx | +C

donde
y =cosxIn| secx |+ Ccosx

onde C € R € uma constante arbitraria. n

= Exemplo 5.9 — Aplicacdo do Coroldrio 5.3.6. Considere a fungio f definida por f(x) = e™%".
Usando a regra de derivacio

f(0) = =27 =-2/(x)
1
segue que, por exemplo, y,(x) = Ze_zx ¢ uma solugdo particular da EDO linear
_y/+2y — e—Zx‘

Por outro lado, pode-se concluir que y,(x) = Ce** (C € R constante arbitraria) é solucdo da
EDO linear homogénea

—y' +2y=0.
Portanto,
1
y(x) = Ce™ + Zefzx
é a solucgdo geral da equacdo diferencial. "

Verifique a solugdo do Exemplo 5.9 com recurso ao método do factor integrante —
vide Teorema 5.3.5.

Equacdao de Bernoulli
Definicdo 5.4.1 Dadas as expressdes p(x) e g(x) e dado um racional n # 0, diz-se que

Y+ p(x)y = q(x)y"
¢ uma equacao de Bernoulli.

Casos Particulares:

IPara valores de —% < x < %, temos cos(x) > 0. Segue entdo que |sec(x)| = m = Wl(x) =sec(x).
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* Se n =1 entdo temos uma EDO de varidveis separdveis:
Y +p()y=q(x)y =y = (q(x) = p(x))y
* Se p(x) =a, g(x) = b entdo
Y+ay=>by" <y =by"—ay

€ de varidveis separdveis.
Método de Resolucio:
Sejan # 1.
1. Multiplicagio da equagdo por y~": y™™y + p(x)y ! = g(x)
2. Mudanga de varidvel dependente através de z = y! ™"
3. Transformacdo numa equacio linear atendendo a que
1 /

! _ 1— —n/:> —nyl __
2=y =y =1

4. Resolucdo da equacdo linear em z:
1
-+ p(x)2=q(x) &= 7+ (1=m)p(x)z = (1 = n)g(x)

5. Regresso a varidvel inicial y através de y = /(=)

m Exemplo 5.10 Consideremos a seguinte equagdo de Bernoulli:

dy

3
dx+y_xy

Supondo y # 0 podemos multiplicar a equagdo por y—>

dy
-34y | -2 _
Yooty x

Efectuando a mudanca de varidvel dependente

2=y’

a equacdo de Bernoulli transforma-se numa equacao linear. Com efeito, derivando z em relagdo a x
vem

dz _ad

= =2y 34y

dx dx

logo substituindo y—3 % e y~2 na equacio anterior passamos a ter uma nova equagio

la’z+
—_— =X
2dx ¢
ou seja

dz

E—ZZ: —2x

Multiplicando agora pelo factor integrante

ef —2dx _ 672x
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vem

_,.dz
e 2xHs

y e Fz= —2xe
X

sendo equivalente a
(672xz)/ _ _er72x
Primitivando

e Pz = / —2xe Fdx,
—2x —2x 1 —2x
e “z=e “x+ Ee +C

1
Z:x+§+Cezx

Regressando a varidvel inicial obtemos
1 1
7 X+ 3 +Ce

estando a solucao geral definida sob a forma implicita. Acresce que y = 0 também € solucao da
equacao diferencial. "

Problema de valor inicial

Nos modelos representados por equagdes diferenciais (veremos mais a frente) é preciso resolver o
seguinte problema matematico.

Definicdo 5.5.1 Sejam o € R uma constante e a € I C R. Ao problema
{ Y =gxy),xel
y(a) =«
chama-se problema de valor inicial (ou problema de Cauchy).

Relativamente ao problema de valor inicial colocam-se as questdes sobre:

» Existéncia de solugdo

* Unicidade de solucdo

* A sensibilidade da solu¢do a pequenas altera¢des na condicdo inicial (ou dado inicial).
Para um problema de valor inicial existem vrios teoremas que garantem a existéncia e a unicidade
de solucio, sendo o teorema de Cauchy o mais conhecido.

m Exemplo 5.11 Consideremos o problema de valor inicial:

{ y=-2xy,xeR
¥(0)=3

Em primeiro lugar, resolvendo a EDO obtemos

y==Ce"
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onde C € R é uma constante arbitrdria. De seguida, usamos a condicao inicial para determinar C.
Vejamos que
y(0)=3—=C’ =3—=C=3

Desta forma, concluimos que o problema de valor inicial tem solu¢do tnica, sendo dada por
2
y=3e .

— Aplicacdo do Coroldrio 5.3.6. Verifique que y = %e‘x € uma solugdo particular
da EDO linear
Y +y=e".
Use esta solugdo para:
1. Determinar, via Corolario 5.3.6, a soluc¢do geral da EDO —y' +y=¢"".

2. Verificar que a fungdo x — cosh(x) é solugdo do problema de valor inicial

{ —yY4+y=e* xR
y(0)=1
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Exercicios Propostos

54. Resolva as seguintes equagdes diferenciais:

(a) y =xe™* (b) Y =e™ (¢) ¥ =3y
@ = © =" e
(8) V =2x/y—1 (h) y =14y (i) y=y—y*

55. Considere a seguinte equagio diferencial y = —2y+4.

(a) Determine uma funcio constante que seja solucio da equagao.

(b) Justifique que se trata quer de uma equacao de varidveis separaveis quer de uma equacio
linear.

(¢) Calcule a solucao geral da equacio.

(d) Mostre que a solugdo geral y da equag@o se pode decompor em y = 2+ y;,(x) sendo y;, a
solugdo geral de y' 42y = 0.

(e) Calcule lim y(x).

X—>+oo
(f) Determine a solugdo particular da equagdo que verifica y(0) = 4.

56. Considere a seguinte equagdo diferencial: xy'+y=1,x>0.
(a) Determine uma funcdo constante que seja solu¢do da equacio.

1
(b) Verifique que f :]0,+oo[— R definida por f(x) = xt
equagdo.
(c) Calcule a solucdo geral da equacio.

(d) Diga, justificando, se f é uma solucdo particular ou uma solugado singular da equacéo.
57. Resolva as seguintes equacdes lineares pelo método do factor integrante:

também € uma solucdo da

/ y 2 / 2y 1
A b =
(a)y+x x ()y+x 2
X
' —ytgx = d) y+ytgx=——
(€) ¥ —ytgx=x (d) y +ytgx ocx
(e) y —y=e* f) y+y=2e"
2
(8) ¥—2 =4 (h) y—=2 =5+
X X

58. Resolva os seguintes problemas de valor inicial:

2

(a) y’:—y; Ay(=2)=1 (b) y’:—g Ay(1)=-1
© ¥ = g A1) =2 @ ¥ =22 = 2

(e) y'zx(l—xzy_ ) Ay =1 () ¥ =242 A y(0)=1/2



5.6 Exercicios Propostos 247

59. Dadas as fungoes p e g e dado o nimero racional n # 0, diz-se que: y + p(x)y = g(x)y" é
uma equacdo diferencial de Bernoulli.
(a) Em particular para n = 1 justifique que a equagdo se reduz a uma equagdo de varidveis
separaveis.
(b) Fazendo a mudanca de varidvel dependente z = y' = para n # 1, calcule 7.
(¢) Mostre que z = y! =" permite transformar essa equagio na seguinte equacio linear

74+ (1—n)px)z=(1-n)g(x).

(d) Resolva a equacio y’ +y = e*y?.






Modelos representados por EDO’s

Um modelo € a descricdo matematica de uma situacdo real, como por exemplo, a observagcdo de um
dado fenémeno ou a ocorréncia de um certo acontecimento.

Sendo evidente que um modelo matemadtico nao reproduz exactamente a realidade, pode entao
ser visto como uma projeccao da realidade que deve visar um certo objectivo. Para alcancé-lo
constréi-se um processo que permita interacdes entre ambos, designado por modelagdo matematica.
Este processo pode ser constituido pelas seguintes etapas:

1. Formulacdo do problema.
2. Resolucdo matemadtica.
3. Intrepretacdo dos resultados.

A primeira etapa de apreensdo da realidade inicia-se com a elaboracdo de conhecimentos para
formular uma teoria de acordo com leis e pressupostos. Em qualquer caso, sdo postuladas relacdes
entre varidveis e eventualmente parametros, usando os dados disponiveis, provenientes de observa-
¢oes ou de deducdes. A andlise efectuada, algo delicada e complexa, pode originar uma versao
simplificada em face da verdadeira natureza do problema. Porém, essa reducdo de informacdo
pode tornar o modelo funcional. Uma vez formulado o problema, passa-se a sua representacao
matematica, escolhendo as técnicas e os instrumentos mais adequados para o resolver. Depois de
obter a solugdo, resta compreender as propriedades e os comportamentos e testd-la perante os dados.
Se o0 modelo ndo respeitar os dados, tem que sofrer ajustamentos devendo por isso o processo de
modelagdo reiniciar-se. Desta forma, pode-se obter a versdo final do modelo apds um certo nimero
de iteracdes. Assim a principal questdo ndo € saber se 0 modelo é correcto ou ndo, mas sim se é
util, servindo para compreender a realidade tendo em conta as decisdes tomadas inicialmente em
funcdo dos objectivos delineados.

Modelo de Crescimento Populacional de Malthus

Consideremos que a evolucdo do nimero de individuos de uma populacio ao longo do tempo ¢,
t > 0, é representada pela funcéo ¢ — y = f(¢). No periodo de tempo I = [t, + At], 0 acréscimo do
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tamanho da populacdo é dado por

Ay = f(t+Ar)— f(1).

Assim, a populacio cresce em I se Ay > 0 mas decresce em [ se Ay < 0.
Além disso, a taxa de variacdo relativa de y(t) (i.e, por individuo) em 7 é definida por

Por hipétese, suponhamos que existe uma constante k # 0 tal que

r(t) = kAt
em /. Assim sendo, temos
y Ay
— =kAt <= = =ky(t
(1) At )

Fazendo At — 0 vem

. Ay
lim — = ky(t
Aim Ay =)

i.e, y(t) satisfaz a equagdo diferencial:

Seja y(t) o nimero de individuos de uma populagdo ao longo do tempo ¢, r > 0.
Suponhamos que a taxa de variac@o de y(¢) no instante 7 é proporcional ao tamanho da populag¢do
ao longo do tempo ¢, isto é,

y/:ky(t) 120
onde k # 0 é a constante de proporcionalidade. Entdo a evolugao da populagdo é dada por

y(t) = yoe
sendo yp > 0 a populacio inicial.

Tratam-se de modelos de crescimento exponencial se k > 0 e de decaimento exponencial se
k <O.

Para a populagdo da espécie humana Thomas Malthus introduziu um modelo de crescimento
populacional baseado na hipdtese de que:
* A taxa de variacdo da populacdo em cada instante ¢ € proporcional ao tamanho da populacio,
ou sejay’ = ky(r), onde k > 0.
A constante k pode ser interpretada como a diferenca entre a taxa de natalidade e a taxa de
mortalidade. Pelo teorema anterior o modelo de crescimento de T. Malthus prevé crescimento
exponencial para a populagio.
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Modelo de Crescimento Logistico

Suponhamos que uma populagio y(r) pode crescer num meio-ambiente ao longo do tempo ¢ de
forma sustentdvel até ao limite de » membros. A taxa de crescimento da populagdo satisfaz

Y(t) =ky(b—y(r)) ,t >0

sendo k > 0. Esta lei de crescimento € chamada lei logistica, tendo sido proposta por Verhulst em
1837.

— Crescimento logistico. Suponha que a taxa de crescimento da populagido
y(t) satisfaz

Y(t) =ky(b—y(r)) ,t >0 (6.1)

sendo k > 0e b > 0. Entio a populacio evolui de acordo com

sendo yp > 0 a populagdo inicial.

Coroldrio 6.1.3 Considere a fungéo logistica definida por

solugdo do problema de valor inicial:

Y () =ky(b—y) A y(0)=yo.

Entao

(i) O sinal de f'(¢) pode determinar-se através do sinal de b — f(t);

(ii) o valor#* é solucdo de f”(r) = 0 se e s6 se 1* € solugdo de f(r) = b/2;
(iii) O sinal de f”(r) pode determinar-se a partir do sinal de b — 2k f(r).

Demonstragcdo. Por defini¢do de solugdo f(z) verifica a EDO (6.1), i.e, f é uma fungdo diferencia-
vel em [0, +oo[ que verifica

f(O)=kf(t)(b—f(r)) (6.2)

Sendo f uma fung@o positiva e k > 0 entdo f'(t) e b — f(¢) tém o mesmo sinal.
Derivando (6.2) pela regra do produto obtemos

@) = kf @) (b—f@1) —kf(0)f ()
kf'(1)(b—2f(1))
Dai temos

b
() =0 b—2kf(t) =0 <= f(t) = ﬂ

Além disso, O sinal de f”(¢) depende do sinal de f’(r) e do sinal de b — 2f(¢) pois sabemos que
k>0. n



252 Capitulo 6. Modelacdo Matemadtica Utilizando EDO’s

Considerando os parametros k =2e b = 1:

(a) Determine as fungdes constantes que sdo solugdes da equac@o diferencial (6.1).

(b) Justifique que se trata quer de uma equacgdo de varidveis separdveis quer de uma equagdo de
Bernoulli.

(c) Determine a solug@o geral da equagdo diferencial (6.1).

(d) Determine a solug@o do problema de valor inicial para yg = 0.1,y = f(¢).

(e) Mostre que y = f(t) satisfaz as propriedades enunciadas acima.
Sugestao: Utilize o Corolario 6.1.3

(f) Utilizando a calculadora, trace o grafico de f.

(g) Utilizando a calculadora, trace os graficos de f e da fun¢io derivada de f, f/, no mesmo
referencial cartesiano.

Considere a funcao logistica definida por

solug@o do problema de valor inicial:

Y()=ky(b—y) AN y(0)=yo.

Mostre que para 0 < yo < b/2, esta fungio possui as seguintes propriedades:
e f éregular em [0, +oo|
* f é positiva em [0, 4-oo]
* f é estritamente crescente em [0, +oo]
* Existe t* > 0 para o qual f é convexa em [0,7*[ e concava em |t*, 4-oo]
* O seu grafico tem uma assimptota horizontal de equacdo y = b, isto é, [Erilw flt)y=>b

Modelo de Capitalizagdo Continua de Juros Compostos

Quando um cliente de uma institui¢do bancéria pede dinheiro emprestado paga um juro sobre o
montante devido e quando deposita dinheiro, por exemplo, numa conta poupanca, recebe um juro
sobre o montante do depdsito. O juro é determinado como o produto do capital por uma taxa,
durante um periodo acordado entre as partes. Assim, o juro € uma varidvel, referida ao periodo de
capitalizacdo, mas s6 disponivel no vencimento que, geralmente coincide com o fim do periodo.
Mas, o capital € uma varidvel, referida a um momento (inicio ou fim do periodo de capitalizagdo).
A capitalizagdo € a transformagao ao longo do tempo do capital em capital e juro de acordo com
uma dada taxa de juro.

No regime de juros compostos, o stock de capital cresce de vencimento para vencimento; hé juros
de juros no interior do préprio processo de capitalizag@o; os juros, mal se vencem, passam a ser
capital para contagem do juro do periodo seguinte.

Suponhamos que um dado capital inicial, Cp unidades monetdrias, € aplicado durante um ano a
uma taxa de juro anual fixa de r por cento. Admitamos ainda que a capitalizacdo desse capital se
efectua em n periodos iguais durante o ano. Entdo o capital acumulado no final do ano é dado por

A\
CZQ(Hw)
n

Na tabela observemos que o capital acumulado vai aumentando a medida que aumenta o nimero
de periodos de capitaliza¢do, mas de forma sucessivamente mais lenta.
Como seria o0 aumento do capital se fosse possivel capitalizar em periodos cada vez mais curtos ou
mesmo capitalizar momentaneamente?
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Tabela 6.1: Capital inicial Cy = 1000 unidades monetdrias e taxa de juro r = 7 por cento
L ¢ |
1 1000(1 +0,07) = 1070,00
2 1000(1+0,07/2)? = 1071,22
4 1000(1 +0,07/4)* = 1071,86
12 | 1000(1+0,07/12)? =1072,29
52 | 1000(140,07/52)% = 1072,46
365 | 1000(1+0,07/365)%% = 1072,50

— Férmula de juros compostos com capitalizagdo continua. Sejam C(¢) o
stock de capital no instante t > 0 e r por cento a taxa de juro fixa. Suponhamos que o investimento,
ou seja, a taxa de variagdo de C(t), é proporcional ao stock de capital em cada instante ¢, i.e,

C'(t)=rC(t),t>0.
Entao a dindmica do stock de capital é dada por
C (l ) = C()ekt
sendo Cy > 0 o capital inicial.
Demonstragdo. Consideremos o periodo de tempo [¢,7 + At] para Ar suficientemente pequeno.

Sendo a taxa de juro no periodo calculada através de rAt, o juro obtido é C(¢)rAr. Entdo o capital
obtido no instante ¢ + At é

C(t+At) =C(t)+C(t)rAt

ou seja,
C(t+Ar)—C(r)
———— 2 =rC(1).
Ar rC(r)
Fazendo Ar — 0 vem
C'(t) =rC(t)

Sabendo que C(0) = Cy é o capital inicial, resolvemos o problema de valor inicial € obtemos
C(t) = Coe".

Suponhamos que um capital de 2050 euros é colocado a render numa conta poupanga,

em regime de juros compostos, a taxa fixa anual de 5 por cento.

i) Determine o capital acumulado ao fim de um ano, considerando diferentes periodos de capitali-
Zagao ao ano.

ii) Escreva a equacgdo diferencial que representa a evolugdo do capital acumulado ao longo do
tempo, em regime de juros compostos com capitalizacio continua.

iii) Determine o capital acumulado ao fim de um ano, considerando o regime de juros compostos
com capitalizacio continua.

iv) Compare os resultados obtidos e explique-os.
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Modelo de Crescimento Econémico de Harrod-Domar

Consideremos uma economia fechada que produz um tnico bem ao longo do tempo ¢ > 0, designado
por y(t), representando o produto ou o rendimento real da economia (unissectorial). O produto
resulta da decomposi¢ao

y(1) =C(1) +1(t) +A(1)

sendo C(t) o consumo, /(¢) o investimento induzido e A() o investimento auténomo. O modelo de
Harrod-Domar € usado para explicar a dindmica do crescimento econdémico. Este modelo assenta
nos pressupostos econdémicos:
* 0 investimento auténomo A(¢) é uma varidvel exdgena (exterior ao modelo), a qual € inde-
pendente do produto y(¢);
* O consumo C(t) € uma fragao do produto

onde a constante 0 < k < 1 representa a propensdo marginal ao consumo;
* O investimento induzido /() é proporcional a taxa de variagdo do produto, i.e,

onde a constante v > 0 é o chamado acelerador (ou coeficiente de investimento).
Entdo o produto, y(t), é descrito pela equagio diferencial.

vy'(£) = sy(t) = —A(r)

onde a constante s = 1 — k € a propensao marginal a poupancga.
Assume-se ainda que:
* Nio hd externalidades na economia, i.e, a varidvel exdgena A(t) estd ausente, logo A(r) =0
para todo z.
Entdo o modelo de Harrod-Domar € representado pela equagdo

Y (1) =0y

Seja y(¢) o produto da economia, para r > 0. Se a taxa de variagdo do produto é
proporcional ao produto, i.e,

Y =wyt),t>0
onde @ > 0 é a constante de proporcionalidade. Entéo a evolugdo de y(t¢) é descrita por
y(t) = yoe
sendo yp > 0 o rendimento inicial.

Note-se que a constante @ = §, representa a chamada taxa de crescimento tecnoldgica da
economia.

Modelo de Crescimento Econémico de Solow-Swan

A Economia do Crescimento é muito rica em modelos dindmicos destinados a previsdo. O modelo
de Harrod-Domar de inspiracdo Keynesiana foi pioneiro no desenvolvimento desta teoria. O facto
do crescimento da economia com pleno emprego da forga de trabalho em equilibrio, tanto a curto
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como a longo prazo, ser instdvel no modelo originou alguma discussao e insastifacdo em relagdo
a alguns pressupostos. E neste contexto que ocorre a formulagio do modelo de Solow-Swan,
assumindo de certa forma uma ruptura associada a problemdtica dos factores de crescimento,
na medida em que pretende explicar o crescimento de longo prazo exclusivamente baseado no
comportamento da oferta, menosprezando o valor explicativo do lado da procura.

O modelo de Solow-Swan desenvolvido por Solow e por Swan em 1956, com base em trabalhos
independentes, ¢ um modelo de crescimento de uma economia que mostra o efeito da dindmica da
acumulacdo de capital por trabalhador no processo de crescimento de longo prazo.

No quadro do crescimento neocldssico, o modelo considera uma economia fechada que produz
um tnico bem, representando o rendimento real da economia. Assim, numa economia o stock de
capital por trabalhador k(¢) é descrito ao longo do tempo pela equagdo:

K(t)=sf(k)—(6+n)k,t>0 (6.3)

onde as constantes s, 8 e n representam as taxas de poupanga, de desvalorizagio do capital e de
crescimento da populagdo, respectivamente. Reparemos que o produto da economia por unidade de
trabalho depende de uma fungdo de producdo agregada f que satisfaz as seguintes propriedades:

* E ndo-negativa e £(0) =0;

» E estritamente crescente em |0, +oo[ e f/(0) = +-o0

* E concava

* f verifica as condi¢des de Inada:

lim (k) = oo lim ' (k)=0
klg(l)f() oo A anmf()

Se a taxa de variagdo do stock de capital por trabalhador k() para r > 0 satisfaz
K(t)=sf(k)—(8+n)k,t>0 6.4)

com f(k) =k%* 0 < a < 1. Entdo a evolugao de k(z) é descrita por

S (a—1)(8+n+g)t L(1=a)
— - - nrg
k(t) <(5 ntg) +Ce )

onde C € uma constante arbitraria.

Demonstra¢do. Tomando f(k) = k%, 0 < o0 < 1, vamos resolver a equacao ndo-linear (6.3) visto
que se trata de uma equacao de Bernoulli.
Notemos que k(1) = 0 é a solucdo trivial, logo assumindo k(¢) # 0 vem

KH (K (1) + (8 +n+g)k' () =s (6.5)
Com a mudanga de varidvel dependente
2(t) = k')
vem
)+ (1—a)(8+n+g)z(t)=(1—0a)s (6.6)
Multiplicando a equacio pelo factor integrante

e(lftx)(5+n+g)t
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vem
(e(l—a)(6+n+g)tz(t))/ =(1- a)se(l—a)(5+"+g)f (6.7)
Primitivando resulta

z(t)

s

_ Cola—1)(F+ntg) 6.8
5+n—|—g+ e (6.8)

Regressando a varidvel dependente inicial temos

k(t) _ # +C (afl)(5+n+g)t 1/(1706) (6 9)
“\(6+n+g) ¢ '
onde C € uma constante arbitraria. [ |

Considerando s = 0.3, 6 = 0.1, n = 0.2 e a func¢do de producgéo f, definida por
f(k) = vk, determine:
(b.1) Diga de que tipo é a equagio diferencial (6.3) ;
(b.2) Determine as fungdes constantes que sdo solucdes da equagdo diferencial (6.3);
(b.3) Determine a solugdo geral da equacao diferencial (6.3);
(b.4) Determine a soluc@o particular de (6.3) que verifica k(0) = ko, y, = k(t).
(b.5) Determine a evolugdo de y, = k(¢) no longo prazo (t — ).
(b.6) Utilizando a calculadora, trace o gréfico de y,.

Modelo de Difusdo de Bass

As grandes empresas incorporam a inovacao nos processos de gestdo. Por exemplo, dedicam parti-
cular atencdo a concepc¢io e ao desenvolvimento de novos produtos e a introducio de tecnologias
visando aumentar as suas vendas.

O modelo de Bass é um modelo matemético que descreve a evolucdo do volume de vendas
cumulativas de novos produtos desde o seu lancamento no mercado de acordo com a teoria da
difusdo da inovacao.

A difusdo da inovagdo envolve um ciclo de vida do produto dividido em quatro estagios:
introdugdo, crescimento, maturacdo e declinio.

Pressupostos do Modelo

* O mercado € constituido por dois tipos de consumidores:

(i) Os que decidem adquirir o novo produto, independentemente das decisdes dos outros
consumidores, sdo designados por inovadores;

(i) Os que sdo influenciados pela pressdo social do meio, susceptiveis de serem influenciados
pelos consumidores que ja adquiriram o novo produto, sdo designados por imitadores
(ou seguidores);

* Durante o ciclo de de vida do produto existem m potenciais consumidores;

* O volume de vendas acumulado da empresa no intervalo [0,7] é representado por y(t); o
volume de vendas no instante inicial (r = 0) € igual a y(0) = 0;

* O volume de vendas no instante ¢ ¢ simultaneamente proporcional ao nimero de consumidores
que ja adquiriram o novo produto e ao nimero de consumidores que ainda ndo o adquiriram,
qy(1) (1 - %) ,onde ¢ € o coeficiente de inovagao;

* O volume de vendas no instante r também ¢é proporcional ao nimero de consumidores que
ainda ndo adquiriram o novo produto, p(m — y(t)), onde p é o coeficiente de imitacéo.
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Formulagdo e Resolugdo Matematica
O volume de vendas acumulado até ao tempo 7, y(), é expresso pelo problema de valor inicial:

Y0 =00 (12D ) 1m0 A s0)=0 .10

onde p, g e m sdo parAmetros positivos.
Vamos resolver a equagdo diferencial, reescrevendo-a na forma

YO = (Ly)+p) m=y(1)) (6.11)

Efectuando, em primeiro lugar, a mudanga de varidvel m —y = u, a equagéo (6.11) transforma-se
numa equacio de Bernoulli:

W (0)+ (p+qu() = L) (6.12)

Aplicando nova mudanca de varidvel u~! = z, a equacdo (6.12) transforma-se numa equagio linear:

ﬁﬂ—@+@40=—% (6.13)

Resolvendo esta equagdo pelo método do factor integrante obtemos a sua solucao geral:

__ 9 (p+a)t
72(t) = +Ce (6.14)
) m(p+q)

A condigdo inicial é z(0) = 1/m, que decorre de u(0) = m e y(0) = 0. Substituindo r = 0 em (6.14)
vem

1 1
=‘7+C¢¢C:<L—q>¢$C:ly
m m(p+q) m p+q m(p+q)
Substituindo o valor de C em (6.14) temos
(p+a) o
(=t 14
m(p+q)

Regressando as varidveis u e y vem

_ m(p+gq)
u(t) o pe(PJFfI)t +q

e
m(p+
R
pelT i +q
donde, ra)
mp(e\PT9 — 1
() =ML
pe +q
e portanto
m 1 — e_(p""q)t
=)

1+ ;e*(pw)t

Propriedades da Solucdo
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A fungio f : [0, +eo[— R definida por

m 1 = ef(p‘i'q)t
S (t ) = 1( — )
4 4o—(pta)t
p
que ¢ solugd@o do problema de valor inicial (6.10), apresenta as seguintes propriedades:
« E estritamente crescente;
* O gréfico de f tem uma assimptota horizontal de equagdo y = m, ou seja tliT f@t)=m;
—> o0

In
* (i) Se g > pentdo f é convexa em |0,7*] e concava em |t*, +oo[, onde 1* = M;

. P+q
(ii) Se g < p entdo f é concava.

Demonstragdo. Tendo em conta que y = f(¢) é solugdo de (6.11), basta verificar que:
m—y>0 A gy—l—p>0
m

para todo ¢ > 0, para concluirmos que y'(¢) > 0, o que significa que f € estritamente crescente.
E evidente que
m 1 — ef([H'q)t
lim f(t) = lim Q =m

=00 t—foo ] 4 Ee*(l’“])’

De (6.11) vem
q
Y(0) = pm+(g=p)y(r) =~ (1)

logo, derivando y'(¢) obtemos

Y'(t)=q—p— 2;qy(t) :

Seja g > p.

Assim ( )
(1) = 0 = y(t) = R4 P
y'(t) y(t) 2

Entao

m(1—e PH")  n(g—p)

1+ ;ef(mq)t 2
isto €,
2pg—pa+p* = 2pg+q° —pgle P < p(q+p) = q(p+q)e” P
isto &,
_ p In(q/p
=L s (p g = (pfa) = (p ) = nla/p) = 1 = L)
, 1
E facil de ver que y”(r) > O parat <t* e y’(t) <0 parar > t*, em que 1" = n(;]_/p)
pTq
Sejag < p.
Entédo

2q
y'(t)=qg—p— — () <0,

para todo o ¢ > 0, o que significa que f é cdncava.
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Modelo Dindmico do Mercado de um Bem

A Determinagao do Preco de Equilibrio

Samuelson introduziu um mecanismo dindmico de ajustamento do preco p(7) de um bem de
acordo com as leis da procura e da oferta. Supondo que a taxa de variagdo do prego, p'(1), é
directamente proporcional ao excedente da procura, provou tanto a existéncia de um preco de
equilibrio p, como a estabilidade desse preco.

A Estabilidade do Preco de Equilibrio

O preco de equilibrio p, € estavel se

lim p(t) = pe

t—>Foo

A procura e a oferta de um bem sdo descritas por

D(p)=a—bp, S(p)=a—Bp

onde a,b, o, B sdo pardmetros positivos. A varia¢do do pre¢o ao longo do tempo € proporcional ao
excedente de procura, isto &,

p'(t) =k(D(p) —S(p)) & p'(t) +k(b+B)p =k(a— )

onde k > 0. Sendo p, = %, entio

Estudo Qualitativo de EDO’s

Geometricamente, j4 sabemos que a recta tangente ao grafico de uma fun¢do num ponto constitui
uma boa aproximacao ao grafico na vizinhanga desse ponto.

Definicdo 6.2.1 Por cada ponto P = (x,y) do plano pode passar uma solugio da equagéo
diferencial:

Y (x) = g(x,)
cuja recta tangente tem uma inclinag@o, de valor g(x,y). Este facto permite-nos tragar segmentos

de recta para todos os pontos do plano, onde a funcdo f estd definida.
Ao conjunto de todos os segmentos de recta chama-se campo de direc¢des da equacgao diferencial.

Representacdo Grdafica do Mapa de Indiferenca

Na Microeconomia neoclédssica o consumidor é um agente econémico, dotado de uma funcgao
de utilidade que atribui um valor numérico u(x,y) a cada cabaz P = (x,y) de dois bens X e Y
de consumo, onde x > 0 e y > 0 s@o as quantidades de X e Y, respectivamente. Desta forma,
o consumidor descreve as suas preferéncias que assentam num conjunto de axiomas de decisdo
racional.

No contexto da utilidade ordinal, as preferéncias do consumidor entre quaisquer dois cabazes
Py = (x1,y1) e P, = (x2,y2), obedece a seguinte classificagio:
(i) P = (x1,y1) é preferido a P, = (x2,y2) se e s6 se u(Py) > u(P,);
(ii) P, = (x,y7) é preferido a P, = (x1,y1) se e s6 se u(Py) > u(Py);
(iii) P, = (x1,y;1) é indiferente a P, = (x2,y7) se e 86 se u(P) = u(P).
sendo u(Py) e u(P>) niveis de utilidade.
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A teoria de escolha do consumidor pode ser abordada do ponto de vista geométrico, usando a
construcgdo de curvas de indiferenca, que reflectem a ordenacdo de preferéncias por via da fungdo
de utilidade.

Definicdo 6.2.2 Sejam u uma fung¢do de utilidade e ¢ > 0 um dado nivel de utilidade. Diz-se
que:
Ie={(x,y) € R* 1 u(x,y) = c}

é uma curva de indiferenca.

Geometricamente, a curva /. é constituida pelo conjunto de todos os pontos P = (x,y) do sistema
cartesiano XoY que satisfazem u(x,y) = ¢, onde x e y sdo marcados nos eixos das abcissas e das
ordenadas respectivamente.

No sistema cartesiano XoY, quanto mais afastada da origem estiver a curva de indiferencga,
maior é o nivel de utilidade ¢ do consumidor. Os economistas chamam mapa de indiferenga a
reunido de todas as curvas de indiferenca, U I.

c>0

Seguindo uma abordagem proposta por Pareto, Hicks e Samuelson entre outros, é possivel
representar o mapa de indiferenga no plano XoY, utilizando a taxa marginal de substitui¢do de um
bem por outro para todos os cabazes. Neste caso, os niveis de utilidade sdo obtidos a partir das
curvas de indiferenca, ao contrario da abordagem inicial em que eram dados a priori.

A taxa marginal de substituicdo de Y por X, para um dado nivel de utilidade c, é a quantidade
de Y que o consumidor se dispde a prescindir por uma unidade adicional de consumo de X. Este
conceito, introduzido por Hicks, representa matematicamente uma taxa de variagdo média de
y = f(x) no intervalo [x,x+ 1].

Definicdo 6.2.3 Seja I, uma dada curva de indiferenca. Supondo que u(x,y) = ¢ define y como
fungdo implicita de x, y(x), entdo a taxa marginal de substituicdo de Y por X em P = (x,y) € I,
¢ definida por

T(x,y) = —y'(x) (6.15)

onde y'(x) é a derivada da funcdo implicita y(x) em x. Geometricamente, a taxa marginal de
substituicdo em P = (x,y) representa o simétrico do declive da curva de indiferenca 1. no ponto P.

Dado um cabaz P; = (x,y;) e conhecida a taxa marginal de substitui¢do de Y por X, 7(x,y),
entdo o conjunto de todos os cabazes indiferentes a P = (x;,y;) para o consumidor é determinado
pela solucdo do problema de valor inicial (ou problema de Cauchy):

{ y/(x) = _T(xvy) ) (x>y) € R+2
y(x1) =y

A representacdo grafica da solucdo € a curva de indiferenca que contém P.

De acordo com Hicks, consideremos que 7 satisfaz as seguintes hipoteses:
(i) 7 é uma funcio de classe C! em R%r;
(ii) 7 é uma fungo positiva em R,.%;
(iii) 7.(x,y) — 7(x,y)7y(x,y) > 0 para todo o (x,y) € RZ.
Em consequéncia dos pressupostos econdmicos sobre as preferéncias do consumidor, suponhamos
que cada curva de indiferenca é o grafico de uma funcéo f :]0,4+eo[— R, definida por y = f(x),
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com as seguintes propriedades:
e E de classe C2, positiva, estritamente decrescente e convexa.

1. Considere que a taxa marginal de substitui¢do de Y por X em qualquer ponto P = (x,y) € Rﬁ_
¢ dada por 7(x,y) = 5.
(a) De que tipo é a equagio diferencial: y'(x) = —1(x,y)?

(b) Resolva a equagio diferencial: y'(x) = —7(x,y).

(¢) Trace a curva de indiferenca que contém o cabaz P;.

(d) Mostre que a curva de indiferenca tracada corresponde ao grafico de uma fungdo com as
propriedades enunciadas acima.

(e) Determine o conjunto de todos os cabazes que sao indiferentes a P, para o consumidor.

(f) De acordo com a classificacdo apresentada, classifique os cabazes P e P;.
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Exercicios Propostos

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

Sendo k > 0 e b > 0 parAmetros, considere a equagdo diferencial y’ = ky(b —y) que descreve
o crescimento logistico da varidvel dependente y ao longo do tempo .
(a) Determine as fungdes constantes que sejam solucdes da equacio.
(b) Justifique que se trata quer de uma equacao de varidveis separdaveis quer de uma equacio
de Bernoulli.
(¢) Calcule a solucao geral da equacdo.
(d) Considerandok=1¢e b =10:
(d.1) Determine a solugao particular y, que verifica y(0) = 0.01;
(d.2) Mostre que y, € estritamente crescente e calcule tEToo yp(t)s

(d.3) Estude as concavidades do grafico de y,;
(d.4) Trace o grafico de y),.
Sendo k > 0 um parimetro, a equagdo diferencial y = —kylIny que descreve o crescimento
de uma dada populacdo y ao longo do tempo ¢, chama-se equacido de Gompertz.
(a) Determine as fun¢des constantes que sejam solucdes da equacio.
(b) Calcule a solug@o geral da equacdo.
(¢) Considerando k = 1:
(c.1) Determine a solucdo particular y, que verifica y(0) = e s
(c.2) Mostre que y, € estritamente crescente e calcule IETwyp(t);

(c.3) Estude as concavidades do grafico de y);

(c.4) Trace o gréfico de y,.
O ndmero de bactérias em certa cultura aumenta de 600 para 1800 em duas horas. Supondo
que as bactérias crescem a uma taxa proporcional ao nimero de bactérias presentes em cada
instante, determine o nimero de bactérias ao fim de seis horas.
Apo6s a interrup¢do da campanha de publicidade, o volume de vendas mensais de uma
empresa baixou de 10000 para 8500 unidades em quatro meses. Supondo que as vendas
decrescem a uma taxa proporcional ao nimero de unidades vendidas, determine:
(a) O volume de vendas no final do ano.
(b) Ao fim de quanto tempo o volume de vendas se reduz a 5000 unidades.
De acordo com a lei de arrefecimento de Newton, a taxa a qual um objecto arrefece é
directamente proporcional a diferenca entre a temperatura do objecto e a do meio ambiente
circundante. Se determinado objecto arrefece de 125 graus para 100 graus em meia hora,
quando circundado por ar a temperatura de 75 graus, determine a temperatura do objecto ao
fim de mais meia hora.
O pluténio desintegra-se a uma taxa proporcional a quantidade de pluténio presente em cada
instante. O pluténio tem meia de aproximadamente 200 anos (isto é, sdo necessarios 200
anos para passar a metade da quantidade inicial). Determine quanto tempo € necessdrio para
que, de uma quantidade inicial de 1 Kg, restem apenas 200 g.
Um tanque contém 20 kg de sal dissolvido em 5000 I de 4gua. Num dado instante comeca a
entrar d4gua que contém 0.03 kg de sal por litro a uma taxa de 25 1 por minuto. A solucio é
misturada e sai do tanque a mesma taxa. Determine a quantidade de sal que permanece no
tanque ao fim de meia hora.
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A Area como Limite de Somas

Seja f uma fungdo continua e ndo-negativa em |[a, ).
Como determinar a drea, A(R), da regido

R={(x,y):a<x<b AN 0<y<f(x)}?

Comeca-se por decompor [a,b] em n sub-intervalos iguais de comprimento Ax com Ax = b=a

n
através de n+ 1 pontos x; definidos por meio de
Xx=a+kAx, 0<k<n

Em seguida, constréem-se n rectingulos 7, 1 < k < n, de largura Ax. Entdo a soma das 4reas de
todos os rectdngulos constitui uma aproximagdo para o valor da drea. Vamos considerar dois tipos
diferentes de somas:

Somas Superiores: Neste primeiro caso, os n rectangulos Tj, 1 < k < n t€m largura Ax e altura
f(xx). Entdo podemos dizer que

n
Sn = Z f (xk)Ax
k=1
€ uma aproximagao por excesso para o valor da area da regido R.

Somas Inferiores: Neste segundo caso, os n rectangulos T, 1 < k < n, t€m largura Ax e altura
f(xx—1). Entdo podemos dizer que

Sp = Zf(xk—l)Ax
k=1

€ uma aproximacao por defeito para o valor da 4rea da regido R.
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m Exemplo 7.1 — Somas Superiores e Somas Inferiores. Consideremos f : R — R definida por
f(x) = (x—1)% em [1,3]. Nas figuras, tomamos n = 20 sub-intervalos em ambas as somas:

rtition into 20 subin
of subinterval used

m = 2.87
ntegral = 2.66667

3.5 7

1.5 2 2.5 3

Assim, para n = 20 a soma superior vale Sy = 2.87.

rtition into 20 subi
of subinterval used

m = 2.47
ntggral = 2.66607

/

3.5 Z

1.5 2 2.5 3

Assim, para n = 20 a soma inferior vale s,g = 2.47. Observe que s0 = Sro — 28—0 =80—-0,4. =
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Vejamos que podemos obter uma expressdo para ambas as somas:
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Repare que tanto S, como s, constituem aproximagdes para o valor da drea da regido R
satisfazendo
sp SALS,

para todo n. Parece evidente que: Quanto maior for n melhor € a aproximagdo no sentido em que o
valor estimado fica mais préximo do valor atribuido a drea da regido. Por isso, faz sentido definir a
drea da regido

R={(x,y):a<x<b AN 0<y<f(x)}
através de

A= lim s, = lim S,
n——oo0 n—y—+oo

desde que esse limite exista.

= Exemplo 7.2 — Area de uma regido via soma de Riemann. O valor da érea da regido
R={(x,y):1<x<3 A 0<y<(x—1%
¢é dado por

A = lim S,

n——+oo
8 &
= Jim s Lk
N@2n+1
_ iy St D@+ 1)

n—y—oo n3 6
16n° +24n*+-8n 8

n—stoo 6n3 3
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Este procedimento para determinar a drea de uma dada regido atrdves de um limite de uma
sucessdo de somas, traduz uma situacdo muito particular de analisar o problema de calculo da érea.
E pertinente colocar as seguintes questoes:
1. A altura dos rectangulos terd necessariamente que ser igual a imagem por f da extremidade
do lado direito do sub-intervalo?

2. A altura dos rectangulos terd necessariamente que ser igual a imagem por f da extremidade
do lado esquerdo do sub-intervalo?

3. Os sub-intervalos ndo poderao ter comprimentos diferentes?

As respostas as questdes serdo dadas pelas préximas defini¢des:

Definicdo 7.1.1 — Somas de Riemann. Seja f : D — R limitada em [a,b]. Efectue-se
uma parti¢éo P de [a,b], isto é, uma qualquer decomposi¢do num niimero arbitrario n de sub-
intervalos por meio de pontos x; tais que xp = a < x] <X < ... < X,—1 <X, =b. A maior das
medidas dos sub-intervalos [x;_1,x¢], 1 < k < n considerados chama-se amplitude da parti¢ao.
Ao somatorio

Sp= i J(wi) (o — X—1)
k=1

para algum wy, pertencente a [x;_,x;] chama-se soma de Riemann para f relativamente a P.
Note-se que para cada particdo existem muitas somas de Riemann possiveis.

Definicdo 7.1.2 — Nocdo de Integral Definido . O integral definido de f no intervalo [a,b] é
dado por

b n
| reyax= Jimy 3% 700 3t =)

desde que o limite exista. Também se diz que f € integrdvel a Riemann, ou simplesmente,
integravel.

Informalmente, o integral definido representa um nimero real /, cuja diferenca / — Sp em valor
absoluto se pode tornar tdo pequena quanto se queira, para todas as somas de Riemann possiveis
desde que o valor da amplitude da particdo P seja suficientemente pequena.

Quando mencionarmos ao longo do texto que f ¢ integravel em [a,b], estamos a
referir-nos exclusivamente a integrabilidade no sentido de Riemann.
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Propriedades do Integral Definido

Apresentamos as consideragdes gerais sobre integrais definidos, cuja demonstragdo serd omitida:

— Propriedades de Fungoes Integraveis.
Propriedade da aditividade:
Se f e g sdo integraveis em [a,b] entdo

/ab(f(x)Jrg(x)) dx = /abf(x)der/abg(x)dx.

e Propriedade da homogeneidade:
Se f é integravel em |[a, b] entdo

/abkf(x)dx:k/ahf(x)dx

para todo o real k.
* Propriedade da subdivisao ou Regra de Chasles:
Seja ¢ €]a,b[. Se f é integravel em [a,b] entdo

/abf(x)dx: /acf(x)dx—i—/cbf(x)dx.

* Propriedade de positividade:
Se f é integravel e ndo-negativa em |a, b] entdo

/abf(x)deO.

* Se f e g sdo integraveis em [a, b] tais que g(x) < f(x) para todo o x € [a,b] entdo

/abg(x)dxg /abf(x)dx.

No caso de f ser uma fung@o integravel em [a, b], podemos verificar facilmente que a
fungdo | f| também ¢ integravel em [a, b], e que a desigualdade

b
| 1r@ldx= 0

€ sempre satisfeita.

Coroldrio 7.2.2 — Integral com Sinal Negativo. Suponhamos que g é integravel em [a,b] e
g(x) <0 para todo o x € [a,b]. Entdo

/abg(x)dxgo.
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b
Demonstracdo. Seja f a fungéo simétrica de g, isto é, f(x) = —g(x). Como / f(x)dx>0e
a

/abg(x)dX— —/abf(x)dx

b
conclui-se que / g(x)dx <0.
a
[ |

— Func¢do integranda vs. intervalo de integracdo. No integral definido

b
/ f(x)dx é habitual chamar fun¢do integranda a f. Ao intervalo [a,b] chama-se intervalo
a

de integracao com extremidade (ou extremo) inferior a e extremidade (ou extremo) superior b.

a
No caso particular em que a = b, por convengdo tem-se / f(x)dx=0.
a

Por vezes, podem aparecer integrais em que a extremidade superior b é menor que a
extremidade inferior a. Neste caso, alteramos a posicao dos extremos de integracdo
usando a igualdade:

/abf(x)dx: —/baf(x)dx.

» Exemplo 7.3 — llustracdo do Teorema 7.2.1. Na figura abaixo estd representado o gréfico da
fungdo médulo x — | —2x+ 3| (a azul tracejado) assim como o integral definido

5
/ (2x+3)dx (4rea a magenta).
-1

|2z -3} i

Podemos verificar graficamente que:
3

2
c Ay = / (—2x+3)dx coincide com o valor da drea do tridngulo situado acima do eixo Ox;
-1
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5
* O valor do integral definido ﬂ (—2x 4 3)dx coincide com simétrico do valor da drea do
2

5
triangulo situado abaixo do eixo Ox, uma vez que A_ := — ﬁ (—2x+3)dx > 0;

* A propriedade da subdivisdo ilustrada Teorema 7.2.1 permité-nos concluir que a igualdade

5
/1(2x+3)dx:A+—A,,

onde A4 correspondem aos integrais definidos supramencionados.

Em particular, € possivel verificar que A; —A_ € negativo em virtude da fung¢do x — —2x+ 3 ndo

ter sinal constante no intervalo [—1,5].

5
No entanto, se considerarmos o integral definido / | —2x+3
1

dx podemos facilmente concluir,

com base na propriedade de positividade, que o valor deste € ndo negativo, e com base na
propriedade de subdivisdo que este representa a soma da drea dos dois tridngulos dados na figura,
ie.

5
/ | —2x+3ldx=AL +A_.
-1
n

— Aplique os seus conhecimentos sobre propriedades dos integrais definidos.
Para cada uma das questdes abaixo assinale apenas a letra correcta.

1. Admita que f é uma fungéo integravel no intervalo [—2, 1] tal que

0 1 1
/_zf(x)dx:/o fx)dx & /0 f(x)dx =3, entdo:
(A) /_12<5—f(x)>dx=3 (B) /_l(S—f(x))dx:9
1 1
©) [2(5+f(x))dx:12 (D) [2(5+f(x))dx:18.

Resposta:

2. Admita que f é uma fung@o integravel no intervalo [3,5] tal que

/:f(X)dx: Asf(x)dx e Asf(X)dx <3

Podemos afirmar que:

(A) /35(8f(x))dx29 (B) /35(8f(x))dx§10
5 5
(C)/3 (8+ f(x))dx < 19 (D)/3 (84 f(x))dx < 22.

Resposta:
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3
3. Ointegral deﬁnidoI:/ |4 — x?|dx é igual a:
0
3
(A)/ (4 —x*)dx B) [ (x* —4)dx
0 0
2 3
(©) / (4 —x*)dx+ / (x* —4)dx D) | (> —4)dx+ | (4—x*)dx.
0 2
Resposta:
2
4. O integral deﬁnidoI:/ Ix? — \/x|dx é igual a:
1 O 2
(A)I:/ (\/}—xz)dx—i—/ (x? — /x)dx (B)I:/ (vx—x%)dx
0 1 0
1 2 2
(C)I:/ (xz—\/})der/ (Vx —x%)dx (D)I:/ (x* — V/x)dx .
0 1 0

Resposta:

Funcoes Integrdaveis

Condicoes suficientes de integrabilidade

Comecemos por enunciar duas condi¢des suficiente de integrabilidade. A primeira (funcdes
limitadas em intervalos fechados) pode ser interpretada como uma consequéncia imediata da
construcdo via somas de Riemann.

— Funcoes limitadas sdo integraveis. Toda a fungéo limitada em [a,b] é
integravel nesse intervalo.

Todas as fungdes limitadas abordadas na subsecédo 1.3.4 Periodicidade e Limitacgao
do capitulo 1 Funcdes Elementares e Graficos sdo exemplos de fungdes integraveis
em intervalos da forma [a,b] C R.

No caso das funcdes da subseccdo 1.5.8 Funcoes Trigonométricas do capitulo
1 Funcoes Elementares e Graficos, apenas as func¢des seno e cosseno sdo integraveis
em [a,b].

O segundo resultado (func¢des continuas em intervalos fechados) pode ser visto como uma
consequéncia do primeiro resultado, dado que o Teorema de Weierstrass (vide Teorema 2.2.9) do
capitulo 2 Limites e Continuidade nos garante que toda a fungdo continua em intervalos da forma
[a,b] também € limitada no mesmo intervalo.

Coroldrio 7.3.2 — Continuidade implica integrabilidade. Toda a fungéo continua em [a, b]
¢ integravel nesse intervalo.

A continuidade de uma funcio € uma condi¢@o suficiente de integrabilidade num
intervalo fechado, mas nfo é uma condi¢@o necessdria, pois existem também fungdes
integraveis que sdao descontinuas.
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= Exemplo 7.4 — Funcdo ndo continua mas integravel. Podemos facilmente verificar que a
funcdo f, definida pontualmente por

—x se x<0

f(x)—{ 1 se x>0
€ descontinua em x = 0. No entanto, podemos verificar facilmente concluir pelo Teorema 7.3.1
que ela é sempre integravel em intervalos da forma [a,b] C R, mesmo nos casos em que 0 € [a, D).
A titulo de exemplo, no caso de [a,b] = [0,2] podemos concluir automaticamente pelo Corola-
rio 7.3.2 que f é integrdvel em [0, 2], uma vez que a restri¢do de f ao intervalo [0,2] (f(x) =1)é

sempre uma funcéo continua. No entanto, para o caso de escolhermos o intervalo [a,b] = [—1,2],
tem-se:

* f ndo é continua em [—1,2], uma vez que f exibe uma descontinuidade em x = 0.
* féintegravel em [—1,2], uma vez que o integral definido

/21 f(x)dx

representa a unifio de duas areas: a area de um tridngulo (de medida igual a %) e a drea de
rectangulo (de medida igual a 2), tal como ilustrado na figura abaixo.

Na verdade, a integrabilidade da fun¢do f no Exemplo 7.3.2 poderia também ser
concluida com recurso a propriedade da subdivisao (vide Teorema 7.2.1).

Teorema Fundamental do Cdiculo Integral

Comecemos por revisitar a construcao considerada no Exemplo 7.2.

= Exemplo 7.5 — Continua¢do do Exemplo 7.2. Considere que um ponto P se desloca ao longo
da pardbola de equagio y = (x —1)2.
Seja F : [0, +oo[— R a fungdo que faz corresponder a abcissa x a area de

R={(x,y):0<x<xy A 0<y<(x—1)3}.
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Repare entdo que o valor A = % que obtivémos no exemplo anterior também pode ser igual a
F(3) — F(1). Vamos provar esta evidéncia geométrica.
Para o acréscimo 4 da variavel x em torno de xg > 0, considere

AF(X()) = F(X() —|—h) - F()C())

que representa a drea da regido delimitada pelas rectas x = xg € x = xo + A, pela pardbola e pelo
eixo Ox.
Para i > 0 obtemos

h(xo—1)> < F(xo+h) —F(x0) < h(xo+h— 1)

donde F( B — F(x)
. Xo+n)—F(xo 2
| =(xo—1)".
et h (o=1)
Analogamente também se prova que
F h)—F
lim LoD ZFG0) _ gy
h—0~ h
Portanto F ¢é diferencidvel e F'(x) = (x — 1)2. Por primitivacio obtém-se F(x) = %71)3 dado
que F(0) = 0. Finalmente, vem
1 8

A=FQ3)-F(1)=3-3=1.

Num sentido mais geral, o0 exemplo acima é uma mera consequéncia do seguinte resultado.

— Teorema Fundamental do Cdlculo Integral. Se f é uma fungdo continua
em [a,b] entdo

sendo F uma primitiva de f em [a, b].

— Aplicacdo do Teorema Fundamental do Cdlculo Integral. Calcule os seguintes
integrais definidos com recurso ao Teorema 7.3.3

1. /02(4—x2)a’x;
2. /0 (vx —x)dx.

» Exemplo 7.6 — Continuacdo do Exemplo 7.4. Mesmo a fun¢ido do Exemplo 7.4 nio sendo
continua no intervalo [—1,2], a combinagio da regra de Chasles e do Teorema Fundamental do
Calculo permitem-nos concluir que

/zlf(x)dx = /i(—x)dx—i—/()2 ldx
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A aplicac@o do Teorema Fundamental do Calculo no Exemplo 7.6 seguiu do facto
de:

* x+— —x ser uma fun¢do continua em [—1,0];
* x> 1 ser uma fungdo continua em [0, 2].

— Verificacdo da aplicabilidade do Teorema 7.3.3. Para as fungdes F e f
definidas por

Flx) = *%sin <x) se x#0,1 & f(x)= — oS <x> +2xsin (x) se x#0,1 ,
0 se x=0,1 0 se x=0,1

respectivamente, verifique que:
1. F é diferencidvel em [0, 1];
2. f ndo é continua mas € integravel em [0, 1];
3. F'(x) = f(x), para todo o [0, 1].
Adicionalmente, diga se a igualdade

[ reax=r()-F0)

se verifica.

» Exemplo 7.7 — Fun¢do Gaussiana. A distribui¢do normal estandartizada (grafico da fungéo
a magenta), obtida a partir da funcdo Gaussiana (gréfico da funcdo a azul em forma de sino),
corresponde a um exemplo de uma fungéo integravel em intervalos da forma [a,b] C R — por ser
continua em R — para a qual ndo podemos aplicar o Teorema Fundamental do Calculo por nio
conhecemos uma primitiva.

05

Ou seja:
b 2
1. / e~ 7 existe (vide Corolario 7.3.2);
2ab1 5 L "4 b 1 dade da h dad
. ——e I = —— 7 também existe pela propriedade da homogeneidade
/aZ\/Ee 2\/%/“6 xiste pela prop g
(vide Teorema 7.2.1).

3. Nao é conhecida uma fungdo F tal que

[S]

X

F'(x) =e 7, paratodo o x € [a,b].

(vide Definicao 4.1.1 do capitulo 4 Primitivacao).
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No entanto, a fun¢io representada a laranja — multiplicagdo da fun¢do Gaussiana pela fungdo
identidade — ja € uma func¢do que estd nas condi¢des do Corolario 7.3.2 & do Teorema 7.3.3, uma
vez que:

1. E continua em intervalos da forma [a,D] (produto de fungoes continuas);

I\J"‘

2. Admite uma primitiva F em [a, b]: ( ) —xe -5 ,paratodo o x € R.

Neste dltimo caso, tem-se que:

b 2 2
/ xe 2dx = |—e 7
a

— Continuacdo do Exemplo 7.3. Use a propriedade da subdivisao e o Teorema
7.3.3 para confirmar que

53/2-(=1)  75-3/2)
2 2 ’
A, =A_

5
/ | —2x+3|dx =
-1

— Testes os seus conhecimentos sobre o Teorema Fundamental do Cdiculo.
Classifique as afirmacdes abaixo de verdadeiras (V) ou falsas (F), justificando sucintamente:

1. Posso aplicar o Teorema 7.3.3 a fungdo x — e~ em intervalos da forma [0, 5] (b > 0);

2. Posso aplicar o Teorema 7.3.3 2 funcio x — ¢~ em intervalos da forma [—b, 5] (b > 0);
0

2
3. O integral definido / xe~ 2 dx define uma 4rea;
)
2

2
4. O integral definido / xe 7 dx define uma drea;
-2

2 2 2_2
/ e Mgy =26 >
2 e

2 2
6. / e Tdx<2—2e2.
-2

|91

Cdlculo de Areas

Areas definidas a partir de fungcdes ndo positivas
Definicdo 7.4.1 — Regido Limitada Inferiormente pelo Grdafico de f e Superiormente
pelo eixo Ox. A érea daregido

R={(x,y):a<x<b A f(x)<y<O0}

éigual a
b
- [
a
= Exemplo 7.8 — Regido situada abaixo do eixo Ox. Sendo que a fungdo x — /x se situa
abaixo do eixo Ox no intervalo [—1,0], segue que a drea da regido delimitada por y = /x, x = —1
e y=0vale

[, e S -3
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Areas definidas a partir da fungdo modulo
Definicdo 7.4.2 — Regido Limitada pelo Grafico de médulo de f e pelo eixo Ox. Su-
ponhamos agora que a func¢éio f nio tem sinal constante no intervalo [a, b]. Entdo a drea da
regido delimitada pelas rectas x = a e x = b, pela gréfico de f e pelo eixo Ox é dada por

a=["150 ax

» Exemplo 7.9 — Area delimitada pelo grdfico da funcdo seno e pelo eixo Ox. Considere-se
a regido delimitada por

y=sin(2x) ; y=0 ; x=0 ; x=m.

A area é igual a

b1 /2 T
/ |sin(2x) | dx = / sin(20)dx+ [ (—1)sin(2x)dx
0 0

/2

[—cos (2x)}g/2 + %[cos (20)]7/2

1
(—cosm+cos0)+ E(cos27r—cos )

D 1| — ] —

Regides Verticalmente Simples
Definicdo 7.4.3 — Regido Verticalmente Simples. A drea da regido

R={(x,y):a<x<b A gx)<y<flx)}

éigual a

a= [ U@ g0y ax

No caso de das fungdes f e g serem pontualmente definidas no intervalo [a,b] por
f) = ()] & g(x) = —|h(x)],
podemos facilmente verificar que o valor do integral definido
b
H— / Ih(x)| dx
a
corresponde a metade da area da regisio

R = {(xy)ra<x<b A —|h(x)| <y <|h(x)[}.



278 Capitulo 7. Integral Definido

x=0 IX=T/2 XF
1.2 : I
’ 1
1
1 I
1
0.8 E
’ 1
1
0.6 I
1
04 1
’ 1
1
02 1
1
04 02 of ' o2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 #l32 34 36 3.8
K a1
13 o
—02 . .
K o 1
“ O.
1 " 5

i s 5 1

04 s &
kY s 1

. R
%, & 1
“ R
06 % & 1
s o
(X < 1
", o
(X o 1
038 % o
o R 1
0. '0

e, o 1
-1 .'-....-"‘ ]
1
1
12 .

Figura 7.1: Tlustrac@o grafica do Exemplo 7.9. A magenta (resp. a lilds) encontra-se representado
o grafico da fungdo x — |sin(2x)| (resp. grafico da recta horizontal y = 0) no intervalo [0, 7], e a

pontilhado o gréfico da fungdo x — sin(2x) no intervalo [%, 717] . Com recurso ao célculo do integral

/s
/ sin(2x)dx e as propriedades de integragdo — mais propriamente, a propriedade da subdiviséo —
0

. x
podemos ainda concluir que / sin(2x)dx = — / ’ sin(2x)dx.
z 0

2
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= Exemplo 7.10 — Area delimitada pelo grdfico duma recta e duma pardbola. A irea da
regido limitada pelos graficos das fungdes definidas por y = x e y = x? no intervalo [0, 1] é dada por

! 2 #1111
/o(x x)dx [2 3]0 27376

s Exemplo 7.11 — Continua¢cdo do Exemplo 7.10. Suponhamos agora que pretendemos
determinar a 4rea da regido limitada pelos gréaficos das fungdes definidas por y = x e y = x> no
intervalo [0,2] é dada pela soma dos integrais

A férmula acima resultou do facto de:

2

* o grifico da pardbola de equagio y = x? se situar abaixo do gréfico da recta, isto é, x*> < x,

para valores de x € [0, 1];
» o grifico da parabola de equacdo y = x> se situar acima do gréfico da recta, isto &, x> < x,
para valores de x € [1,2].

Deixamos ao cargo do leitor a tarefa de verificar que A = 1 € o valor da area pretendida. »

= Exemplo 7.12 — Para revisitar a equac¢do da recta tangente. Suponhamos agora que
pretendemos determinar a drea da regido delimitada entre as rectas verticais

x=0ex=1,
a pardbola de equagdo
y=x
e a recta tangente ao grafico de x — x> no ponto P = (1,1). Esta tdltima é dada pela equagdo

y=2x—1.

Com base na representaciio gréfica abaixo é f4cil de constatar que o gréfico de x — x* se situa
sempre acima do gréfico da recta tangente, de equacdo y = 2x — 1, donde se retira que

A:/Ol(xz—(2x—1))dx

corresponde a area da regido delimitada a vermelho na figura abaixo.
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y='2x-1

(1, 1)

Adicionalmente, com base no Teorema Fundamental do Calculo e na identidade binomial
(x? — (2x— 1)) = (x— 1)? é possivel concluir que

A:/Ol(x—l)zdx: [(x—31)3]; - %

= Exemplo 7.13 — Igualdade de dreas. Na figura abaixo encontra-se representado a regido
limitada inferiormente parabola de equacio y = x*> (a magenta), e superiormente pela recta horizontal
y =9 (aazul).

Tx=-3 x2f3
1

(-3,9) (3,9)

Pk - L e
|
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Podemos facilmente verificar que a 4rea da regido sombreada na figura acima pode ser descrita
pelo integral definido

3
A:/ (9 —x%)dx,
-3

onde os extremos de integracdo x = —3 e x = 3 foram determinados a partir da interse¢do da
parabola y = x?> com y = 9 (solucdes da equacio x> = 9).

Adicionalmente, € f4cil de verificar via o Teorema Fundamental do Célculo que A = 36.

Supondo agora que pretendemos subdividir a regido a sombreado em duas areas, separadas
pela recta de equacdo y = ¢ (0 < ¢ < 9), poderiamos chegar as seguintes conclusdes — que deverd
verificar como exercicio:

* O integral definido

Alc) = /ﬁ (c —x*)dx

permite-nos calcular a drea limitada inferiormente parabola de equacio y = x>
mente pela recta horizontal y = c;

* A diferenga de integrais definidos

, € superior-

3 Ve
36—A(c):/_3(9—x2)dx—/_\/g(c—x2)dx

permite-nos determinar a 4rea delimitada pela parabola y = x2, e pelas rectas de equacdes
y=9ey=c.
* O valor da drea A(c) é igual a %\/ci;
* A recta horizontal, de equagdo y = ¢, divide a drea a sombreado acima em duas regides de
dreas iguais (i.e. 36 —A(c) = A(c) = A(c) = 18) quando ¢ = 3%/1'
| |
— Como complemento ao Exemplo 7.12. Determine a area da regido delimitada

entre as rectas verticaisx =1ex = %, a pardbola de equagado

y=x

e a recta tangente ao grifico de x — x?> no ponto P = (1,1).
— Continuagcdo do Exemplo 7.10 & do Exemplo 7.11. Determine, para que valores
de b > 1 se verifica a igualdade

b 1
/ |x—x2|dx:2/ (x —x%)dx.
0 0

O que pode concluir acerca da drea do gréfico delimitado pelo gréfico da recta y = x, da pardbola
e pelas rectas verticais x = 1 e x = b?
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N
B3
[N)

0.5 25 3

Figura 7.2: Ilustracdo grafica do Exemplo 7.10 & do Exemplo 7.11. A drea da regido a azul é

1 2
delimitada pelo integral / (x —x*)dx. Por sua vez, o integral / |x — x*| dx corresponde & soma
0 0

1
das 4reas das regides a azul — dada pelo integral / (x— xz) dx — e a vermelho — dada pelo integral
0

/12 (—x+x%)dx.
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Figura 7.3: Ilustracdo grifica do Exemplo 7.14. A drea sombreada a vermelho é determinada a partir
T

do integral definido / (sinx — cosx) dx, ao par que a drea sombreada a azul € determinada a partir

" "
do integral definido /ﬂ \ (sinx — cosx) dx. Por seu turno, o integral definido /0 | cosx —sinx | dx
corresponde a soma da/s areas das regides sombreadas da figura. Esta subdivisdo da drea do grafico
foi necessdria, uma vez que a fun¢do x — cos(x) — sin(x) ndo tem sinal constante. Esta constatagio
é elucidada pelo facto do grafico da funcdo cosseno se situar acima do grafico da funcdo seno no
intervalo [O, %] , e de o grafico da funcgfo seno passar a se situar acima do grafico da fungdo cosseno
no intervalo [%, n].

= Exemplo 7.14 — Area compreendida entre funcoes trigonométricas. A édrea da regido
compreendida entre os graficos das fungdes definidas por y = sinx e y = cosx para x € [0, 7] é
dada por

b2 /4
/ |cosx—sinx | dx = / (cosx —sinx)dx+
0 0

T
+ / (sinx — cosx) dx
T

/4
= [sinx+ cosx]g/4 +

+ [—cosx—sinx|7,
= V2-1+1+V2
= 2V2.
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— Vide Exemplo 2.20 do Capitulo 2. Para valores de x € [—%, %] , determine as
areas das regides delimitadas entre os graficos das fungdes:
1. y=xey=sin(x);
2. y=xey=tan(x);
3. y=sin(x) e y = tan(x).
m Exemplo 7.15 — Excedentes do Produtor e do Consumidor. Na figura abaixo estdo repre-
sentadas a direita do eixo Oy duas regides a sombreado, definidas pelas fungoes

S(x) = x* (aazul) e D(x) = x> — 8x+ 16 (a laranja),

que podem ser interpretadas como o excedentes do produtor e do consumidor — vide mais a frente a
subsecdo 7.6.1 Excedentes do Produtor e do Consumidor.

Ix=2
1
1
1
1
1
1
|
1
1
1
1
]
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

yoh (2.4)

-

Para determinarmos as regides acima, come¢dmos por determinar a interse¢do dos graficos D e
S — que corresponde ao ponto de equilibrio (x,y) = (2,4).

Assim, a regido a azul — que pode ser interpretada como o excedente do produtor — é determi-
nada a partir do integral definido

/0 (4= S())dx = § — /0 S (x)dx.

ao par que a regifo a laranja — que pode ser interpretada como o excedente do consumidor — ¢
determinada a partir do integral definido

/0 *(D(x) — 4)dx — /0 *Dx)dx—8,

Note ainda que em ambos os integrais acima o valor numérico 8, descrito em termos do integral

definido s
8 = / 4dx
0

corresponde a area do rectdngulo delimitado pelas rectas horizontais
y=0 & y=4,

e pelas rectas verticaisx =0 e x = 2.
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— Area da regido colorida. Determine a drea sombreada da figura abaixo, descrita
em termos das fungdes D e S do Exemplo 7.15.

<
1
N

4 ) ol S

= Exemplo 7.16 — Regido delimitada por curvas parabdlicas e exponenciais. A representa-
¢do geométrica da regido

RlZ{(x,y)€R2 x>V Ay>e -1 A x<2}

dada pela figura abaixo permite-nos concluir que R; trata-se de uma regido verticalmente simples,
descrita em termos do conjunto de inequagdes




286 Capitulo 7. Integral Definido

e’ -1
T /

0.5

25 3

]

Desta ultima descricdo segue que a area de R, é dada por
2

/Oz(ﬁ—(eX_l))dx = Bxi—i‘ex—i—x]

0
2 4
= 5\/§+1+672 (ou g\f2+1+672).

Regides Horizontalmente Simples
Definicdo 7.4.4 — Regido Horizontalmente Simples. A irea da regido

R={(x,y):c<y<d A q)<x<pl)}
éigual a

A= /cd (P(y) —q(y)) dy.

» Exemplo 7.17 — Area de regido horizontalmente simples. A regido
RZZ{(%)’)ERZ tx+y>20 A x—y<2 A y< 1}

representada na figura abaixo pode ser representada como uma regido horizontalmente simples
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Para determinar os extremos de integracdo, precisamos de verificar adicionalmente que o ponto,
de coordenadas P = (1,—1), corresponde a interse¢do das curvas, de equagdo

x+y=0 e x—y=2.

Assim, a drea de R, é dada por

1 1 1
L (2+y—(—y))dy=[1(2+2y)dy= [2y+y?] | =4

» Exemplo 7.18 — Area de regidio horizontalmente simples Il. A érea representada na figura
abaixo corresponde 2 regido situada no primeiro quadrante e limitada por x = —y* +2ye x =0
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0% X S-y2+ 2y

Esta dltima é dada por

2 2 Y 22 8
— 2 d: —_— = — = 4:7.
/O(y+y)y [3+y]0 sH4=3

Nos integral definido acima, os extremos de integracao foram obtidos como a intersecdo dos
grificos de x = —y? 42y e de x = 0 (solugdes da equagio —y? + 2y = 0).

s Exemplo 7.19 — Area de regido horizontalmente simples lll. A regido
Ri={(xy) eR*: Y =2y+1<x<|y—1[}

representada na figura abaixo corresponde a uma regido horizontalmente simples, delimitada pelas
rectas horizontais y = 0 e y = 2, resultantes da intersecdo das curvas de equagdo

x=y"—2y+1 A x=|y—1|.
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Assim,

2 2 2
/O(Iy—l\—(yz—2y+1))dy:/o \y—lldy—/o (2 —2y+ 1)dy

corresponde ao valor da drea de R;.

Do célculo dos dois integrais definidos retiramos, ap0s a realizacio de célculos auxiliares, que

2 2 5 2
[y-tay=1 & [0* -2+ Ddy=3.
0 0 3

€ o valor da area de R;. n

SIS

1
Portanto, 3 =1-

Regides Horizontalmente Simples vs. Regides Verticalmente Simples

s Exemplo 7.20 — Regides Horizontalmente Simples vs. Regides Verticalmente Simples.
Podemos verificar com base na andlise grafica da drea da regido R, que a recta y = 1 — resultante
da interse¢do de x =1 e y = %, permite-nos decompor R; (regido verticalmente simples) na
unido de duas regides horizontalmente simples, definidas pelo seguinte conjunto de inequagdes:

1 1
. RegiﬁoAzigygl N—<x<2;
y
* RegiaoB: 1 <y<2 Ay<x<2.
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como a partir da soma dos integrais definidos

[ <2—;> dy+/12(2—y)dy.

2

O calculo dos integrais mencionados acima, assim como a verifica¢do da igualdade

/12 <x—i) dx:/l (2—i) dy+/]2(2—y)dy

2

é deixado como exercicio.

X

1
> dx,

2
Logo, a drea da regido dada tanto pode ser determinada a partir do integral / (x ——
1

» Exemplo 7.21 — Regides Horizontalmente Simples vs. Regioes Verticalmente Simples Il.
A regido Ry = {(x,y) ER?: x>0 A x<y<2 —xz} representada na figura abaixo pode ser

representada de dois modos distintos:

* Como uma regido verticalmente simples;
* Como a unido de duas regides horizontalmente simples.
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[ S

(1,1

Para determinar os extremos de integracdo em ambos 0s casos, precisamos de verificar adi-
cionalmente que o ponto, de coordenadas P = (1, 1), corresponde a interse¢do das curvas, de
equacgao

y=x A y=2-x.
Em concreto, a drea pode ser representada de dois modos distintos

1
* Verticalmente simples: / (2 —x%) —x)dx;
0
1 2
* Horizontalmente simples: / ydy + / v/ 2 —ydy.
0 1

Deixamos a cargo do leitor a verificagdo da igualdade

/()1((2—x2)—X)dx—/01ydy+/12mdy-

— Regides Horizontalmente Simples vs. Regides Verticalmente Simples. Seja

R = Ry UR; a unido de duas regides verticalmente simples, sendo:

* R; aregido delimitadapory=1,y=¢", x=0ex=1;

* R, aregido delimitadapory=e,y=+/x,x=1lex= e2.
(a) Esboce aregido R.
(b) Exprima a area de R como um integral que descreve a drea de uma regiao horizontalmente

simples.

(¢) Determine o valor da area de R.

= Exemplo 7.22 — Reunido de regiées horizontalmente e verticalmente simples. Na figura
abaixo encontra-se representada uma regido R, definida como a reunifo de duas regides R e R,
onde:
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1. R; —alil4s — é a regido horizontalmente simples dada por

Ri={(xy)eR*: -6<y<6e —|y|<x<O}

2. R, —amagenta— ¢ a regido verticalmente simples dada por

2
Rzz{(x,y)eR2 :0<x<6e x6§y§6}.

-2

-4

-8

Uma decomposicao alternativa da regido
R=R{UR,

passaria por decompor em duas regides verticalmente simples situadas acima e abaixo do eixo Ox:
1. ACIMA DO EIXO Ox: Regido verticalmente simples (R3), delimitada pelas rectas y = —x e
y =6, e pela pardbola y = %2.
2. ABAIXO DO EIXO Ox: Regifo verticalmente simples (Ry4), delimitada pelo eixo Oy e pela
rectas de equagdes y=xe y = —6.

Como exercicio:
1. Represente a drea das regides R; e Ry, A(R;) e A(R;) respectivamente, como integrais
definidos. Use estas relagdes para determinar a drea da regido R.
2. Represente as dreas das regides verticalmente simples R3 e R4 supramencionadas como
integrais definidos e calcule-as.
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3. Sendo A(R3) e A(R4) as dreas das regides Rz e R4, respectivamente, verifique que

A(R) = A(R3) +A(Ry).

Técnicas de Integracdo

Esta subseccao vai ao encontro da discussdo do célculo de primitivas iniciado na se¢io 4.4 Métodos
de Primitivacio do capitulo 4 Primitivacio.

Integracdo Por Partes

— Férmula de Integracdo Por Partes.

b b
[ 10 dr = F@sli~ [ Flg' () dr

= Exemplo 7.23 — Férmula de integracdo por partes envolvendo fungdes poténcia. Do
facto da funcéo

1
Xi—>§ (2x+1)3

ser uma primitiva de x — /2x+ 1 no intervalo [0, 1], segue por aplicacdo directa da formula de

integracéo por partes que
1 1 !
/ x ( (2x+ 1)3> dx
0 3

_ L 2x—|—l] / S/ (2x 13 dx

= ‘[[115 (2x+1)]

1
/ xV2x+1dx
0

0

33
= Vi
14+6V3

15

A aplicacdo da férmula de integracdo por partes no Exemplo 7.23 envolveu o
célculo de primitivas [imediatas] associadas fun¢des poténcia de ordem p # —1-
vide Corolario 4.3.5 & subseccio 4.3.4 Tabela de Primitivacio Generalizada do
capitulo 4 Primitivacao.

Os préximos dois exemplos sdo complementares ao calculo de primitivas de func¢des inversas
— logaritmicas e trigonométricas inversas — estudadas ao longo da subsecc¢ido 4.4.1 Método de
Primitivacao por Partes do capitulo 4 Primitivacao.
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= Exemplo 7.24 — Férmula de integracdo por partes envolvendo funcdes logaritmicas. Da
identidade In(y/x) = %ln(x), segue por integracdo por partes que

e 1 e
/ln(ﬁ)dx = 5 X In(x)dx
i !
1 1 e
= —[In(x)]{—= | x(In(x))dx
2 2 J1
1 L1 1
= E[xln(x)]l—i 1x;dx
1 .1
= i[xln(x)]l—i : ldx
1 1
= 3¢5
_ !
= 5

1
1 N
( n(\/;c)) \/;C 2%
seria possivel chegar na mesma conclusdo, com base na férmula de integragcao por

partes

/jln(\/})dx — In(y/o)) — f;dx.

= Exemplo 7.25 — Férmula de integracdo por partes envolvendo fungoes trigonométricas
inversas. Da regra de derivacdo

Yy 1
(arctan <x>> Bl paratodoo x#0

segue por aplicagao directa do Teorema 7.5.1 e do Teorema Fundamental do Calculo que

1 1
/ arctan <1> dx = / X arctan <1> dx
V3 X V3 X
N1 1
X
= [xarctan ()} —I—/ 72dx
X/ 13 V3 1+x
1
= arctan(1) —v/3arctan (?) + [zln(l —i—xz)}

-2
_ (31;@)7: —In(v/2) [ap6s algumas simplificacdes].

1

V3

— Férmula de integracdo por partes envolvendo fungoes trigonométricas
inversas. Calcule o integral abaixo usando a férmula de integracao por partes:

1

/ xarccos(x?)dx.
0
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— Aplicacdo do Exemplo 4.15. Com base no que aprendeu com o Exemplo 4.15
do capitulo 4 Primitivacao, calcule os seguintes integrais definidos:

5
1. / cosh™! (x)dx;
2

5
2. / xcosh™ ! (x?)dx.
2

Integracédo Por Substituicdo

— Férmula de Integracdo por Substituicdo .

[ reoas= [ sl 0 a
sendo a = g(c) e b=g(d).

Em resumo deverd seguir os seguintes passos:

1. Mudar a varidvel por meio de x = g(t)

2. Diferenciar a varidvel x, isto é, dx = g/(¢)dt

3. Substituir x e dx, o que origina uma nova fungio de ¢:

fle@)]g'(t)
4. Calcular as novas extremidades (ou extremos): ¢ = g~ '(a) ed = g~ ! (b)

5. Calcular / " e () dr

= Exemplo 7.26 — Exemplo 7.13 segundo integracdo por substituicdo. No Exemplo 7.13
verificdmos essencialmente que as fungdes de drea da forma

NG
A(s) = /\/E(s—xz)dx (s>0)

permitem-nos determinar a drea de uma regido delimitada superiormente por rectas horizontais da

forma y = s, e inferiormente pela parabola de equacio y = x?.

Da substitui¢do x = /st (—1 <t < 1) segue que
A(s) = / (s —x%)dx

1

= / (s — st?)/sdt
~1
1

= / (1—1%)s/sdt
~1

= VSBAQD).

Em particular, a drea da regido delimitada pelas rectas y =9 e y = ¢, e pela pardbola de equagdo
y = x? pode ser descrita através da relagio

36—A(c) = (V3B—VAAQ).

Adicionalmente, podemos ainda verificar que o factor % que aparece nos célculos do Exemplo
7.13 coincide com A(1). .
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= Exemplo 7.27 — Substituicdo trigonométrica. Recorrendo a substituigdo trigonométrica
x=13sin(r) — 1
¢ facil concluir com base nas igualdades

2:3sin(g>—1 (r=1)
—1=3sin(0)—1 (¢ )

/21 9—(x+1)2dx = /2 \/1—<x—;1>2dx

3
1
/2
= / 3cost3costdt
0

/2
= / 9cos? tdt
0

/2
_ 9/ 1 +cos (2t) gt
0 2
9 [ sin(Zt)]”/2
= i+
2 2

_ g (ﬂ:—i—s;n(n)s
9

T

1

ISIERESIE

que

A substituicdo ¢ = x4+ 1 permite-nos demonstrar que

2 3
/ \/9—(x—|—1)2dx:/ 9—12dx.
-1 0

Em geral, a substituicdo t+ = x — & em integrais envolvendo fung¢des da forma

\/p? — (x— a)? permite-nos concluir que
atp p
/ \/pzf(xfa)zdx:/ V p?—tidt.
a-p -p

Geometricamente, a identidade acima diz-nos que 4rea da semi-circunferéncia de raio
p € independente da escolha do centro da circunferéncia.
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Figura 7.4: Ilustracdo grafica do Exemplo 7.27. A irea sombreada a vermelho é determinada

2
a partir do integral definido / \/9—(x+1)2dx. A substitui¢do trigonométrica permitiu-nos
-1

. . . . L . o . . 2
concluir que o integral definido dd-nos area de ‘l—l de circunferéncia de raio 3 (i.e. - para r = 3).

Figura 7.5: Tlustra¢do grafica do Exemplo 7.27. A substituigdo trigonométrica x = 3sin(z) — 1

2
permitiu-nos mostrar que / \/9— (x+ 1)2dx coincide com a drea delimitada pelo eixo Ox, pelo
~1

gréfico de x — 9cos?(x), e pelas rectas verticais x =0 e x = 3.
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= Exemplo 7.28 — Substituicdo trigonométrica ll. A regido
RlZ{(x,y)eRz 42 <4 A y>0 A 0<V2a<I }

corresponde a uma regido verticalmente simples, que pode ser equivalentemente descrita pelo
conjunto de inequacdes:

V2 ;

V2
Deste modo, a drea de D é dada pelo integral definido / ’ V4 —x2dx.
0

Adicionalmente, a substituigdo trigonométrica x = 2sin(¢) permite-nos concluir que o integral
anterior é equivalente a

/03[ \/‘m 2cos(t)dt = 4/02 cos?(1)dt.

Deixamos ao cargo do leitor o cdlculo do valor do integral definido / ’ cos?(t)dt, e do valor da
0
drea da regido R;. "

— Substituicdo trigonométrica lll. Use a substitui¢do trigonométrica

x=4tan(t)+3

/71 \/ 16+ (x —3)%dx.

Integral definido envolvendo a funcdo inversa

para calcular o integral

Coroldrio 7.5.3 — Férmula de Integracdo da Funcdo Inversa.

d b
/ h ' (y)dy = bd — ac — / h(x)dx,
c a
sendo ¢ = h(a) e d = h(b).

Demonstra¢do. Suponhamos que ¢ = h(a) e d = h(b). Usando a técnica de primitivagdo por
substitui¢do para y = h(x), segue que

ly)=x & dy=H(x)dx.

Logo,

/cd ' (y)dy = /bxh'(x)dx.

a

Por outro lado, da férmula de integracio por partes, tem-se que

/abxh/(x)dx = [xh(x)]Z—/bx'h(x)dx

a
b
—  bh(b) —ah(a) - / h(x)dx.
a
A combinagao das duas féormulas de integracdo anteriores, e as condi¢cdes

c=h(a)ed=h(b)
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permite-nos assim concluir que

d b
/hil(y)dy = bd—ac—/ h(x)dx,

como pretendido. |

As sequéncias de igualdades

b d
bd—ac:(b—a)d+a(d—c):/ ddx+/ ady

d b
bd—ac:b(d—c)—i-c(b—a):/ bdy—l—/ ¢ dx

permitem-nos obter as seguinte formulacdes equivalentes do Corolario 7.5.3:

/cd (h'(y) —a)dy = /ab(d—h(x))dx
/Cd (hfl(y)—b)dy = /ab(c—h(x))dx.

Mais adiante, estas serdo de extrema utilidade para a resolucdo do Desafio 7.19.

= Exemplo 7.29 — Teorema da funcdo inversa aplicado & funcdo exponencial e logaritmo.
A aplicacdo do Corolario 7.5.3 permite-nos facilmente concluir que

e 1
/ lnxdx:e—/ edy=1.
1 0

— Teorema da func¢do inversa aplicado da fungdo exponencial e logaritmo.
Seja D a regido delimitada pelas curvas de equacio y =e, y = e¢*, x =0e x = 1:
1. Represente-a geometricamente no plano xOy, e calcule a respectiva area.
e

4

2. Determine o valor de o > 0 para o qual / In(x*)dx coincide da rea da regido D.
1

= Exemplo 7.30 — Teorema da fung¢do inversa aplicado a fungdes trigonométricas e suas
inversas. Atendendo as identidades trigonométricas

cos (£) = ¥ ecos (§) = 4.

podemos aplicar mais uma vez o Corolario 7.5.3 permite-nos facilmente concluir, apés alguns
célculos auxiliares, que

N
2
ﬁ arccos(x)dx = —— ===
2
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Figura 7.6: Ilustragdo grafica do Exemplo 7.29. O integral definido /

e
Inxdx corresponde a regido

1
a lilas compreendida entre as rectas verticais x = 1 e x = e (a tracejado), enquanto que o integral

1
definido fol e”’dy corresponde a regido a rosa. A identidade e — / e = / (e — €”)dy permitiu-nos
0

concluir geometricamente que, no intervalo [0, 1], a drea compreendida entre arectay =e¢ e a

e
funcdo x — e* coincide com / Inxdx.
1

ou equivalentemente, que

V3

/;2 (arccos(x) - g) dx

6 3)(n(g) = (3))

6
T+6
12

()%

— Complementar ao Exemplo 7.25. Verifique que

1
/ arctan (
V3

(3-2V3)x

d /Z‘r te (x)dx =
x—|—%cogx X = D .

1
— Frequéncia Matemdtica |, 14/01/2021. 1. Calcule: / 4arctg(x)dx.
0

2. Verifique que:

/01 (m — darctg(x))dx = /Ontg (%) dx.

3. Na figura estd tragcada a curva de equag@o y = 4arctg(x) num referencial ortonormado:
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V3
2 v/
Figura 7.7: Ilustragdo grafica do Exemplo 7.30. O integral definido [ ’ (arccos(x) — 8) dx

2

g

6 (1
(2 - cos(y)> dy corresponde
3

a drea da regido a vermelho compreendida entre as rectas verticais x = ¢ e x = 5 (a tracejado).

Por seu turno, a aplica¢do do Corolario 7.5.3 permitiu-nos ilustrar geometricamente a igualdade
Ne)

2 T % 1 . L cn
ﬁ (arccos(x) - g> dx = ﬁ <2 —cos(y)) dy (i.e. a drea das regides a azul e a vermelho
3 3

corresponde a regido a azul, enquanto que o integral definido /

coincide).

1
Justifique que / (m — 4arctg(x)) dx representa uma drea e esboce duas regides no primeiro
0

quadrante cuja drea seja igual ao valor desse integral. Nota: Faca o esboco na figura dada.

Integracdo num intervalo simétrico em relagdo a origem

Esta subsecao tem como objectivo extrapolar o estudo de paridade e simetria, iniciado na subsecio
1.3.3 Paridade e Simetria do capitulo 1 Funcdes Elementares e Graficos para o célculo de
integrais definidos em intervalos simétricos da forma [—a, a].
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— Integral de uma funcdo par ou impar. Seja f uma fungdo continua em
[—a,a], onde a > 0.

* Se f é impar entdo f( )dx=0;

* Se f é par entdo fx dx:2/ f(x)dx
—a 0
Demonstra¢do. Usando a decomposic¢do temos

a 0 a
" wdx= [ pwaer [ rwar

De seguida, usando a mudanca de varidvel x = —¢ obtemos:

0 a
(i) Se f é imparentdo [ f(x)dx=— / f(x)dx;
—a 0

0 a
(ii) Se féparentio [ f(x)dx= /0 f(x)dx
|

= Exemplo 7.31 — Func¢odes Hiperbdlicas. Do estudo realizado na subse¢do 1.5.5 Fungdes
Hiperbdlicas do 1 Funcoes Elementares e Graficos, retiramos que a fungdo seno hiperbdlico é
impar, enquanto que a funggdo € par. Logo, é possivel concluir que

1 1 1
/ sinh(x)dx=0 & / cosh(x)dx =2 / cosh(x)dx
-1 -1 0

a partir da aplica¢do do Teorema 7.5.4.
Adicionalmente, a igualdade ¢* = cosh(x) + sinh(x) conduz-nos a sequéncia de igualdades:

1 1
/ dx = / cosh(x)dx+ / sinh(x)dx
-1 _
= 2 / cosh(x

O Exemplo 7.31 permite-nos concluir que o drea descrita pelo integral definido

/ 2 cosh(x)dx coincide com a édrea da regido delimitada pelo eixo Ox, e pelas curvas
0

de equagdo

y=e"&x*=1.

Mais genericamente, o exemplo € um caso particular do seguinte coroldrio.

Coroldrio 7.5.5 — vide Teorema 1.3.5 do Capitulo 1. Seja f uma fungdo continua em
[—a,a], onde a > 0.
Entdo

" rwdr= [ (0 +s(—0)ax



7.5 Técnicas de Integracdo 303

= Exemplo 7.32 — Regides Horizontalmente Simples. Verificiamos no Exemplo 7.17 que o

1
integral definido / (2+2y)dy permite-nos determinar a drea da regiéo
-1

Ro={(xy)eR* : x+y>0 A x—y<2 A y<l1}.

Por outro lado, atendendo a que y — 2 € uma fun¢do par & y — 2y é uma fun¢do impar, segue
por aplicagdo directa do Teorema 7.5.4 que

1 1 1
[ ermay = [ 2ay+ [ 2vay

A igualdade permite-nos concluir, sem calcular o valor do integral definido, que a 4rea da re-
gido R, é o dobro da area regido rectangular D,, definida por

Dy={(xy)eR*: 0<y<1 A 0<x<2}.

A conclusio obtida no Exemplo 7.32 €, de facto, uma consequéncia imediata da
aplicacdo do Corolario 7.5.5.

— Revisdo de Integracdo por Substituicdo. Para a constante a > 0, verifique as
igualdades abaixo sem calcular o integral definido:

a 1
1. e *dx = a/ e “dr.
—a —1
a

1
2. e “dx = 2a/ cosh(r)dr.
—a 0
= Exemplo 7.33 — Area do grdfico do seno. Voltando ao Exemplo 7.9, podemos facilmente
concluir, com base na substitui¢do t = x — 7, e na identidade sin(2¢ + 7) = —sin(2¢) que

r
2

/Onsin(Zx)dx = —/_ sin(2t)dt;

)
2

- n
/ |sin(20)|dx — / * | sin(20)|dr.
0

_z
2

No caso do primeiro integral, a igualdade envolvendo a funcdo seno — que € impar no intervalo

simétrico [—7, 7] — permite-nos imediatamente concluir que

T
/ sin(2x)dx = 0.
0

Para o segundo caso, atente que o médulo nos garante que ¢ — | sin(2¢)| é uma fung@o par em
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[~

SIE

, 5]. Desta observagdo, podemos facilmente chegar na sequéncia de igualdades:

/0”|sm(zx)|dx _ / | sin(21)|dr

3
_ 2 / |sin(20)|di
0

= /7 2sin(2t)dt

= [- cos(2t)]%
= —cos(m)+cos(0)
= 2.
"
" Exemplo 7.34 — Regides Horizontalmente Simples Il. A regifo plana associada ao integral
/ \/1—7 dy corresponde a 7 ! de circunferéncia de centro na origem e raio r = 1 que se situa no

4° quadrante tal como representado na figura abaixo:

2

O célculo do integral dado pode ser realizado, recorrendo a substituicao trigonométrica y = sin(z).
Esta conduz-nos a sequéncia de igualdades

0
/ V1= sin®(¢) cos(t = / . cos*(1)dt
2 -2
0 1+4cos(2t)
/ @

s
2

_ [;jLsiné(th)]O

T
e

Ea
2
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Adicionalmente, € ainda possivel demonstrar a igualdade

2 0
/x\/l—(x—l)zdx:2/ V1 —y2dy,
0 —1

recorrendo a substituicio x =y+ 1 (ou y =x— 1) e a0 Teorema 7.5.4.
Em concreto, a substituicdo x = y+ 1 permite-nos obter a seguinte igualdade, apds algumas
simplificacdes:

2 1 1
/ x\/1—(x—1)2dx = / y\/l—yzdy—i-/ V1 —y2dy.
0 -1 -1

Adicionalmente, do facto de /1 — y? ser uma fungfo par em [—1,1], e de y/1 — y? ser uma
fungdo impar em [—1, 1], segue que

1 1 0
/ yW1—y%dy=0 & / \/l—yzdy:2/ V' 1 —y%dy.
—1 —1 —1

Portanto,

/Ozx\/l—(x—l)zdx = 2/01 V1—=y2dy.

Poderia ter demonstrado a igualdade acima usando a substituicdo trigonométrica
x = 1+sin(z). Para esta, obteriamos a seguinte igualdade envolvendo integrais:

/ozxmdx = /_g 00s2(t)dt+/_g sin(7) cos® (t)d

x x
2 2
ﬂ Z 7’ . . .
5 [ ap6s alguns célculos adicionais |.

De facto, a igualdade

/Ozx\/l—(x— 1)2dx = 2'/_01 vV 1—ydy

é satisfeita, uma vez que 7 é o dobro de 7.

= Exemplo 7.35 — Complemento ao Exemplo 7.27. Suponhamos que pretendemos calcular o

integral
2
/ x1/9 — (x+ 1)%dx.
—4

Fazendo a substitui¢do, x =t — 1, tem-se que o integral acima pode ser reescrito como

/_24)“/9— (x+1)%dx = /33(t— 1)\V9 —t2dt

3 3
= / t\/9—t2dt—/ V9 —12dt.
-3 -3

Atendendo agora ao facto de:
1. t — +/9 —¢? ser uma fungdo par em [—3,3];



306 Capitulo 7. Integral Definido

2. t+ t/9 — 1% ser uma fung¢do impar em [—3, 3] (produto de uma fungo par por uma fungdo
impar),
segue que
3 3
/ V9—r2dt = 2/ V9 —r2dt
-3 0
3
/ 1V9—t2dt = 0.
-3

Assim, o cédlculo do integral definido acima reduz-se a identidade

/:x\/9—(x—|—1)2dx = /_3(1‘—1) 9 —r2dt

3
3

= —2/ 9 —12dt,
0

3
onde o integral definido / V9 —12dt corresponde ao cdlculo do integral obtido no Exemplo 7.27.
0

Este facto permite-nos concluir que
2 91
/ /99— (x+1)2dx = ——.
4 2

— Aplique os seus conhecimentos sobre integracdo de funcdes em intervalos
simétricos. Para cada uma das questGes abaixo assinale apenas a letra correcta.

1. Sendo f uma fungéo impar em [—6,6] diga, justificando, qual das seguintes igualdades é
falsa 5
(A) / xzf(x) dx=0
-3
4
(B)/ xf(x*) dx=0
—4
5
(©) / (x*f(x) +x) dx =0
-5
6
(D) / (x*f(x) 4+x) dx=0.
-6

Resposta:

2. Sendo f uma fung¢do par em [—7,7] diga, justificando, qual das seguintes igualdades é falsa

(A) 1 fo(x) dx—2 /O f(x)dx
® [ ) av=2 [l
© [ rid)a=2 [ (s
© [l an=2 [ 7] ax

Resposta:
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3. Seja f uma fungdo continua e impar em [—4,4] e [ = / f(x) dx. E necessariamente verdade
—4

que:
2 -2
(A) I = 1 () dx (B)I=—2 /0 F(x) dx
2 0 -2
O 1= \ f(x) dx +2/2f(x) dx (D) I= f(x) dx
Resposta:
4. Seja f uma fungdo continua e impar em [—5,5]. E necessariamente verdade que:
5
@ [ 1f@]dx=0 ® [ 17l ax= [ 1700] ax
3 3
© [ V)l de= [ (v dv o [ 1r@lax=— [ e
Resposta:
Aplicacoes

Os Excedentes do Produtor e do Consumidor

Os economistas estudam a determinagdo de precos de um bem de consumo num mercado, onde
os agentes econdmicos se encontram para realizarem transacc¢des. Os precos num mercado de
concorréncia perfeita sdo estabelecidos pela lei da procura e da oferta.

Por um lado, a quantidade procurada ¢ de um bem varia no sentido inverso do seu preco p, sendo
expressa pela seguinte funcio procura:

D: JC[04w] — [0,4e0]
qg — p=D(q)

Supomos que:
* D ¢ positiva, diferencidvel e estritamente decrescente em J.
A sua representagdo grafica, designada por curva de procura, satisfaz

p=D(q) < q=d(p)

sendo d a fun¢do inversa de D.
Por outro lado, a quantidade ¢ do mesmo bem que os produtores estdo dispostos a produzir e a
vender varia no mesmo sentido do seu prego p, sendo expressa pela seguinte fungao oferta

S: JC [0>+°°[ — [07+°°[
q — p=5(q)
Supomos que:

» § € positiva, diferencidvel e estritamente crescente em J.
A sua representagdo grafica, designada por curva da oferta, satisfaz

p=S5(q9) <= q=s(p)

sendo s a funcdo inversa de S.

Os interesses antagénicos dos consumidores e dos produtores vao determinar o equilibrio no
mercado, que ocorre quando a quantidade procurada do bem coincide com a quantidade oferecida,
isto é, d(p.) = s(pe). Assim sendo ao correspondente preco, p,, chama-se preco de equilibrio.
Graficamente, o excedente do consumidor é a medida da drea compreendida entre o eixo dos
precos, a curva da procura e o preco de equilibrio. O excedente do produtor € a medida da drea
compreendida entre o eixo dos precos, o preco de equilibrio e a curva da oferta.
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— Excedentes do Produtor e do Consumidor. 1. Escreva os excedentes do

consumidor e do produtor na forma de integrais usando g como varidvel independente.

2. Escreva os excedentes do consumidor e do produtor na forma de integrais usando agora p
como varidvel independente. Note que as func¢des procura e oferta admitem inversa.

3. Recorrendo a férmula de integragcdo da fungdo inversa, mostre a igualdade entre os integrais
para o excedente do produtor.

4. Dé exemplos de funcgdes procura e oferta e estude essas fungdes quanto ao sinal e a monotonia.

5. Considere um mercado caracterizado pelas fungdes procura e oferta, definidas respectiva-

mente por:
q
D(q)=+/20—q ; S(q)=§+2.

ondeg>0ep>0.

(a) Trace as curvas da procura e da oferta.

(b) Calcule o preco p. e a quantidade g, de equilibrio do bem. Qual é o significado
geométrico do ponto I = (g, p.)?

(¢) Determine o excedente do consumidor e identifique-o geometricamente.

(d) Determine o excedente do produtor e identifique-o geometricamente.

As Curvas de Lorenz e o Coeficiente de Gini

O estudo da reparti¢do pessoal dos rendimentos por toda a populagdo de um pais durante um
periodo ou a comparacgdo de rendimentos entre paises no mesmo periodo tem sido alvo de andlise
estatistica por parte dos cientistas das Ciéncias Sociais. Uma forma de se medir quantitativamente
a desigualdade na reparticdo dos rendimentos baseia-se no tracado das chamadas Curvas de
Lorenz. Para construir a curva de Lorenz coloca-se no eixo horizontal a percentagem acumulada da
populacdo, ordenada por ordem crescente dos seus rendimentos, € no eixo vertical a percentagem
acumulada dos rendimentos correspondentes. Essa curva é a representacio grafica da funcao de
Lorenz, que € definida por:

L: [0,1]] — R
x +— y=L(x)

onde L(x) é a frac¢do do rendimento total recebido pelos x por cento da popula¢do. Supondo que L
é regular em [0, 1], entdo toda a fungdo de Lorenz satisfaz as seguintes condi¢des:

@i L(0)=0eL(1)=1;

(ii) L(x) <xparatodoox € [0,1];

(iii) L € uma funcio estritamente crescente.

O coeficiente de Gini € um indice estatistico que mede a desigualdade na reparti¢ao dos rendimentos,
variando entre zero para igualdade perfeita e 1 para desigualdade total. Graficamente, o coeficiente
de Gini corresponde ao racio entre a area, limitada superiormente pela hipotenusa do tridngulo de
vértices (0,0), (1,1) e (1,0) e inferiormente pela curva de Lorenz, e a drea desse tridngulo.

1. Usando integrais na varidvel x, escreva a expressao para o coeficiente de Gini.
2. Mostre que o coeficiente de Gini também € definido por

1
1—2/ L(x)dx,
0

e interprete geometricamente esse resultado em termos de areas.
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3. Calcule o coeficiente de Gini no caso em que L(x) = x, para todo o x € [0, 1]. Qual o seu
significado?
4. Para cada pardmetro k € N, considere uma fun¢do de Lorenz definida por

para todo o x € [0, 1].

(a) Mostre que L satisfaz as trés condi¢des enunciadas acima.

(b) Calcule o coeficiente de Gini em func¢ao de k.

(c) Esboce as curvas de Lorenz para k € {1,2,3,10}.

(d) Qual das curvas tragadas traduz maior desigualdade na reparti¢do dos rendimentos?
Justifique.

(e) Esboce a curva de Lorenz para k suficientemente grande (k — o) e calcule o coeficiente
de Gini correspondente.

5. Consideremos a tabela abaixo com a distribuicao de rendimento de um Pais num dado ano:
x| 02 1] 04| 06 | 08 |1
yi | 0.07|0.18 | 0.35 ]| 0.62 | 1

(a) Utilizando a calculadora, estime o pardmetro n (arredondado as centésimas) para a funcdo

poténcia definida por L(x) = x", de acordo com:

'l"lm

xz ln )’t

i=1
n—-——

_i

(b) Calcule o coeficiente de Gini.

Recursos Complementares

Sugestdes de Leitura-pdginas: 137 - 201 - Manual: SILVA, Jaime Carvalho, Principios de Anélise
Matematica Aplicada, Lisboa, Editora McGraw-Hill de Portugal, 1994 [BP 517 SIL]
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Exercicios Propostos

67. Calcule os seguintes integrais definidos:

¢ Inx Vin3 2 2 X
a —dx b / xe * dx c / —dx
(@) /1/e X (b) 0 (© 0 V4x2+9

In3 4 4
(d)/o sinhxdx (e) /_]]3—x\dx (f) / (3= | x|)dx

—1

2 2 2 1 x3
(2) /0 (sin”x — cos”x) dx (h) /1 g (M) /0 s

68. Calcule a 4rea da regido do plano xOy definida pelos seguintes conjuntos:
(@) {(x,y):—1<x<2A0<y<4-—x*} (b) {(x,y):0<x<4n—/x<y<O0}

(© {(v)):0<x<4n0<y<[@—3x]} (@) {(r)):E<x<EAl<y<ten)
(e) {(x,y):0<x<8A2—vx+1<y<l1} ) {(x,y): 2<x<0ANe<y<e™}

69. Para cada uma das seguintes regides do plano xOy esboce a correspondente regido simétrica

relativamente a recta de equacdo y = x e calcule a respectiva drea:
(@) {(x,y):0<x<2A0<y<4—x*}

b) {(x,y):0<x<4AN—-yx<y<0}

{06,9):0<x<TA0<y<x}U{(x,y): 1<x<2A0<y<V2—x}

d) {(xy):—1<x<0A1<y<2—Vx+1}U{(x,y):0<x<8A2—Vx+1<y<1}
{(0,) :0<x<TA=2x<y<2x}U{(x,y): 1 <x<4AN2x—4<y<2x}

70. Recorrendo ao célculo integral, determine a drea do trapézio de vértices: V) = (2,0), Vo =
(1,3), V3 = (8,3) eVy= (6,0).
71. Usando a férmula de integragdo por partes, calcule:

e 0 /4
(a) // xInxdx (b) / xe “dx (c) / xsec? xdx
1/e -1 0
1 1 0
(d) / x? sinhxdx (e) / xarctgxdx (f) e*cosxdx
0 0 —7/4
/4 2w 1
(g) / sin (3x) sinxdx (h) / sin® xdx (i) / K (x+2)*dx
0 0 -1

72. Usando a férmula de integrag@o por substituicdo com a mudanga de varidvel indicada, calcule:

3/2 0 1
(a)/ V9—4xtdx ; x=3sint (b)/ dx ; x=Int
0

—In(v/3) coshx
(c)/8 L 4 = (d)/1 L tgt
——dx ; x= ——dx ; x=
24 0 (1+x2)2 &
73. Mostre que:
(a) / lnxdx:e—/ e’ dy (b) / arcsinxdx = —— — sinydy
1 0 -1 2 Jozp

D& uma interpretagido geométrica dos resultados.
74. Considere a regido do plano xOy definida por

{(x,y) : 2 +y* <4 A0 <y<+3x}
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(a) Esboce a regido.
(b) Usando o célculo integral, determine a area da regiao.
75. Seja f uma fungdo continua num intervalo fechado [—a,a], onde a € R". Mostre que:

a
(a) Se f é impar entﬁo/ f(x)dx=0;

(b) Se f é par entdo f )dx = 2/ f(x)dx.
76. Calcule a drea das regloes do plano xOy limitadas pelas seguintes condigdes:
(@) y+x>*—4=0;x—y+2=0 (b) y+vVx+1-2=0;y=1;x=-1

) y=V2—x2;y=x*

y—e‘x‘+1:O;y:2 (d
;y=0 (f) y=Inx;y=x;x=e;y=0
(

h) y+x2—2=0;y=|3x+2|






Definicdo e Exemplos

Integracdo num intervalo ilimitado
Definicdo 8.1.1 — Integracdo num intervalo ilimitado. Seja f uma funcéo continua em
[a,+oo[. Diz-se que

+oo !
f(x)dx= lim / f(x)dx

a I—oo
¢ um integral improprio.
Definicdo 8.1.2 — Natureza do Integral Impréprio. Diz-se que o integral impréprio:
« E convergente se o limite existe e & finito

» E divergente se o limite existe e ¢ mais (menos) infinito
* E divergente se o limite ndo existe

= Exemplo 8.1 — Integra¢do num intervalo ilimitado.

+oo t
/ e ldx = lim [ e ™ dx
1 t—+o0 Jq
= lim [—e ™)}
t—+oo
= lim (—e 40
f—+oo
=1
O integral impréprio € convergente. "

~+oo

= Exemplo 8.2 — Integracéo num intervalo ilimitado IL. / ¢ M dx ¢ um integral impréprio
-1

convergente, uma vez que:

+oo 0 +oo
. / e"xldx:/ exdx-i-/ e “dx;
—1 -1 0
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0
. / ¢"dx é um integral definido, logo convergente.
~1

+oo u
. / e *dx= lim e *dx é convergente.
0 u—+ Jq

+o0 0 u
/ e Mdax = / e'dx+ lim e Ydx
| | u—+oo Jo

= [¢1% +lim [-e];

a
Assim, a convergéncia de / e Mdx segue da sequéncia de igualdades:

= 2—¢ L.

= Exemplo 8.3 — Integra¢do num intervalo ilimitado.

T ] 1]
/ —dx = lim —dx
1

X t=+e J1 X

_ s t
= tim [In(x)]

= lim Int
t—oo

= oo

O integral impréprio € divergente para —+oo. "

Definicdo 8.1.3 — Integracdo num intervalo ilimitado . Seja f uma funcao continua em
| — o0, b]. Diz-se que

/Z;f(x)dx: lim /tbf(x)dx

f——oo

¢ um integral impréprio.

Definicdo 8.1.4 — Natureza do Integral Impréprio. Diz-se que o integral impréprio:
» E convergente se o limite existe e € finito

» E divergente se o limite existe e € mais (menos) infinito
 E divergente se o limite ndo existe

= Exemplo 8.4 — Integra¢do num intervalo ilimitado.

0 0
/ —dx = lim xe “dx
—oo € t——oo J;
0
= lim <[—e_xx]?+/ e_xdx>
f—>—oo

t

_ : —t _ ,—x10

— tim (e )

= lim (e t—1+e")
f——oo

= —1+ lim (t+1)e’ = —oo
f——o0

O integral € divergente para —oo. m
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Definicdo 8.1.5 — Integracdo num intervalo ilimitado. Seja f uma funcdo continua em R.
Entao

Trwar = [ gwart [

= lim / f(x)dx+ugl}rlm / F(x)dx

Definicdo 8.1.6 — Natureza do Integral Impréprio. Diz-se que:
« E convergente se ambos os integrais sdo convergentes
« E divergente se, pelo menos, um dos integrais é divergente para +oo ¢ 0 outro nio é
divergente para —oo.
« E divergente se nio é convergente nem divergente para oo

= Exemplo 8.5 — Integracéo num intervalo ilimitado.
teo 1 0 1 teo 1

————dx = / ——d / ————d
/m 2+121 SR TR SR T

2 T d

- /0 2+1217

: ol
- 2lim [ s

t
— odim [
1>+ Jo 121 ((5)2+1)

t

dx

2 I [ ) X )
= — 11m |arc —_—
1 AT

11 t—=+e 0
2 t /4
= — lim arctg( ):—
11 1—+eo 11 11
O integral impréprio é convergente. "

~+oo
= Exemplo 8.6 — Integra¢do num intervalo ilimitado Il. Sendo / ¢ dxum integral con-

—o0

vergente, de valor
oo,
/ e Vdx=+\rn
é possivel determinar o valor dos integrais improprios
~+oo 5 +oo 2 . .
/ e Ydx & / e  7dx (via mudanga de varidvel).
0 0
Primeiro, comegemos por representar o integral convergente na forma

too 2 a 2
/ e dx= lim e ¥ dx.

—oo a—+eo |_g4

Por outro lado, usando argumentos de paridade (vide Teorema 7.5.4), € possivel concluir que

a 2 a 2
/ e Vdx= 2/ e Y dx.
—a 0

Desta dltima igualdade, segue que

N— / e “dx
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Feo 2 T

Portanto, / e Vdx= £
0 2
XZ
-7

oo
Para o cdlculo de / e~ 2 dx, observe que a substituicio x = v/2¢ nos conduz 4 igualdade
0

too 2 Foo
/ e Zdx= \[2/ e Cdr.
0 0

oo 2 |
Portanto, / e Tdx= 5 (apos algumas simplificacdes). "
0

7z

—+oo
— Para revisdo de técnicas de integragdo. Sabendo que / x*e™ dx é um
0

integral impréprio de valor
+o0
/ xte ™ dx =124
0

determine o valor numérico dos seguintes integrais improprios:

oo oo
/ e ¥dt & / e 2dr.
0 0

Para resolucdo do desafio acima, revisite o Teorema 7.5.1 & o Teorema 7.5.2 do
capitulo 7 Integral Definido.

Integracdo de uma Fun¢do Ndao-Limitada
Definicdo 8.1.7 — Integracdo de uma Fungdo Ndo-Limitada. Seja f continua em |a, b]
mas nao limitada. Diz-se que

b b
/f(x)dx: lim/ f(x)dx
Ja t—at t
¢ um integral impréprio.

Definicdo 8.1.8 — Integragdo de uma Fung¢do Ndo-Limitada. Seja f continua em [a, b]
mas nao limitada. Diz-se que

b t
/ f(x)dx= lim [ f(x)dx
a t—b= Ja
¢ um integral imprdéprio.

1
= Exemplo 8.7 — Integragcdo de uma Fung¢do Ndo-Limitada. O integral / In(x) dx é impro6-
0
prio, uma vez que a fungdo f(x) = In(x) exibe uma descontinuidade no intervalo [0, 1]. Neste caso,
este deve ser descrito como | |
/ In(x)dx= lim [ In(x)dx.
0

t—0t J¢

Este integral impréprio € convergente, de valor de valor igual a —1. De facto, ao aplicarmos a
férmula de integragdo por partes, segue que :

/t ‘n()dx = [rin(x)—x]!
= (—=1—tInt+1).
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Por outro lado, da regra de L’ Hopital podemos concluir que

In(z
lim —zIn(r) = lim #
t—0t t—0t -7
1
t=0" =
!

= 0 (‘ap6s algumas simplificagdes).

Portanto:
/ln dx—hrn( 1 —tlnt+1)=—1.

= Exemplo 8.8 — Integra¢cdo de uma Funcdo Néao-Limitada Il

/2 t
texdx = lim tgxdx
/0 £ t—(m/2)~ JO &

= i 1 !
| Jimlinsecxlh

= lim In(secr)
t—(m/2)~
= +00

O integral impréprio € divergente. "

— Integragcdo de uma Fungdo Ndo-Limitada Il. Estude a natureza do integral
0 1
/ arctg <> dx.
-3 X

Para resolug@o do desafio acima, revisite o Exemplo 7.25 do capitulo 7 Integral
Definido.

impréprio

Definicdo 8.1.9 — Integracdo de uma Fung¢do Ndo-Limitada. Seja f continua em |a, b|
mas nao limitada. Diz-se que

/abf(x)dx = /acf(x)dx—i-/cbf(x)dx

= lim Cf(x)dx—i— lim yf(x)dx

t—at Jt y—b~
¢ um integral impréprio.
= Exemplo 8.9 — Funcdo descontinua nas extremidades do intervalo. Para estude a natureza

3
do integral impréprio I} = / dx, comece por observar que da factorizagdo

2 x2—3x+2
P =3x42=(x—1)(x—2)

1

segue que a fungdo f(x) = m
x> —3x

¢ apenas continua no intervalo |2, 3], donde resulta que

3 1
L=1 —  dx.
= A0 ¢ x2—3x+2 o
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Por outro lado, ao reescrevermos f(x) como soma de fragdes simples (p.e. via 'regra do tapa’),

retiramos que

N B
2—=3x+2  x—1 x-2

e, por conseguinte, que

3 1 P 31 4 31 4
/,x2—3x+2 = _/, x—1 x+/, 2™

= —In(2)+Injr—1|—In|r—2].

Fazendo agorat — 17, concluimos com base na 'regra simbélica’ In(0") = —c que
I = lim (—In(2)+1In|t — 1| —In|t — 2| ) = +oo.
t—2+

Portanto, o integral impréprio [de segunda espécie] € divergente. "

— Fungdo descontinua nas extremidades do intervalo. Determine a natureza do

2 1
dx.
/0 P

Definicdo 8.1.10 — Integracdo de uma Fun¢do Ndo-Limitada. Seja f uma funcéo continua
em [a,c[ e em |c,b], mas ndo limitada em cada um dos intervalos. Diz-se que

integral

/abf(x)dx = /acf(x)dx—i-/cbf(x)dx

= lim Cf(x)dx+ lim bf(x)dx

t—c Ja u—c u

¢ um integral impréprio.

= Exemplo 8.10 — Integracdo de uma Funcéo Néo-Limitada.

1 1 0 1 1 1
——dx = / 7dx+/ —dx
/4 1—x2 —1v1—x2 0 VvV1—x2

1 1
= 2/ dx
0 vV1—x2

o
- 21 -4

zi‘%l/o Ji—ae
= 2 lim [arcsinx]j,
t—1-

= 2 lim arcsint

t—1-
=T
O integral impréprio é convergente. n
4
m Exemplo 8.11 — Integracdo de uma Funcdo Ndao-Limitada. A respeito de / 5 4dx,
0 Xx-—

comece por observar que este se trata de um integral impréprio, uma vez que:

1 1
=4 (x+2)(x-2)
* A fungdo — ) exibe uma descontinuidade no intervalo 2 € [0,4];
2—



8.1 Definicdo e Exemplos 319

Neste sentido, a natureza do integral impréprio deverd ser analisada com base na seguinte
sequéncia de igualdades:

41 2 1 4 1
A.ﬁ—4d”:: A @—2xx+md”+é =Dt ™

im [ rtm [ 4
= b e TR, o™

1
Para tal, precisamos de calcular a primitiva associada a f(x) = ——————— usando a decom-
P P ¥ =52072)
posicdo em fracdes simples. Apds alguns cdlculos auxiliares, segue que

1 1
: =2 44
(x=2)(x+2) x—2 x+2

Esta dltima igualdade permite-nos concluir que

t 1 1 1
ey = w2 w2y
| ot = ghl-2-gmlet
S N I 1) RELE T PG TN Y}
/u (x—2)(x+2) * 4 n(2) 4 n( )+4 n|u+2| 1 n|u—2|

e, por conseguinte, que integral impréprio € divergente sem sinal definido, uma vez que

4 1
lim [ dx= —oo;
- Jo —2)xr2)

4
lim [ dx =t
), )T

— Frequéncia Matemdtica I, 14/01/2021. Determine a natureza do integral

21
———dx.
/o |x2 —1] *

= Exemplo 8.12 — Integracdo de uma Funcdo Nédo-Limitada.

/Oz(x_ll)zdx = /Ol(x_ll)zder/lz(x_ll)zdx
2

!
= lim [ (x—1)2dx+ lim [ (x—1)"%dx

t—1-J0 u—1tJu
= dim [ 1)+ tim (= 1)1
t—1- u—1+
1 1
= Ilm|—-1——— |+ lim ( -1+
—1- t—1 u—1+ u—1
= —|—(>O

O integral é divergente. "
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— Teste os seus conhecimentos sobre integrais impréprios. Para cada uma das
questdes abaixo assinale apenas a letra correcta.

too 9
1. Arespeitode I =

V]

(A) € um integral impréprio divergente para —oo

dx, podemos afirmar que:

(B) é um integral improprio divergente para +oo
(C) é um integral improprio convergente

(D) nada se pode concluir acerca da sua natureza.

Resposta:

1
2. Arespeitode [ = /0 ;dx, podemos afirmar que:
(A) ndo € um integral impréprio
(B) é um integral impréprio convergente
(C) é um integral impréprio divergente para —oo

(D) é um integral imprdprio divergente para +oo
Resposta:

~+oo
3. Relativamente a [ = / dx, podemos afirmar que:
8

4
V(x=17)
(A) é um integral imprdprio divergente para —oo
(B) é um integral impréprio divergente para +oo
(C) é um integral impréprio convergente

(D) nada se conclui acerca da natureza deste integral

Resposta:

—+oo
4. Considere o seguinte integral impréprio convergente [ = / e "2ldx. Podemos afirmar

que:
Foo -2 +o0
(A)I=2 / e 2dx B)I = / & 2dx+ / e 2dx
0 —oo )
2 +oo 2 +oo
(€)1 = / Vx4 / e 2dx (D) I = / e+ [ e .
—o0 2 —o0 2

Resposta:

a
5. Seja a > 0 uma constante. Relativamente a / = / tg (mx) dx, podemos afirmar que:
—a
(A) € um integral definido se a < % e um integral impréprio se a > %
(B) é um integral definido de valor / = 0, uma vez que a fun¢ao tangente € impar
(C) € um integral impréprio divergente para +oo se a > %

(D) € um integral impréprio divergente sem sinal definido, se escolhermos a = %

Resposta:
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Aplicacoes

Areas de Regides llimitadas

» Exemplo 8.13 — Area de uma funcéo exibindo descontinuidades. Para determinar a drea
da regido

Rlz{(x,y)eRZ:xe[O,l] N — gygo},

1—x2

como um integral impréprio convergente, comece por observar que no intervalo [0, 1] a fungéo

1
X) = exibe uma descontinuidade em x = 1 — raiz de 1 — x2.
==

Assim, sendo A o integral impréprio que define a drea da regido R, segue que A; é um integral
impréprio, dado por

! 1
Ay = i O—|——F—=))d
- (o))
t
dx.

_ 1
= e

Por outro lado, usando o facto de que que F(x) = arcsin(x) é uma primitiva [imediata] de
flx)= \/11_7, segue que Teorema Fundamental do Cdlculo Integral que

t 1 .
/0 ﬁdx = arcsin(?).

Assim, o facto de F ser continua em x = 1 e de arcsin(1) = 7, leva-nos a concluir via as

propriedades dos limites que

T
A; = lim arcsin(r) = —.
t—1- 2

» Exemplo 8.14 — Complementar ao Exemplo 8.13. Na sequéncia do Exemplo 8.13, podemos
ainda verificar que a drea definida pelo integral impréprio

e
/1 t@/1—1n2(t)dt

. . 1
coincide com a drea da regido R;. Para tal, comece por observar que a func¢do g(r) =

1y/1—In?(t)
exibe uma descontinuidade no intervalo [1,e] — ponto f = e, uma vez que 1 — In?(e) = 0.
Da substitui¢do x = In(¢) segue que

u 1 In(u) 1
lim/ ————=dt = lim dx
U/ 1-12 () e o Vi-at

v 1
= lim ——dx
v—=1-Jo 1 —x2

1 1
[
0 vV1—x?
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Comparando o integral impréprio que representa a drea da regido R; (A tal como definido no
Exemplo 8.13) concluimos que

¢ 1
[ ———
Ly /1=1n?(r)

como pretendido. "

Na tdltima igualdade envolvendo o integral impréprio do Exemplo 8.14 usdmos a
substituicdo v = In(u) no célculo do limite. Para usarmos tal argumento tomamos em
linha o facto de x = In(r) ser continua, para todo ot € [1,e].

= Exemplo 8.15 — Vide Exemplo 8.7. A figura abaixo corresponde a regido plana
D={(x,y)) ER* : 0<x<1 A In(x)+1<y<x*—2x+2}

cuja drea pode ser expressa pelo integral impréprio

/O]((xz—Zx—i—Z)—(ln(x)—i—1))dx — tim [ (224 1) — In(x))dx.

t—0*tJo

y=X2+2X+2

-3

Com base no Exemplo 8.7 pode-se facilmente verificar que o integral impréprio acima é conver-

gente, de valor igual a 3[= § — (—1)].
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= Exemplo 8.16 — Integral impréprio que ndo define drea. A respeito do integral I} =

0 x
/71 V1—x?
* A fungido f(x) =

dx, note que:

x

exibe uma descontinuidade x = —1 no intervalo [—1,0];
— ~1,0]
e F(x) = —v1—x? é uma primitiva imediata de f(x) =

Y 1o intervalo [t,0], para
— 0], p
valores de r > —1.

Segue entdo que por combinacio da definicio de integral impréprio com o Teorema Fundamen-
tal do Cdlculo Integral que

0 X 0 x
dx = lim/ dx
/—1 V1—x2 t——1+Jr V1 —x2
0
— Iim [—\/1—x2}
t——11 t

= -1

Portanto, o integral impréprio I; é convergente, de valor I; = —1. No entanto, este ndo define uma

V1—x2

1
= Exemplo 8.17 — Integral impréprio que ndo define drea ll. A respeito do integral /
0

drea de uma regido plana, uma vez que < 0 no intervalo | — 1,0]. .

o

note que
* A fungéo f(x) = (1)62)3 exibe uma descontinuidade no intervalo [0, 1] — ponto x = 1;
—Xx
1 X
s F(x)= ¢ uma primitiva imediata de f(x) = ————= no intervalo [0,7], para
V1—x2 /(1—x2)3

valores de t > —1.
Segue entdo que por combinacdo da definicdo de integral impréprio com o Teorema Fundamen-
tal do Cdlculo Integral que

1 x d X
——dx = lim/ —dx
/0 Vv (1—x2)3 =17 Jo /(1 —x2)3
1 13
- lim | —
1 {Vl—xz}o

Portanto, o integral impréprio dado é divergente e, por conseguinte, ndo define a drea de uma regifo
plana. "

— Consolide os seus conhecimentos tedricos a respeito de propriedades de
integrais improprios. Para cada uma das questdes abaixo assinale apenas a letra correcta.

1. Sendo f uma fun¢do continua e ndo nula em [3,+oo[, podemos afirmar que o integral
impréprio I = +°° f(x)dx: E necessariamente verdade que:
(A) representa3a area de uma regido
(B) representa a drea de uma regido se for convergente e f for ndo negativa em [3, +oo|
(C) diverge para oo

(D) diverge sem sinal definido.

Resposta:
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2. Considere uma fungéo f, continuaem R\ {5}, e

—+oo
1= / |/ (x) |dx um integral imprdprio convergente. Entdo é necessariamente verdade que:
7

7
(A) / | f(x)|dx € um integral definido
4
7
® [ s0ds
—+o0
(©) / | f(x)|dx representa a drea de uma regido plana ilimitada em [7,+oo|
7
—+oo
D) f(x)dx representa a drea de uma regido plana ilimitada em [7,+oo]
7

Resposta:
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Exercicios Propostos

77. Justifique que os seguintes integrais sdo imprdprios e calcule os seus valores para determinar
a natureza:

(a) /Jm lnix) dx ) [ (;xexdx (©) /l 3<x_12)2dx
(d) /3 i x;_gdx (e) 1 J:oe_‘x‘dx (f) /O 1 11_xdx
() /Owcoszxdx (h) /1+°°x21+xdx (i) /0+wxj_1dx

78. Sendo p um parametro real positivo, mostre que:

+o0
(a) Se p > 1entdo / — dx & convergente
1 X
+eo ]
(b) Se p <1 entdo / — dx € divergente (4o0)
1 X
|
(¢) Se p>1entdo / — dx & divergente (4o0)
0 x

U |
(d) Se p < 1entdo / — dx & convergente
0 X

79. Seja f uma fungdo continua em R. Diz-se que f é uma densidade de probabilidade se é

~+oo

ndo-negativa e se satisfaz / f(x)dx = 1. Para cada uma das seguintes func¢des, determine

o parametro k > 0 de modo : obter uma densidade de probabilidade:

(@) f(x)=ke M (b) f(x) = e *M

© 0= 1 @ )= 1
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Conceito de matriz

Diz-se que
al airy ... ... dlin
a a [ /)
A= 21 22 2n
aAml aQm2 ... ... QAun

¢ uma matriz de nimeros reais do tipo m por n ou (m,n) ou m X n. A matriz pode ser representada
de forma simplificada por A = [a; j|mxn, i=1,2,...,m; j=1,2,...,n.

— Conjunto de todas as matrizes. Iremos pontualmente escrever
AeR™"ouA € M,x,(R)

para nos referirmos a matrizes A = [a; j]mxn cujos coeficientes a;; sdo nimeros reais.

Vectores linha e vectores coluna

A submatriz 1 x n de A da forma
A(i) = [ail ap ... a,-n]

denota a i—ésima linha de A, ao par a submatriz m x 1 de A:
AW — | 92

denota a j—ésima coluna de A.
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Diagonal principal e diagonal secundaria

No caso de A ser uma matriz quadrada i.e. A = [g;j|nxn (m = n), a diagonal principal de A ¢
constituida pelos elementos principais, isto €, pelos elementos do conjunto finito

{a;i + i=1,2,...,n} ={ai,a2,...,am},
enquanto que a diagonal secundaria de A é constituida pelos elementos do conjunto finito:
{ai(n,iﬂ) NES 1,2, oo 7I’l} = {aln,az(n,l), N ,a(n,l)z,anl }

Matrizes especiais
Defini¢éo 9.1.1 — Matriz nula. Diz-se que a matriz A de dimensdo m X n é um matriz nula se
ajj=0,paratodososi=1,2,....m& j=1,2,...,n.

— Matriz nula. Por uma questdo de simplicidade, iremos usar a nota¢io

Om><n - [0]m><n

para denotar a matriz nula, de dimensdo m X n.

Definicdo 9.1.2 — Matriz identidade. Diz-se que A € uma matriz identidade se a;; = 1 e
a;j = 0 para todo o i # j, isto €,

1 0 0 0
0 1 0 0
A=] 0 0
0
0 0 ... 0 1|

— Matriz Identidade. Iremos usar a notagdo I, para denotar a matriz identidade
nxn.

s Exemplo 9.1 — Matriz identidade. A matriz

1 00

A=[10 1 0

0 01

corresponde a matriz identidade 3 x 3.
No entanto as matrizes

1 00 1 000
B=({010|leC=|0120020
00O 0010

nao definem matrizes identidade.
No caso da matriz B — matriz quadrada — a concluséo segue do facto de b33 =0 # 1. No caso
da matriz C — matriz rectangular — tem-se que a 4 coluna € nula, i.e.

0
cY=10
0
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Matriz diagonal
Definicdo 9.1.3 — Matriz diagonal e escalar. Diz-se que A € uma matriz diagonal se
a;j = 0 para todo o i # j, isto &,

arl 0 0 0
0 apn O 0
A= 0 0
0
| 0 0 0 an, |
Adicionalmente, se a;; = A, paratodooi=1,2,...,n, entdo a matriz A € uma matriz escalar.

— Matriz diagonal. No caso de A ser uma matriz diagonal, costumamos abreviar

A= diag(all,azz, Cen ,ann).

Com base na defini¢do de matriz diagonal, € f4cil de verificar que a matriz identidade
I, = diag(1,1,...,1)
ao par que a matriz escalar de ordem n corresponde a

A =diag(A,4,...,1).

m Exemplo 9.2 — Matrizes diagonais. A matriz
V2 .0 0
0 V2 0
0 0 V2
corresponde a uma matriz escalar 3 x 3 — logo diagonal — uma vez que A = v/213.
Por outro lado, as matrizes

A=

V2 0 0 V2 0 0
B=| 0 V2 0leC=]| 0 +v2 0
0 0 0 0 0 141

s@0 apenas matrizes diagonais.
A conclusio segue do facto b33 = 0 # V2edecy; =1.41 =+ v/2 — mesmo sendo uma aproxi-
macao de \/2 as centésimas. "

Matrizes triangulares
Definicdo 9.1.4 — Matriz triangular superior. Diz-se que A € uma matriz triangular superior
sea;j=0parai> j,istoé,

aypy 4ai2 ... ... dip
0 ayy ... ... dAyp
A= 0 O

0 0 ... 0 ay
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Definicdo 9.1.5 — Maitriz triangular inferior. Diz-se que A é uma matriz triangular inferior se
ajj=0parai< j,istoé,

[a;y 0 O ... 0

a1 apn 0 0
A= 0

L 9nl dn2 ... ... dpn |

As matrizes identidade, diagonal e escalar séo simultaneamente matrizes triangular
superiores e triangular inferiores.

m Exemplo 9.3 — Maitrizes triangulares inferior e superior. As matrizes de ordem 3

1 0 0 11
L=|-1/2 1/2 0 |:U=|0 2 -12
—2 2 1/3 00

definem matrizes triangulares, sendo L uma matriz triangular inferior e U uma matriz triangular
inferior, ao contrario das matrizes Q e R definidas abaixo:

1 0 0 1 1 0
0= -05 05 0.0001 | ; R= 0 2 —12
2 2 033 0.0001 0 3

Operacoes com matrizes

Adicdo de matrizes
Defini¢do 9.2.1 — Matriz soma. Sejam

A= [aij]mxn eB= [bij]mxn
duas matrizes do tipo m por n. A matriz C = [¢i jlmxn do mesmo tipo tal que
cij=a;j+bij,i=12,....om,j=12,...,n
chama-se a matriz soma de A e B e escreve-se C = A+ B.

= Exemplo 9.4 — Adicdo de matrizes. Sendo
1 00 01 -1
A_{Z 1 4] &B_[l 0 3}
tem-se que

A+B= { 140 0+1 01]

2+1 1+0 443

I
| —
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— Propriedades da adicdo de matrizes. Sejam A, B e C tr€s matrizes m X n.

Entao, as seguintes propriedades sdo sempre satisfeitas
* Adicio é comutativa: A+B=B+A,;
* Adicio é associativa: (A+B)+C=A+ (B+C);
* Elemento neutro da soma: A+ O,,., = A, onde O,,, denota a matriz nula.

Multiplicacdo de uma matriz por um escalar
Definico 9.2.2 Sejam A = [a; j|;nx» uma matriz do tipo m por n e A um nimero real. O produto

de A por A é amatriz B = [b; j|ux» do tipo m por n tal que

bl-j:/laij,i:1,2,...,m,j:1,2,...,n.

E facil de verificar pela Defini¢do 9.2.2 que, sendo A uma matriz m x n, se tem

0A = Opyxp-

— Soma vs. Multiplicagdo por escalar. Sejam A e B duas matrizes m X n, e

A, u € R dois escalares.
Entdo as seguintes propriedades sdo sempre satisfeitas:

* L(A+B)=21A+AB;
e (A+U)A=AA+ UA.

— Matriz escalar. Observe que usando a multiplicagdo de um escalar por uma
matriz, podemos representar a matriz escalar

A =diag(A,A,..., 1)

na forma compacta
A=AL,
onde I,, denota a matriz identidade de ordem n.
m Exemplo 9.5 Para as matrizes A e B do Exemplo 9.4, temos

[5 0 0

S5x1 5x0 5x0
110 5 20

SA:[sz 5x1 5x4

(~1)x0 (-)x1 (~Dx(-1)]7 [ 0 -1 1
)x1 (=1)x0 (—=1)x3 ]_[—1 0 —3]'

— Matriz —A. Iremos usar ao longo do texto a notagcao
—A=(-1)A

para denotar a multiplicagdo da matriz

pelo escalar A = —1.
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E facil de verificar pelo Teorema 9.2.2 que

A-A = (1-1A
= 0A
= Omxn-

m Exemplo 9.6 Para a matriz B do Exemplo 9.4, e para a matriz —B calculada no Exemplo 9.5
podemos facilmente verificar que B — B é a matriz nula 2 x 3, i.e.

0 00
B-5=0 00
De modo andlogo, é facil de verificar que para a matriz 5A calculada Exemplo 9.5 se obtém a

igualdade

000
5A—|—(—5A)_[0 0 0],
onde
-5 0 0
_SA_[—IO -5 —20]'

Multiplicacdo de matrizes
Defini¢do 9.2.3 — Produto linha-coluna. Seja

L=[t, & ... 0,

um vector linha e

um vector coluna. Definimos o produto LC como sendo o nimero real dado pela igualdade

LC =Ytici+byer+ ...+ 4.

Sendo por defini¢dao
<7,?> =flic1 +brcr+...+ ey
o produto escalar entre dois vectores
7 = (E],Ez,...,gn) & ? = (C],Cz,...,cn)

de R”, tem-se que o produto_l>inha-coluna LC corresponde a uma representacao
7,7)

canénica do produto escalar (
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Defini¢do 9.2.4 — Produto de duas matrizes. Se

Aq)
A— | 4
Apm)
¢ uma matriz m X n formada por m linhas A ;) (i =1,2,...,m) &

B= [B(l) B® ... B

uma matriz n x p formada por p colunas BY) (j =1,2,..., p), entdo
AB = [cijlmxp

¢ uma matriz m X p, cujos coeficientes c;; sdo determinados a partir do produto linha-coluna
cij = A(l-)B(j).

m Exemplo 9.7 Para as matrizes

1 30
a[dh 2] wae|2 o
1 01

tem-se que o produto AB é uma matriz 2 X 3 enquanto que o produto BA nio pode ser calculado,
dado que o nimero de colunas de B (3) difere do nimero de linhas de A (2).
Para o leitor deixamos a verifica¢do da igualdade

=130 5]

2 0 2

— Cdlculo do produto de matrizes. Efectue, se possivel, o produto entre as matrizes

abaixo
- 00
0 -1 1 23
311
— Operacdes envolvendo matrizes. Dadas matrizes A,B,C,D, E, F,G tais que:
Y = R3x4;
e BcR¥*Z;
« C,E ¢ R¥3,;
e Fc R2X4;
* D,G € R?3

diga, justificando:
1. Se as igualdades abaixo fazem sentido:
(a) BC =CB;
(b) DG =GD.
2. Se é possivel efectuar as seguintes operacoes:
(a) CA+F;
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(b) CF —3AD;
(c) C+0A, onde 0A denota a multiplicag@o do escalar ¥ = 0 por todos os elementos da
matriz A.

— Multiplicagdo de matrizes como combinagéo linear. Sejam AV (j =
1,2,...,n) as colunas da matriz A € R"*" e B;) (i = 1,2,...,n) as linhas da matriz B € R"*7.
Entao:
* O produto AU )B(i) é uma matriz m x p
* O produto AB pode ser escrito como a combinagao linear

AB=ADB ) +APBy +...+AWB,.

m Exemplo 9.8 Voltemos a abordar as matrizes do Exemplo 9.7:

1 30
A:[(l)(l)g]&B:212
1 01

Denotando por AU) as colunas da matriz A e por B;) as linhas da matriz B, note que

AYB,) = (1)][1 3.0]
(1 30
(000

A¥Bg = ;] [1 0 1]
_[20 2
T 2002

Fica agora para o leitor a verificacdo da igualdade envolvendo a soma das matrizes acima:
5 4 4

1 2 3 _
AYB ) +A@ By +AYB ) = [ > 0 o ] .

— Operacoes envolvendo soma e produto de matrizes. Sejam A uma
matriz m X n, B, B’ duas matrizes n X p e C uma matriz p X q.
Entdo sao vélidas as seguintes igualdades:
. Associatividade: (AB)C = A(BC);
. Distributividade: A(B+ B') = AB+AB';
. Multiplicagio por escalar: A(AB) = (AA)B = A(AB), para qualquer A € R.
. Elemento neutro multiplicacdo: [,A = Al, = A, onde I,, e I, denotam as matrizes
identidade m x m e n X n, respectivamente.

AW N =
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Usando as matrizes identidade I, e I, tem-se que para uma matriz A € R™*" e um
escalar A € R a sequéncia de igualdades abaixo é sempre satisfeita:

AA = (AL,)A = A(AL).

— Operacdes com matrizes. Sendo

—1 —1

1 2 3 0
A=|(2 3 1 & B= 31
31 2 1 2 0

calcule 2(A + B) — AB.
No préximo exemplo vamos ilustrar que, ao contrdrio de nimeros reais, a implicagdo

AB:Omxm — A:0m><n V B:Onxm

ndo ¢ satisfeita, em geral.

= Exemplo 9.9 — Existéncia de divisores de zero. Sejam
11 31
a=ly o en= 2 1

00
=0 0]

Entao

Note-se que o produto de A por B é a matriz nula 2 x 2, no entanto nem A nem B sdo matrizes nulas.

|
No préximo exemplo vamos verificar que a lei do corte nio se aplica a matrizes, em geral.

= Exemplo 9.10 — Lei do corte. Sejam
1 1 2 3 -1 0
a=laa]ox=[ 5 Ao 5

-1 -1
-2 =2

Entao

ax=| | —ar

Note-se que o produto de A por X coincide com o produto de A por Y, no entanto X € diferente de
Y. n

Para as matrizes

2 -3 -5 -1 3 5 1 2 3
A=| -1 4 5 |, B=| 1 -3 5| & Cc=1]2 31
1 -3 4 -1 3 5 31 2

1. Verifique que AB = BA = O343;

2. Verifique que AC =A e CA =C;

3. Use os dois itens anteriores para mostrar as seguintes igualdades:
(a) ACB=CBA;
(b) A2—B*=(A—B)(A+B);
(c) (A—B)?>=(A+B)>=A%+B.



338 Capitulo 9. Vectores e Matrizes

m Exemplo 9.11 — Quantidade de vitaminas ingeridas. Suponhamos que a matriz 2 x 3

V:

4 30
5 01

fornece as quantidades de vitaminas A, B e C — colunas 1,2 e 3 de V, respectivamente — obtidas em
cada unidade dos alimentos I e Il —linhas 1 e 2 de V.
Se definirmos por
C= [C] Cz]

a matriz ’consumo’ de unidades ingeridas do alimento I e do alimento II (por esta ordem), entdo a
matriz 1 x 3 dada pelo produto
0=CV

permite-nos determinar a quantidade ingerida de cada vitamina.
Adicionalmente, se o custo dos alimentos depender dnica e exclusivamente do seu contetido
vitaminico, e se soubermos que o preco de cada unidade de vitamina é dado pelo vetor coluna

pa
P=| ps
pc

entdo o custo total, em unidades monetdrias (u.m.), seria dado pelo produto de matrizes
QP = (CV)P.

— Quantidade de vitaminas ingeridas. Na sequéncia do Exemplo 9.11, resolva o
seguinte problema:
Se consumirmos 4 unidades do alimento I e 3 unidades do alimento II, quantas unidades de
cada vitamina serdo ingeridas?
Se soubermos ainda que os precos de cada unidade de vitamina A,B e C sdo 1.5, 3 e 5, quanto
pagariamos pela porcdo de alimentos ingerida?

Matrizes quadradas

Consideremos agora A uma matriz m X n € B uma matriz n X m. Tem-se entdo que ambos 0s
produtos AB e BA definem matrizes quadradas, sendo

1. AB uma matriz quadrada m x m

2. BA uma matriz quadrada n X n.

Portanto, apenas faz sentido na igualdade AB = BA, apenas se m = n, i.e. se ambas as matrizes
sdo quadradas.

Para o caso de m = n, é facil encontrar exemplos concretos que justificam, em geral,
AB # BA. As matrizes A e B do Desafio 9.8 que se encontra mais adiante sdo apenas
um deles.
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Coroldrio 9.2.5 — Identidades envolvendo matrizes. Sejam A e B duas matrizes quadradas
n x n. Entdo as seguintes igualdades sdo verdadeiras:

(A+B)? = A4 AB+BA+ B
(A—B)(A+B) = A>+AB—BA—B%

Sempre que AB = BA (matrizes comutam entre si), o resultado anterior conduz-nos
as identidades

(A+B)> = A>4+2AB+B%
(A—B)(A+B) = A>-B%

Matrizes diagonais e escalares

— Efeito de multiplicacdo por matriz diagonal. Calcule os produtos AD e DA,
sendo
* D =diag(d,,d>,ds) uma matriz diagonal 3 x 3 genérica;
e A amatriz 3 X 3 do Desafio 9.3.
Apés calcular os produtos supramencionados:
1. Verifique que a multiplicacdo DA corresponde a multiplicagdo de cada linha i da matriz A
pela constante d;;
2. Verifique que a multiplicagdo AD corresponde a multiplicacdo de cada coluna j da matriz A
pela constante d ;;
3. Verifique que AD = DA se D for uma matriz escalar.

» Exemplo 9.12 — Matriz anti-diagonal vs matriz escalar. Para a matriz

a=[5 o]

(o, B € R) pode-se verificar que A> é uma matriz escalar.
De facto, usando propriedade de multiplicag@o entre matrizes, obtemos

AZZ[O oc] [O a]:[aﬁ 0 }
B 0 B 0 0 af |’
ou seja, A2 = ()1, sendo I, a matriz identidade de ordem 2.
Em particular,
* A? ¢ a matriz nula 2 x 2 se pelo menos uma das constantes é zero.
. A2: —I se (Xﬁ =—1.
Possiveis escolhas para se obter a igualdade A> = —1, sdo:
 Escolha trivial: o =1 & = —1;
» Escolha nao-trivial: o = ¢* & f = —¢ * (x € R).

— Matriz escalar 3 x 3. Dado x € R, verifique que quadrado da matriz A (A?):

0 0 e
A= 0 e 0
e 0 0

é uma matriz escalar.
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— Matrizes escalares 2 x 2. Para as matrizes A e B da forma

0 L 0 L
A= o 1(—)‘,—x2 & B= L lax2 ] ,
1+x2 14x?

com x € R, verifique se as matrizes abaixo sdo escalares:

1. AB;
2. BA;
3. AB+BA;
4. AB— BA.

Poténcia de matrizes quadradas
Defini¢do 9.2.5 Sejam A = [g; ], uma matriz de ordem z e k um nimero natural. A poténcia
de A com expoente k € uma matriz de ordem » definida por

AF=AA.. A

k vezes

Da Defini¢fio 9.2.5 segue que para valores de k > 2, a matriz A* pode ser escrita
como o produto da matriz A pela matriz A¥~!, uma vez que

A=A = A4,

— Matrizes Idempotentes. Se A for uma matriz de ordem n que satisfaz a

propriedade
A? =1,

entdo as matrizes P e Q definidas por

1 1
P=—-(I,+A) & 0O0==(I,—A)
2 2
sao idempotentes, i.e.
PP=P e 0’=0.
Adicionalmente, as igualdades

Pr=pP e O'=0.

sdo satisfeitas para todo o k € N.

Demonstracdo. De facto, segue do Corolario 9.2.5 ¢ do facto de as matrizes I, e A comuta-
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rem/permutarem entre si, que

P> =

1
Z(I" +A)?

1

1
I+ A%+ 241)
1
4
1

(21, +24)

= P

De modo andlogo, é também possivel demonstrar que

0 =

Usando agora indugdo em k € N, podemos concluir que as igualdades

5&+M2
L =AY =)

1
Z(1,3 +A% —24l,)
1

= 1(21,1—214)
= %(ln_A)
= Q.

Pr=p e O'=0.

sdo sempre sati

— Matrizes Idempotentes de ordem 2. Verifique que a matriz de ordem 2

sfeitas.

satisfaz a igualdade

3 1
P= AI‘ 411 & Q=
4 4
satisfazem as seguintes igualdades
* P+0=Dh;
s P-Q=A;
« PP=P,

- 0’=0.

D=1 —

09—
ST

|
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m Exemplo 9.13 — Teoria de probabilidades. Préximo do local de residéncia do seu professor
de Matematica I existem 3 padarias: Padaria 1, Padaria 2 e Padaria 3.
Na matriz abaixo

0.7 02 0.1
P=1]03 05 02
04 04 02

os termos p;; da diagonal principal correspondem a probabilidade de continuar a comprar pao
na mesma padaria, ao par que os termos p;; fora da diagonal principal (i # j) representam a
probabilidade de um frequentador da Padaria i passar a frequentar a Padaria j quando efectuar uma
nova compra [de pao].
Com base na matriz P, podemos chegar facilmente nas seguintes conclusdes:
» A Padaria I ¢ a apresenta maior probabilidade de fidelizar os clientes (p1; = 0.7 é a maior
probabilidade na diagonal principal);
» Existe uma baixa probabilidade de os frequentadores da Padaria / & Padaria /1 passarem a
frequentar a Padaria I11 (p;3 = 0.1 e py3 =0.2);
* (Obtenha por vocé mesmo outro tipo de conclusdes interessantes);

— Teoria de probabilidades. Como continuacdo do Exemplo 9.13 resolva o
seguinte problema:
Sabendo P* representa a matriz de probabilidades de passar a frequentar cada uma das
padarias ao fim de k compras, determine:
(i) A probabilidade do frequentador da Padaria 2 passar a frequentar a Padaria 1 ao fim de 2
compras.
(ii) Qual a padaria mais propensa a ganhar novos clientes ao fim de 3 compras.

— Niveis de escolaridade. Num estudo sociolégico procurou-se estabelecer um
modelo tedrico que correlacione os niveis de escolaridade de pais e filhos, com base na seguinte
matriz

S5 1 -
2 -0
33

a=| L D1
3 3 3

1 2
O,,
L 3 3

Estabelecendo como:
« Indice 1 - concluiu ensino primario;
« Indice 2 — concluiu ensino secundario;
« Indice 3 - concluiu ensino universitério;
* Coeficiente a;; da matriz A — probabilidade de filho concluir nivel de ensino i, supondo que
0 pai conclui o grau de ensino j (i, j = 1,2,3).

determine qual a probabilidade de um neto de um individuo que concluiu o ensino secunddrio ser
um universitario.



9.2 Operagcdes com matrizes 343

Transposta de uma matriz

Dada uma matriz A = [g;;] de dimensdo m x n, podemos construir uma nova matriz B = [b;;] de
dimensao n x m cuja k-ésima coluna (k = 1,2,...,m) corresponde a k—ésima linha de A. Esta
matriz designa-se por matriz transposta de A.

— Matriz transposta. Sendo A de dimensdo m x n de entradas a;; Denotamos por
AT a matriz B de dimensdo n x m, cujas entradas b; ; satisfazem a igualdade

bij:aj,-.

Com base na constru¢@o da matriz transposta, € facil de constatar que
(ah)" =4,

isto é, que a transposta da transposta € a propria matriz.

m Exemplo 9.14 Para as matrizes transpostas 9.3 "

Seja A uma matriz de dimensdo m X n Entdo as seguintes propriedades sdo
validas:
1. Se B é uma matriz de dimensio m X n, entdo

(A+B)T =AT + BT,

2. Se A € R, entdo (AA)T = 2AAT;
3. Se B € uma matriz de dimensdo m X n, entao

(AB)T = BTAT.

— Cdlculo Matrizes Transpostas. Para as matrizes

1 2
A=|0 -1/, & B:[; _02}
1 0

calcule AB, (AB)T & BTAT e compare-as.
— Transposi¢cdo envolvendo o produto de matrizes quadradas. Se X,Y,Ze W
forem quatro matrizes de dimensio n X n, mostre que:
1. (xyz)! =zTyTxT,
2. (Xyzw)T =wTzTyTxT,

As igualdades enunciadas no desafio acima podem ser facilmente deduzidas partir da
associatividade do produto de matrizes e do item 3. do Teorema 9.2.7.
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Matrizes simétricas
Definicdo 9.2.6 — Matriz simétrica. Dizemos que uma matriz quadrada A de dimensio é

simétrica, e escrevemos
A=AT

quando as entradas a;; da matriz A satisfazem a igualdade

a,-j:aﬁ.

S6 faz sentido se falar de matrizes simétricas no caso de estarmos perantes matrizes
quadradas.

= Exemplo 9.15 Sendo x € R um parametro, podemos verificar que a matriz

1 42

A= 2x+1_3 5

é simétrica desde que a igualdade
4x Y - 2x+1 -3

seja sempre satisfeita.
Considerando a mudancga de varidvel y = 2%, segue que a solucio da equacdo acima pode ser
descrita em termos do sistema de equagdes

Y —2=2y—-3 & y=2"

Fica ao cargo do leitor determinar o conjunto soluc¢do da equagdo acima. "

= Exemplo 9.16 — Simetria como reflexdo relativamente a diagonal principal. E fécil de
verificar que a matriz

a b c d
_| b e [ g
A_cfhi

d g i k

¢ uma matriz simétrica, uma vez que a parte superior — situada acima da diagonal principal (a
negrito) — corresponde a uma ’reflexdo’ da parte inferior em relagdo a diagonal principal. m

m Exemplo 9.17 —’Um Poema Quadrado’ por Lewis Carroll. Outro exemplo de matriz simétrica
é um célebre poema do matemético Charles Lutwidge Dodgson — a.k.a. Lewis Carroll, autor do
célebre livro ’Alice no Pais das Maravilhas’:

I often wondered when I cursed,
Often feared where I would be —
Wondered where she’d yield her love
When I yield, so will she,

I would her will be pitied!

Cursed be love! She pitied me . ..

Se repararmos o poema lé-se da mesma forma, quer seja lido na horizontal ou na vertical.
Ao agruparmos cada frase do poema como uma matriz, onde:

» Cada pardgrafo do poema ¢ uma linha da matriz;

» Cada palavra corresponde a um coeficiente da matriz.
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obtemos uma matriz 6 x 6 simétrica:

[ I often wondered when I cursed |
Often feared  where I would be
Wondered where she’d yield  her love
When I yield SO will she
I would her will be pitied
Cursed be love she pitied me |

E fécil de verificar que as matrizes diagonais [e escalares] sdo casos particulares de
matrizes simétricas.

— Matrizes simétricas. Para uma matriz quadrada A, diga justificando qual das
matrizes abaixo nao é simétrica:

1. B=A+AT,;
2. C=A—-AT;
3. D=AAT,
4. E=ATA.

O Teorema 9.2.7 permite-lhe verificar se as matrizes A,B,C e D enunciadas no
desafio acima sdo simétricas.

— Teste 2 (2020/2021), Escolha Multipla. Assinale apenas a letra correcta.

Se A e B sdo duas matrizes simétricas de ordem n, qual das matrizes abaixo € simétrica?
(A)A(A+B) (B)A(A—B)

(C) ABB (D) ABBA.
Resposta:

— Matrizes anti-simétricas vs simétricas. Supondo que as matrizes quadradas A e
B de dimensao n X n sdo anti-simétricas, i.e.

A'=-A & B"=-B

prove que:
1. amatriz C = AB € simétrica;
2. as matrizes D = ABA e E = BAB sao anti-simétricas;
3. diga, justificando, o que pode concluir acerca da matriz F = ABBA.

As matrizes A e B do Desafio 9.8 sdo casos particulares de matrizes anti-simétricas.

— Matriz de Hilbert. A matriz de Hilbert H é uma matriz quadrada n X n introduzida
por David Hilbert em 1894, em que os coeficientes /;; correspondem aos integrais

o
hij:/ x’ﬂfzdx.
0
Como exercicio:

(i) Justifique porque a matriz H € simétrica.
(ii) Construa a matriz de Hilbert 4 x 4, calculando os integrais associados aos coeficientes A; ;.
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— Produto de matrizes simétricas. Sejam A e B duas matrizes simétricas.
Entdo AB é uma matriz simétrica se, e s0 se,

AB = BA.

Demonstracdo. Assumindo que AB é uma matriz simétrica, i.e (AB)? = AB, segue pelo item 3. do
Teorema 9.2.7 a sequéncia de igualdades

AB = (AB)T = BTAT = BA.

A (ltima igualdade segue do facto de tanto A quanto B serem matrizes simétricas (i.e. A = AT
& B=B").
Reciprocamente, se AB = BA, segue novamente pelo item 3. do Teorema 9.2.7 a igualdade

(AB)T = BTAT
Do facto de A e B serem simétricas, concluimos que
(AB)T = AB,

como pretendido. |

As matrizes A e B do Desafio 9.8 ndo sdo simétricas. No entanto os produtos AB e
BA correspondem a matrizes simétricas.

Coroldrio 9.2.9 Sejam A e B duas matrizes simétricas n x n. Entdo AB é simétrica se, € s6 se,

1 1
AB=-(A+B)?—-(A—B)?
4( +B) 4( )

Demonstragdo. Por aplicacio do Corolario 9.2.5 obtemos

(A+B)* = A>+AB+BA+B
(A-B)? = A>—AB—BA+B’

Segue entdo que
(A+B)*—(A—B)* = 2AB +2BA.

Em particular, sendo A e B duas matrizes simétricas tem-se nas condi¢des do Teorema 9.2.8
que AB ¢é simétrica se, e sO se AB = BA.
Logo, a igualdade anterior € equivalente a termos

(A+B)>—(A—B)*> =4AB.

Finalmente, multiplicando ambos os lados da igualdade a esquerda pelo escalar A = %, obtemos
a identidade
AB = l(A+B)2 - l(A —B)?
4 4 ’

como pretendido. |
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Definicdo e propriedades
Definigdo 11.1.1 — Matriz inversa. Dada a matriz A = [g; j|,x, de ordem n, diz-se que A é
invertivel se existe uma matriz X = [x; j|,x» de ordem , tal que

AX =1, N XA=1,
sendo I, a matriz identidade de ordem n.

— Matriz Inversa. Caso a matriz A seja invertivel, iremos denotar por A~ a
inversa da matriz A.

— Unicidade da matriz inversa. Se a matriz inversa de A existir entio A~! é
a tinica matriz que verifica

AX=IL,eXA=1,

Demonstragdo. Suponhamos que as matrizes X e Y de ordem 7 sdo inversas de A, i.e.

AX =1, N XA=1I,
AY =1, N YA=1I,.

Por aplicacdo directa do Teorema 9.2.4, segue entdo que

X = XlI, (I, elemento neutro multiplicagdo matrizes)
X(AY) (Y inversadeA: AY =1,)
(XA)Y (associatividade da multiplicacdo de matrizes)
(
(

= LY X inversade A: XA =1,)
=Y I, elemento neutro multiplicagdo matrizes)

Portanto X =Y e, por conseguinte, X = A~ é tnica. [ |
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= Exemplo 11.1 — Inversa da matriz diagonal. A matriz diagonal

-1 0 O
D =diag(—-1,3,1/2)=| 0 3 0
0 0 1/2
é invertivel e a inversa de D é a matriz diagonal
-1 0 O
X=| 0 1/3 0 | =diag(—1,1/3,2)
0O 0 2
visto que DX = XD = Is.
Neste caso, D~ = diag(—1,1/3,2). .
m Exemplo 11.2 — Vide Desafio 9.7. Sendo
0 0 e
A= 0 e 0 (xeR)
e 0 0

podemos facilmente verificar com base na multiplica¢do de matrizes, e das propriedades da funcio
exponencial segue que
A2 — €f4x 137

onde /3 denota a matriz identidade.

A igualdade anterior permite-nos concluir que:

* A? é uma matriz escalar;

e Paratodo o x € R, se tem (A2)~! = e¥I;.

Por outro, da igualdade anterior envolvendo a matriz A%, segue ainda que a matriz X = e*43
estd nas condi¢des da Defini¢cao 11.1.1 e, por conseguinte, se tem que

A*l — 64)613’

para todo o x € R. "

— Exame de Recurso 2020/2021 (adaptacdo). Sejam
1

4 4 2 00 1
A=|4 -2 -4 |eB=|0 ; O
2 —4 4 s 00

(a) Calcule A2 e B2.
(b) Verifique, por definicdo, que a matriz X = BA é a inversa da matriz Y = AB, i.e. (AB)~! = BA.

m Exemplo 11.3 — Matriz de Hadamard. A matriz de ordem de ordem 4
1 1 1 1

1 -1 1 -1

1 1 -1 -1

1 -1 -1 1

€ um exemplo de uma matriz de Hadamard — vide p.e. o link

https://mathworld.wolfram.com/HadamardMatrix.html.
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Esta matriz é simétrica (i.e. HY = H). Por outro lado, podemos verificar que a matriz H> = 41,
(matriz escalar), uma vez que

1111 1111
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
2
=11 1 a1 4 11 -1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
(4.0 0 0
o400
o040
(000 4

Do produto de matrizes calculado acima, podemos facilmente deduzir que a matriz X = %H
satisfaz as igualdades

HX=1L & XH=1. (11.1)

Portanto, H admite inversae H~! = %H . n

— vide subse¢do 9.2.6. Para a matriz de Hadamard H do Exemplo 11.3, determine:

1. as matrizes poténcia H> e H*;
2. ainversade H> e H*.

= Exemplo 11.4 — Continuagdo do Desafio 9.2.6. Nas condi¢des do Desafio 9.2.6, é ficil de
constatar que as matrizes

1 1
P=3(L+4) & Q=3(L,—4)

satisfazem as igualdades
PP=P ¢ 0’=0

desde que A~! = A.
Adicionalmente, pode ainda ser verificado as seguintes igualdades

PO = Z(In+A)(In—A)
B
= L)
= On><n

0P = L(~Al+A)
_ e
= LA
- Onxn‘

— Teste 2 (2020/2021), Escolha Multipla. Para cada uma das questdes abaixo
assinale apenas a letra correcta.

1. Seja I, a matriz identidade de ordem n, e A, B, C trés matrizes quadradas de ordem 7 tais que
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AB=1,e BC=—I,.

Entao:
(A)A=C B)B=C
OCA=—-C (D)B=—-C.

Resposta:

2. Dadas duas matrizes invertiveis de ordem n, A e B respectivamente, indique qual das igualda-
des abaixo ndo se verifica:

(A)A'+B'=A"1(A+B)B™! B)A' B '=B"1(B-A)A"!
OA!'-B!'=B1A-B)A"! DA ' +B =B (A+B)A L.
Resposta:

— Inversa da matriz poténcia. Se A* (k € N) corresponde 2 matriz poténcia
introduzida na Definicio 9.2.5, mostre que se a igualdade

AR =1,
¢ satisfeita para algum k > 2, entdo A admite inversa. Qual a inversa de A?

Coroldrio 11.1.2 — Propriedades da maitriz inversa. Suponhamos que A ¢ B sdo duas
matrizes invertiveis. Entdo as seguintes propriedades também sdo satisfeitas:
1. A~! também é invertivel e
(AHl=A.

2. AT também é invertivel e
(AT)—I — (A_I)T.

3. O produto AB define também uma matriz invertivel e

(AB)"'=B"'A"L.

Sendo A e B duas matrizes invertiveis, a soma A + B ndo é necessariamente uma
matriz invertivel (p.e. quando A = diag(—1,3, %) e B=1).
Demonstragdo. Igualdade (A~')~! = A. Das igualdades matriciais
AA ' =A"1A=1,

segue automaticamente, pela Defini¢ciio 11.1.1, que X = A é a inversa de A~!. Que é tinica, pelo
Teorema 11.1.1. u

Igualdade (A7)~! = (A=")7. Aplicando a transposta as igualdades matriciais
AAT =ATA=1,

e da segue automaticamente, pelo Teorema 9.2.7:

(AAfl)T — (Afl)TAT A (AflA)T :AT(Afl)T
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e pela propriedade I! = I, que as igualdades
A NHAT =1, A ATATH =1,

também sdo satisfeitas.
Escolhendo X = (A~17, concluimos pela Defini¢iio 11.1.1 que X & inversa da matriz A”.
Adicionalmente, pelo Teorema 11.1.1 segue que

(ah= =@,
como pretendido. |

Igualdade (AB)~! = B~!A~!. Suponhamos que pretendemos determinar uma matriz X de ordem
n tal que

(AB)X =1, A X(AB)=1,

Comecemos pela equagdo matricial
(AB)X =1,
Multiplicando ambos os lados equagio i esquerda por A~!, obtemos
AV AB)X =A', <= BXx =A"".

Multiplicando agora ambos os lados da equagio matricial BX = A~!, & esquerda por B~!,
concluimos ainda que
B'BX)=B Al —=x=B""a""

Esta tltima igualdade diz-nos que X = B~!A~! é candidata a inversa da matriz AB.
Finalmente, substituindo X = B~'A~! no produto de matrizes X (AB), obtemos a sequéncia de
igualdades
(B'A™NYAB)=B YA 'A)B=B"'B=1,.
=I,
que nos permite concluir que a matriz X = B~'A~! estd nas condi¢des da Definicdo 11.1.1.
Adicionalmente, pelo Teorema 11.1.1 concluimos que

(AB)"' =B71A7!,

com pretendido.

— Propriedades da matriz inversa. Sendo

-1 2 -1
A=| 2 -1 0
0o -1 2
e D = diag(—1,3,}) a matriz do Exemplo 11.1:
1. Verifique, por definicdo, que

Al =

ENTE SN
BRI = —

2. Determine (A7)~ & (AD)~!.
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3. Calcule o produto A~'D~! e descreva o efeito da multiplicagio a direita de A~! por D~! —
vide Desafio 9.6.
— Inversa da matriz tfransposta. Se A ¢ uma matriz de ordem n que satisfaz a
sequéncia de igualdades

AAT = AL, ATA=AIL, (A #0)

0 que posso concluir acerca da inversa de A7 ?

Tipos especiais de matrizes

Matrizes Diagonais

O Exemplo 11.1 corresponde essencialmente a uma aplicag@o do seguinte resultado:

— Inversa de uma matriz diagonal. Seja
D = diag(d,,da,...,d,)

uma matriz diagonal de ordem n.

Entdo D admite inversa se, e s6 se, todos os coeficientes dj,ds,...,d, sao ndo-nulos (i.e.
d;i #0,paratodooi=1,2,...,n).
Adicionalmente,

11 1
D' =diag( —, ..., |-
1ag<dl7d27 7dn>

Matrizes Ortogonais
Definicdo 11.2.1 — Matriz orftogonal. Uma matriz A de ordem n € ortogonal se, e s0 se,
A7l =AT ie.

AAT =1, N ATA=1,.

= Exemplo 11.5 — Matriz de rotacdo. E ficil de verificar, com recurso a identidade trigonomé-
trica

cos?(8) +sin*(0) = 1

o=l |

€ uma matriz ortogonal.
De facto, da sequéncia de igualdades

r [ cos(8) —sin(0) cos(8) sin(8)
kR = | sin(@)  cos(0) ] { —sin(6) cos(6) }
[ cos?(8) +sin*(8) 0
N 0 cos?(8) +sin*(0) ]

(10
~ o]
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[ cos(B) sin(0) cos(0) —sin(0)
R'R = | —sin(6) cos(G)] [sin(@) cos(0) }

[ cos?(8) +sin*(6) 0

| 0 cos?(6) +sin*(0) ]

T o]

~ o1

segue que R~ =RT.

Com base na construcdo obtida no Exemplo 11.3, podemos facilmente verificar que

a matriz

1 1 1

2 2 2 2

1 r 1 I _1

_| 2 2 2 2

SH=11 1 1 _1

2 2 2 2

r 1 _1 1

2 2 2 2

é, para além de simétrica, uma matriz ortogonal, uma vez que

1N> 1, 1
“H)| = —H*=-(4L) =1.
(2 > 22 g Ha) =1

Nas condigdes do Desafio 11.6, é facil de verificar que a matriz

‘
|-
=

¢ ortogonal, desde que A > 0.

— Matriz simétrica vs matriz ortogonal. Mostre que se A é uma matriz ortogonal

de ordem n que satisfaz a identidade
A2 = Ina

entdo A é uma matriz simétrica.
— Matriz de Householder ordem 2. Verifique que a matriz

cos(0) sin(H)
sin(@) —cos(0)

é simétrica e ortogonal. O que posso concluir quanto & inversa de H?
— Maitriz de Householder ordem 3. Proceda aos seguintes passos:
1. Escolha um vector coluna » ndo nulo de dimenséo 3 x 1 ao seu critério;
2. Calcule a matriz M = bb” e o escalar u = b’ b;
3. De seguida, calcule a matriz Q =I5 — %M ;
4. Para finalizar verifique que a matriz Q que construiu é simétrica e ortogonal.
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— Matriz de Hadamard de ordem 4. A partir da matriz do H do Exemplo 11.3,
considere a matriz
K= [H(l) H® g H(4)]

onde H\Y) denota a j—ésima coluna de H. Para esta nova matriz K:
1. Verifique que K = HP, 3, onde

1 000
0010
P3=109 100
000 1

denota a matriz de permutacdo obtida a partir da troca das linhas 2 e 3 da matriz identidade
de ordem 4 (I).

2. Use a identidade anterior para calcular K7 e para averiguar se K é uma matriz simétrica.

3. Use a identidade anterior para mostrar que a matriz J = %K ¢ ortogonal.

Matrizes Nilpotentes
Definicdo 11.2.2 — Matriz nilpotente de ordem k. Dizemos que a matriz A ndo nula € uma
matriz nilpotente se existe k > 2 natural tal que
e A/ # Oy, para valores de j < k;
o AF =0,

Se a matriz A é uma matriz nilpotente [de ordem k], entao A nao admite inversa.

De facto, caso X = A~! existisse obterfamos pela Definicdo 11.1.1 que

AX =1,.

Multiplicando ambos os membros da equagio anterior por A=, 4 esquerda, obterfa-
mos
AX =1, = Afx = AL

Da condi¢do AF = 0., segue que O,., = A*"!, 0 que é absurdo uma vez que
A1 £ 0, por definigio.

m Exemplo 11.6 — Matrizes Nilpotentes. Supondo que A uma matriz de ordem n que satisfaz a
igualdade
AZ = Onxna

onde O,,»,, denota a matriz nula n x n € fécil verificar que
(L—A)'=L,+A & (I,+A)'=1,-A.
De facto, com recurso ao Corolario 9.2.5, é possivel obter a seguinte sequéncia de identidades:
(I, —A)(I,+A) = I?+I,A—AI +A?
= L +A-A-A?
= L-A%

(I, +A)I,—A) = I>P—LA+AL +A?
L —A+A—A?
= I,—A%
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Da hipétese A% = O,,x,,, obtemos com base nas equagdes matriciais anteriores que
(Li—A) L, +A) =1, ¢ (I,+A)(I,—A)=1,.

Deste sistema de equacdes, segue que ambas as matrizes, I, —A & I, + A, respectivamente,
admitem inversa. Da unicidade da matriz inversa, retiramos que

(L—A)'=L,+A e (I,+A)'=I,-A

— Matrizes Nilpotentes. Supondo que A uma matriz de ordem n que satisfaz a
igualdade
(I, —A)"' =1,+A,

onde I, denota a matriz identidade de ordem n, verifique que

A% = 0,

Método de Gauss-Jordan

— Vide Exemplo 11.5. Use o método de Gauss-Jordan para verificar que

13 17

2 4 4

at=|q L1

2 2

1 1 3
L2 4 4

¢€ a inversa da matriz

-1 2 -1

A= 2 -1 0

0o -1 2

De seguida, use A~! para determinar a solucio do sistema de equacdes

—Xx+2y+-z=1
2x—y=-2
—y+2z=1

Matrizes singulares vs Sistemas homogéneos

Definicdo 11.4.1 — Matriz singular. Dada uma matriz A = [g;j],x, dizemos que A é uma
matriz singular se, e s6 se, A ndo admite inversa.

m Exemplo 11.7 — Matrizes singulares. Sao exemplos de matrizes singulares:
1. As matrizes A ¢ B do Exemplo 9.9.
2. As matrizes diagonais D = diag(d;,d,...,d,) em que pelo menos um dos coeficientes d;
(i=1,2,...,n) é nulo — compare com Teorema 11.1
3. A soma de matrizes diag(—1,1/3,2) 4 I5 de ordem 3.
4. As matrizes nilpotentes — vide Exemplo 11.6.



358 Capitulo 11. Inversa de uma Matriz

= Exemplo 11.8 — Matriz singular vs. Sistema Homogéneo. Para a matriz

1 0 16
A=| 4 21 64
3 0 48
pode-se verificar que, para além do vector coluna nulo de dimensao 3 x 1, os vectores da forma
—160
X = 0 (ax#£0)
a
s@o solucdes do sistema homogéneo
0
AX=|0
0
Daqui resulta que A~! nio existe, ou seja, A é uma matriz singular. "

Equacdoes Matriciais

O seguinte resultado € uma consequéncia da unicidade da matriz inversa, abordada no Teorema
11.1.1.

Coroldrio 11.5.1 — Lei do corte. Seja A uma matriz quadrada de ordem n invertivel.
* Se Z e W sdo duas matrizes n X m, entdo a implicacao

AZ=AW = Z=W

é sempre satisfeita.
* Se Z e W sdo duas matrizes m X n, entdo a implicacao

ZA=WA=Z=W

é sempre satisfeita.

O Corolario 11.5.1 diz-nos essencialmente que a lei do corte verifica-se apenas se

* A ¢é uma matriz quadrada de ordem #;
+ A~ ! existe.

O Corolario 11.5.1 permite-nos ainda concluir que uma matriz quadrada A nao
admite inversa sempre que a lei do corte néio se verifica.

m Exemplo 11.9 — Lei do corte vs maitrizes singulares. Voltando as matrizes A,X e Y do

Exemplo 9.10:
11 2 3 -1 0
aslaa s[5 AoV 2]

é agora facil de argumentar, com base nas condicoes
AX =AY eX #Y.

que A é uma matriz singular. "
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" Exercicios Proposf?s de

80. Considere os seguintes sistemas de duas equacdes a duas incognitas:

. 2x4+3y=28 . x+2y=5 3y+2x=38
@ { x+2y=>5 i { y=2 (i x=1

(a) Verifique que os sistemas s@o equivalentes.
(b) Represente no plano XoY as duas rectas cujas equagdes estdo indicadas em cada um dos
sistemas.

81. Resolva os seguintes sistemas de duas equacdes a duas incégnitas pelo método de eliminagdo

de Gauss:
. 2x+y=0 .. 2x+y=1 —6x+3y=0
® { 5x+2y =0 ) { Sx+2y=—1 (i) { 2x—y=0
. —6x+3y=9 —6x+3y=4 . 2x4y=-3
('V){ 2oy=1 (V){ x4y =2 (V'){ x+2y=2
82. Resolva os seguintes sistemas de trés equacdes a trés incégnitas pelo método de eliminacio
de Gauss:
x+yt+z=1 x+y+z=-2 x—y+3z=0
i) 2x—3y+z=2 (ii) 3x+3y—z=6 (iii) x+y—z=0
dx—y—z7="1T x—y+z=-1 2x+y—3z=0
x+y+z=0 2x—y+2z=28 x+y+z=0
(iv) x+2y+z=0 ) —3x+2y+z=-7 (vi) x+2y+3z=0
x+3y+z=0 —2x+y+2z=-3 3x+5y+7z=1

83. Classifique os seguintes sistemas para todos os valores reais do parametro k:
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B x+ky+z=0 x+2y—3z=4
(i) { ffkij (i) { kx+y+kz=1 (iii) 3x—y+5:=2
- x+ky=k dx+y+ (K2 —14)z=k+2
x+ky+z=k x+ky+z=1 —x+ky=—k
(iv) x—y+kz=0 ) kx+y+z=2 (vi) —ky+kz=2
x—ky+z=k x+ky+z=3 x—kz=-1
84. Considere as matrizes:
1 23 -1 0 —1
A=|2 3 1 |;B=| 2 3 1
31 2 1 2 0
Calcule a matriz C = 2(A + B) — AB.
85. Calcule os produtos AB e BA, quando definidos, nos seguintes casos:
1 2 -1 2 1 3
(a) A=|2 0 2 ; B=10 (b) A=[1 0 —-1] ; B=|2
31 3 4 2 1
86. Considere as matrizes
2
1 -3 2 1 4 10 2 1 -1 1 1
A=12 1 =3 |,B=|2 1 1,C:3—2—12,D:0
4 -3 —1 1 -2 1 2 2 -5 -1 3 1
Verifique que AB =AC e BD =CD.
87. Considere as matrizes
10
1 01 -1 1
=LVl A e a0
11
Escolha uma maneira de as ordenar, de tal modo que o produto das quatro matrizes esteja
definido e calcule esse produto.
88. Sendo «a e B nimeros reais, calcule o produto
cosa —sina cosf —sinf
sinat cosa sinB cosf |’
89. Calcule:
21 17° 5 1T Y 0107
({310 (ii) [1 3] (iii) [O 1} ) | 0 0 1
01 2 0 00
90. Prove que o produto de duas matrizes triangulares superiores (resp. inferiores) da mesma
ordem € ainda uma matriz triangular superior (resp. inferior). A que sdo iguais os elementos
diagonais do produto neste caso?
91. Considere as matrizes

A=

2 0 1
1 2 1]|,b=
3 -2 1

e as trés matrizes de permutagdo P; j com i < j, j = 2,3. Calcule:
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92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

(i) PpA (ii) AP (iii) P12AP»

(iv) Pi3b (V) Py3Ab (Vi) (Pi3Ps3)" APi3Py3
Duas matrizes quadradas A e B dizem-se permutdveis se AB = BA.
(a) Mostre que:
(i) (A+B)(A—B)=A>—Bsee s6 se A e B sdo permutdveis;
(ii) (A£B)>=A?4+2AB+ B’ se e s6 se A e B sdo permutéveis;
(iii) (AB)?> = A’B? se e s6 se A e B sio permutdveis.

(b) Verifique se as seguintes matrizes A e B sdo permutaveis:

1 -11 ., J10 2 0] ., [10
N R ) S R

1 2 3
SejamA= | —1 4 6 | e D a matriz diagonal de ordem 3 dada por D = diag(2,1,—3).
-5 7 3

(a) Calcule o produto DA e descreva o efeito da multiplicacio a esquerda de A por D.
(b) Calcule o produto AD e descreva o efeito da multiplicacdo a direita de A por D.
(c) Determine quais as matrizes diagonais que sdo permutaveis com A.

Calcule os determinantes das seguintes matrizes de segunda ordem:

cos(m/3) —sin(mw/3)

. [0 1 . 1 3
(i) A= ] (i) B= [ ] WD C=1 Gn(x/3) cos(n/3)

1 0 -2 -6
Calcule os determinantes das seguintes matrizes de terceira ordem:

(2 1 3 1 0 -3 2 01
@dA=|1 0 2 @ B=| -2 4 -1 @i)c=[0 5 0
|1 4 2 0 5 0 6 0 3
-1 2 0
Considerando a matriz A = 2 0 —1 |, calcule:
0o -1 2
(i) det(A) (i) det(3A) (iii) det(A?)
Utilize as propriedades dos determinantes para concluir que:
1 a &
det| 1 b b*> | =(b—a)(c—a)(c—Db)
1 ¢

Calcule os determinantes das seguintes matrizes de quarta ordem:

2 00 O 11 11 -1 0 1
. 000 —4 . 1 1 1 2 0 -8 O
D10 30 o0 WE=11 131 We=13 o 2

001 O 1 41 1 0o 1 -1
Sendo a, b e ¢ parametros reais ndo-nulos, considere as seguintes matrizes elementares de
ordem 3:

1 00 1 00 10 0
En(@=|a 1 0| ,Eqxb)=]01 0] ,En(c)=|0 1 0
00 1 b 0 1 0 ¢ 1

(a) Calcule:

>~ O = O
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100.

101.
102.

103.

104.

105.

106.

(i) Ex1(a)E3(D) (ii) E31(b)Ez (a) (iii) E»1(a)E31(b)Es(c)
(iv) (Es1(b)Exn(c))”
(b) Mostre que:
() Exi(a)Exi(—a) =1 (i) E3i(—b)Esi(b) =5
(c) Verifique que Ey (—a)E3;(—b) é ainversa de Ey; (a)E31 (D).
(d) Calcule a inversa de E»;(a)E3;1(b)Es(c).
Determine, se possivel, as inversas das seguintes matrizes:

(v) Es1(b)TEx(c)” (vi) E31(b) Eyi(a)”

(iii) Esp(—c)Exn(c) =5

34 1 11 0o 2 -1
(i)A:[5 7] @jB=|011 (iii) C = 1 1 -1
| 0 0 1 | | -2 =5 4
0 01 4 1 2] (2 1 3
wbD={|1 0 0 WWE=|10120 i) F=|4 2 6
010 8 4 5 0 0 1
Determine os determinantes das inversas das matrizes dadas no exercicio anterior.
Que mudanca se dd em A~! se em A:
a) Trocarmos as linhas i e j?
b) Multiplicarmos a linha i por um ndmero ¢ # 0?
¢) A linha i adicionarmos a linha j multiplicada por um niimero o # 0?
Sabendo que
-1 307" 2 3 0
1 2 0 = -1 -1 0
0 -1 1 -1 -1 1
determine as inversas das matrizes:
1 2 0 -1 -3 0 -1 -4 1
A= -1 -3 0 (ii) B= 1 2 0 (iii) C = 1 2
0 -1 1 0 -3 3 0 -1 1

Mostre que se ad — bc # 0 entdo a matriz A = [ CCl Z } é ndo-singular e determine a sua
inversa.
a b b
Dados os parametros reais a € b, mostre que amatriz | a a b | tem inversa se e s6 se
a a a
a#0ANa#b.
Considere os seguintes sistemas de equagdes lineares:
—x+y+z=1
2x+3y=38
) { ;jzy—s i) { 3r+2y—z=2
y= x+4y+2z=3

(a) Escreva os sistemas na forma matricial Ax = b.
(b) Estude a singularidade da matriz A do sistema.
(c) Resolva os sistemas pela regra de Cramer.
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