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1 Prefacio

Este trabalho de iniciagdo cientifica teve como principal objetivo a rea-
lizagao de um estudo introdutoério dos fundamentos da teoria de computacao
quantica, com especial enfoque nos algoritmos que vieram a popularizar esta
area: o algoritmo de Deutsch-Jozsa (cf. [5]), o algoritmo de Grover (cf. [10])
e o algoritmo de Shor (cf. [26]).

A execucao deste projeto ambicioso e ao mesmo tempo complexo, tinha
tudo para dar errado. A comecgar pelo simples fato que este requeria, por
parte do aluno, um dominio abrangente de Algebra Linear e Fisica Quantica.
Convém salientar que, ao contrario da disciplina de Fisica Quantica (BCK0103-
15) que o aluno Bruno Silva teve possibilidade de cursar ao longo da execugao
do projeto, a disciplina de Algebra Linear (BC-1425) nao faz parte do plano
curricular do Bacharelado em Ciéncia e Tecnologia (BC&T).

Neste sentido, os primeiros quatro meses do plano de trabalhos foram de-
dicados ao estudo destes conceitos. O capitulo[3|é meramente introdutério, e
teve como principal objetivo o entendimento por parte do aluno de algumas
partes do artigo de Feynman (cf. [7]), em particular a se¢ao 3. SIMULATING
ProBABILITY. O estudo de alguns conceitos basilares de dlgebra linear fo-
ram fundamentais para entender propriedades intrinsecas a operadores Her-
mitianos que o aluno refere no final do capitulo [3| e no inicio do capitulo
onde o aluno introduziu os conceitos de Quantum bit e de Produto
Tensorial.

Infelizmente, e por questoes de tempo, nao foi possivel ir muito além
do idealizado inicialmente, que incluia simulagoes computacionais usando
a nuvenﬂ IBM Q (ainda em fase beta) assim como o estudo da ordem de
complexidade de alguns dos algoritmos. De qualquer das formas, como ori-
entador congratulo-me de o aluno Bruno Silva ter desenvolvido grande parte
do material que aparece neste relatério de forma independente e auténoma,
incluindo a edi¢ao do presente relatério no formato IMTEX.

Olhando agora pelo espelho retrovisor, posso afirmar com base no recente
livro de de Lima Marquezino et al (2019) (cf. [4]) que o tema de computacao
quantica serd de importancia estratégica para o desenvolvimento cientifico
e tecnolégico do Brasil na proxima década. Pelo que tem vindo a ser publi-
cado, de forma continua na revista de divulgacao cientifica online |Quanta
Magazmeﬂ o desenvolvimento de projetos de pesquisa direcionados para
esta drea é suficientemente desafiante para captar o interesse de diversos
perfis de aluno na UFABC (sem discriminagao de género), interessados em
estudar ligacOes interessantes entre matematica, fisica e computacao.

© |Nelson Faustino (orientador)

3Link para IBM Q: https://www.research.ibm.com/ibm-q/technology/experience/
4vide https://www.quantamagazine.org/tag/the-future-of -quantum-computing/
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2 Introducao

2.1 Estado da Arte

A computacido quantica é a ciéncia que estuda as aplicagoes das teorias e pro-
priedades da mecanica quantica na Ciéncia da Computacao. Na computagao
classica o computador é baseado na arquitetura que faz uma divisao entre
elementos de processamento e armazenamento de dados, que possui proces-
sador e memoéria destacados por um barramento de comunicagao, sendo seu
processamento sequencial.

Entretanto os computadores atuais possuem limitacoes, como por exem-
plo na drea de Inteligéncia Artificial (IA) onde nao existem computadores
com poténcia ou velocidade de processamento suficiente para suportar uma
IA avancada. Dessa forma surgiu a necessidade da criacdo de um com-
putador alternativo dos usuais que resolvesse problemas de IA, ou outros
como a fatoracao de nuimeros primos muito grandes, logaritmos discretos e
simulagao de problemas da Fisica Quantica.

Em 1965, Gordon (cf. [I7]) faria uma predi¢ao de que a quantidade de
transistores em um circuito integrado cresceria exponencialmente de modo
que, a cada dois anos, a quantidade de transistores em um circuito integrado
dobraria. Tal predicao acabou tornando-se a lei de Moore no qual tornou-se
comum dizer que a cada dois anos a velocidade de um computador dobraria.
Mais tarde, esta viera a ser corrigida por David House (cf. [19]) ao dizer que
a velocidade dobra a cada 18 meses.

Entretanto, por limitacoes fisica, é aguardado que a lei de Moore deixe
de valer, fato este que ja vem acontecendo com o aumento na dificuldade
de reduzir o tamanho dos transistores (cf. [27]). Deste modo, incita-se o
surgimento de novos métodos para que a computacao continue tendo um
crescimento e expandindo sua velocidade.

Por outro lado, em 1982, Richard Feynman (cf. [7]) sugeria em sua me-
moravel expressao: ”a natureza nao é classica, e se vocé quer fazer uma
simulacao da natureza, vocé deveria fazer isso com a mecanica quantica”.
Neste, Feynman propoe que, para que sejamos capazes de simular a natu-
reza em sua verdadeira forma, deveriamos ter algo capaz de efetuar calculos
e que funcione da mesma maneira em que a natureza.

Em 1999, Peter Shor (cf. [20]), precedido por outros cientistas, torna a
ideia do computador quantico ser um sucessor ao computador classico, ja
em crescente difusao, ainda mais importante. Fazendo uso de um modelo
tedrico de computador que segue a mecanica quantica, este desenvolve um
algoritmo para fatoracdo em ntmeros primos. Além de rodar em tempo poli-
nomial, este se apresentou uma potencial solugao ao sistema RSA (cf. [23])de
criptografia.

A IBM, entre outras empresas, vem trabalhando em criar um compu-
tador quantico que atinja a chamada vantagem quantica (estado no qual



o computador quantico serd superior ao cldssico em diversas aplicagoes).
Recentemente, em um encontro da American Physical Society, a IBM anun-
ciou, pela terceira vez consecutiva, ter dobrado o ”volume quantico” (meio
de medir performance) de seu computador quantico System Q One (cf. [34]),
seguindo assim, de certo modo, a lei de Moore.

2.2 Organizagao do Relatério

Os temas tratados ao longo deste relatdorio foram organizados do seguinte
modo:

e No capitulo |3 é realizada a apresentacao da mecanica quantica, tra-
tando de temas como a equacdo de onda, sua interpretacao proba-
bilistica (Bohr) e sua solugao, o principio da incerteza de Heisenberg e
o formalismo de Dirac, por sua vez, sera utilizado de maneira abran-
gente neste trabalho. Também sdo definidos Operadores Hermitia-
nos, quais serao utilizados, posteriormente, ao tratar de operadores
quanticos.

e No capitulo [4 inicia-se propriamente a apresentagido de tdpicos da
computagao quantica. De comego, é apresentado o qubit (andlogo
quantico do bit) e deduzimos a equagao de seu estado a partir da
esfera de Bloch. Sao apresentados também portas quanticas, quais
fundamentam as operacoes e transformacoes aos estados dos qubits,
assim como sistemas multi-qubits.

e No capitulo[p| sdo apresentados dois algoritmos populares ao campo da
computagao quantica. Em cada um dos dois, é apresentado, de modo
detalhado, o raciocinio e a maneira com que as propriedades quanticas,
tais como interferéncia e sobreposicao de estados, sao utilizadas a favor
do algoritmo.

e Por fim, no capitulo [6 é tratado sobre o algoritmo de Shor. Jun-
tamente a este, sao também explicadas as séries e as transformadas
de Fourier, incluindo a Transformada Quéantica de Fourier, qual sera
utilizada pelo préprio Shor em seu algoritmo.



3 Introducao a mecanica quantica

Este capitulo é fundamentado pelo livro de Griffiths (cf. [9]), complementado
com as referéncias bibliograficas [6], 21, 22].

3.1 Equagao de onda

De modo anédlogo a mecanica cléssica, podemos estudar propriedades dinamicas
de corpos. No caso da mecanica quantica, nosso objeto de estudo sao
particulas microscépicas. Para realizarmos os estudos destas propriedades,
iremos inicialmente determinar a funcao que nos possibilita um acesso a
diversas grandezas. Esta é chamada de fungao de onda.
A fungao de onda, cujo simbolo é ¥ := W(x,t), corresponde a solucdo da
equacao de Schrodinger, qual é escrita por
OV _ h %W
ot T 2m 022
sendo i = \/—1, /i a constante de Planck e V := V(z) a funcio de potencial.

+Vy, (1)

3.1.1 Interpretacao da funcao de onda

A funcao de onda nos fornece curvas, o que, a principio, ndo aparenta nos
dar nenhuma informacao que possamos interpretar com clareza quanto a
grandeza em questao, diferente da mecénica cldssica onde as solugoes sao
bem definidas a um ponto. Entretanto, através da interpretacao estatistica
de Born (cf. [9, p. 2 do Capitulo 1]), a funcao de onda (¥) seria como uma
fungao distribuigdo de probabilidade enquanto |¥(z,t)|?> é a densidade de
probabilidade cumulativa continua (na variavel z).

Tal modo de interpretar a fungdo de onda nos leva a um certo inde-
terminismo, visto que a particula pode, a partir da interpretacao de Born,
assumir qualquer valor z, dado sua devida probabilidade.

[
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Figura 1: Aqui vemos uma funcao de onda onde o valor de x (grandeza)
mais provavel encontra-se em x = A. Fonte: GRIFFITHS, ¢2011, p. 3

Apesar de termos essa indeterminacao a partir dos calculos matemaéticos,
podemos realizar uma medicao em uma grandeza, como, por exemplo, sua
posicao, nos permitindo assim descobrir onde a particula realmente esta de



maneira empirica. Consequentemente, ja que sabemos onde nossa particula
esté, isto é, temos 100% de certeza sobre sua localizacao, entao nossa funcao
de onda representada na figura [I| j4 nao condiz mais com a realidade, visto
que neste, a posicao da particula nao esta claramente definida. Deste modo,
introduz-se o colapso da funcao de onda, no qual ela deixa, apds a medicao,
de ser uma funcao esparsa e torna-se apenas um unico pico no valor mensu-

rado C.

lwlz

Y

Figura 2: colapso da funcao de onda |¥(z,t)|?, causado pela medigio. Fonte:
GRIFFITHS, ¢2011, p. 5

Novas medicoes realizadas no mesmo sistema irao resultar sempre no
mesmo valor C, visto que, agora, este é o tinico valor no qual |¥(z,#)[? > 0.

3.2 Formalismo
3.2.1 Notagao de Dirac

A funcéo de onda, representando um estado, é um vetor, cuja representagao
é dada pela notacao de Dirac. Neste, os vetores sao chamados de ket (vetor
coluna) |¥), onde ¥ representa um estado, conforme dito sobre ¥ sendo a
funcao de onda. Para todos os vetores ket, existe o bra (¥| que é o complexo
conjugado transposto (operador adjunto ou conjugado Hermitiano) de W,
isto é, ¥* do estado a ser representado.

A interagao entre os dois é chamada de bra-ket, e é escrita como (V|W)
e este é o produto interno no espago de Hilbertﬂ ou seja,

(] = / W (. 1) 2, 2)

onde |¥(x,t)|? := U*(z,t)¥(x,t) corresponde & funcio densidade de proba-
bilidade (na varidvel x).
No caso de termos um operador O agindo em um ket, este nos fornece

outro ket, ou seja
Ov) =[2)

1O espaco de Hilbert é um espago vetorial abstrato que generaliza a nogio do espago
Fuclidiano. Com dimensao infinita, este é dito completo e possui produto interno. As
fungdes de onda estao contidas no espago de Hilbert.



E o valor esperado de um operador, é escrito como

(wlO|w) = /qf*<m,t)éqf(g;,t)da;
_ / W (2, 1) (1) da.

3.2.2 Operadores

Nossas fungoes de onda sao vetores no espaco de Hilbert e representam
estados de nossa particula, que analogo a mecanica classica seriam como a
posicao e o momento, por exemplo.

Vamos agora ver as grandezas fisicas que sao representados por opera-
dores. Na mecanica classica, possuimos funcoes e relacoes entre grandezas
que usam os estados como argumento e tem como resultado um valor, tal
como posicao, momento, energia cinética e outros.

Porém, diferente da mecanica classica, nossa grandeza somente terd um
valor condizente com a teoria se, e somente se estivermos lidando com um
autoestado. Deste modo, teremos um autovalor sendo atribuido & grandeza
em questao. Vamos portanto retomar algumas ideias sobre autoestados.

Dos conceitos de algebra linear, uma transformacao linear (matriz) pos-
sui alguns vetores, chamado autovetor, no qual a transformacao opera ao
entorno, isto é, estes nao sao rotacionados.

Estes vetores sao importantes para a dlgebra linear pois nos permite en-
tender melhor a transformagao em questao. Contudo, na mecanica quantica,
estes tem uma func¢do ainda mais importante.

Foi dito até agora que, a partir de uma funcdo de onda, podemos des-
cobrir informactes quanto a uma grandeza em especifico. Entretanto, para
tal, devemos aplicar o que chama-se operador. Por exemplo, se desejarmos
saber quanto momento de uma particula, deve-se relacionar com o estado
da particula (V) a uma transformacao linear (mais comumente chamada de
operador) referente & grandeza momento.

Estes operadores sao lineares, e, com isso, carregam autoestados. Vimos
na que, segundo a interpretacdo de Born, |¥(z,t)|? nos fornece
uma funcdo no qual valores maior do que 0 s@o possiveis resultados que
obteremos ao realizar uma medicao. Portanto, o que a densidade de pro-
babilidade |¥(x,t)|? nos fornece é justamente a probabilidade de obtermos
determinado autoestado relacionado ao operador aplicado (transformacao
linear para obtermos uma fungao da grandeza) em questao. Para ser mais
claro, nossa funcao de onda ¥ é transformada, a partir de um operador,
a uma combinacao linear das autofuncoées do operador em questao. Deste
modo, quando temos mais de uma autofuncao atrelada a funcao de onda,
apés a transformacao linear, cuja probabilidade é maior do que 0, dizemos,
devido a interpretacao de Born e comprovado através do experimento da



dupla fenda, que nossa particula estd em uma sobreposicao de estados, pro-
priedade esta que serd melhor tratada em breve.

Com isso, podemos resumir que, de maneira geral, um operador é uma
transformagao linear que opera na funcao de onda, alterando-a de tal modo
que ela seja um funcao de estado de uma grandeza fisica. A notacao utilizada
é que um operador O representa a grandeza O, podendo ser esta exemplifi-
cada como o momento, a velocidade ou qualquer outra grandeza conhecida
nos fenomenos classicos. Podemos ver a atuacao de um operador O em um
estado W(x,t) ao fazermos, conforme a notacio de Dirac, O |¥) = |®).

A maior parte dos operadores utilizados na mecéanica quantica sdo de
um tipo especial chamados Hermitiano. Um operador H 6 considerado Her-
mitiano quando ele pode ser aplicado para qualquer um dos vetores, sem
alterar a igualdade, isto é,

<f’Hg> = <Hf g> (3)
Esta descrigao define operadores Hermitianos, porém, estes possuem al-
gumas propriedades importantes de comentar:

1. Seus autovalores sao sempre reais, apesar de sua autofuncdo poder ser
complexa.

2. Suas autofuncées podem sempre serem escolhidas de modo a ser nor-
malizadas e ortogonais. Deste modo, as autofungoes formam um con-
junto completo, ou seja, qualquer funcao pode ser escrita como com-
binacao linear dos autovetores.

3. No caso de produto linear, a igualdade <f‘f[g> = <g)f]f>*, também

¢é verdade e gera um numero real.

4. Autovalores distintos associados a autovetores distintos sao ortogonais
entre si.

Podemos provar a propriedade 4, exceto para o caso em que Nnossos es-
tados sao degenerados, isto é, duas autofuncoes distintas possuem o mesmo
autovalor.

Vamos assumir que H seja um operador Hermitiano com duas auto-
funcoes, tal que,

I‘AI\Ifl = )\1\111 (§ ﬁ\Ifg = )\2\1’2.

Podemos entao, de acordo com a definicao dos operadores Hermitianos,
escrever (Wo| H |[¥) de duas formas distintas:

1. <\1/2‘f1\111> — A1 (0 [ W)



2. <\112‘H\1/1> — (HU|W1) = Ag (U] W)

Igualando as duas tltimas equacoes e colocando-as no mesmo lado da
igualdade, temos

0= (A2 — A1) (1| ¥2)

Visto que A1 # Ag, por hipdtese, a tinica forma dessa equacao ser verdade
¢é se o produto interno entre ¥ e Wy for igual a zero, o que implica que ¥y
é ortogonal a Wy, tal como pretendido.
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4 Circuitos Quanticos

Agora que ja temos uma boa visualizagdo sobre o que é a mecanica quantica
e sua formulagao matematica, passemos de seguida a formulagao de alguns
conceitos basilares de computagao quantica. Para demais detalhes, vide
também [4, Capitulo 2].

4.1 Quantum bit

No computador classico, a unidade elementar de informacao é chamada de
bit, qual pode assumir dois valores, 0 ou 1. Ja no computador quantico, a
unidade elementar de informagao é chamada de qubit (quantum bit). Em
termos da notagao de Dirac introduzida em [6], um qubit pode ser escrito
como «|0) + F|1) (cf. [16])(p. 38-40), onde « e (3 sao escalares comple-
x0s, e |0) e |1) sdo autoestados do operador (lé-se solugdes da equagao de
Schrodinger) (cf. [9])(p. 105) spirﬂ Portanto, um qubit é escrito como um

e} . -
vetor coluna cuja norma é igual a 1.

B

Um dos beneficios que o qubit, por usar a grandeza do spin, nos fornece
é que este pode existir em um estado como uma combinacao linear de seus
autovetores (spin up e spin down), fazendo uso da mesma propriedade apre-
sentada referente a fungdo de onda estar definida para vérios valores de seu

B (5)==(a)++(1)

Esta grande diferenga entre bit e o qubit é uma das principais razoes que
faz o computador quantico ser potencialmente mais rapido do que o cléassico,
motivo qual serd explicado posteriormente.

Tal propriedade de sistemas quanticos é chamada de sobreposicdo. A
sobreposicao, como ja descrito brevemente ao fim da secdo de operadores,
é consequente ao fato da funcdo de onda ser resultado de uma combinagao
linear das autofuncoes referente a grandeza a ser representada, no caso spin.
Portanto, sendo o spin definido em dois estados (spin up e spin down), estes
sao seus autovetores. Com isso, podemos atribuir 0 e 1 para estes e utiliza-los
como valores logicos de um qubit.

Com isso, podemos descrever o estado de um qubit em sobreposicao
como

[¥) = al0) + B[1), a.BeC e |a?+|82=1.

5Spin é uma propriedade quantica inerente as particulas, qual néo tem andlogo classico.
Neste, uma particula pode assumir dois estados, spin up ou spin down (cf. [16])(p. 40).
Por apresentar duas possibilidades, este pode ser usado para representar estados 1égicos
como 0 el
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Apesar de possuirmos nossa informacao de maneira dividida/ambigua,
como promovido pela sobreposicdo, a mesma nao pode ser acessado por
inteiro devido ao colapso da funcao de onda. Ou seja, por mais que utilize-
mos a sobreposicao durante a computagao, quando efetuamos uma medigao,
o estado do qubit vai colapsar em |0) com probabilidade |a|? ou |1) com
probabilidade |3|?, alterando portanto o estado do qubit para um de seus
autovetores.

Para podermos representar pictoricamente a nocao qubit, podemos re-
correr a parametrizagao das quantidades || e | 3| em termos de coordenadas
polares tal como aparece ilustrado na figura [3} em que |0) e |1) sdo identifi-
cados como vetores da base canénica de R?.

1) 1
e me
— a\} > |0) |1>=((1))

V4
R

Figura 3: Qubit representado para quando « e 8 s@o numeros reais, i.e.,
representado sem levar em conta o eixo dos imaginarios!]

Para o caso particular de escolhermos

a:cos(ig):%eﬂzsin(ig):ii

a combinacao linear acima corresponde a

)

A REE

V2

onde /2 corresponde ao fator de normalizacdo associado aos angulos de
rotagao ¢ = &7 no plano cartesiano.

Para que tenhamos um completo entendimento sobre os qubits, tere-
mos de recorrer a parametrizacao de «, 8 € C em termos de coordenadas
esféricas. Este modelo de representacao é conhecido na literatura por esfera
de Bloch (cf. [§]):

"Disponivel em https://medium.freecodecamp.org/almost-everything-you-ever-
wanted-to-know-about-quantum-computers-5ee6bc2f40bal Acesso fev. 2019
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Figura 4: Representagao do qubit na esfera de Blochﬁ

A demonstracao desta correspondéncia assenta essencialmente na repre-
sentacao polar de um nimero complexo a + ¢b na forma

. 0
a—+bi =re?,

onde r? = a® + b* e cos(f) = 2
r

=y

Figura 5: Representagao polar do nimero complexo a + bi € C. ﬂ
Em concreto, se considerarmos as parametrizacoes
o = lale® ¢ § = |Ble,
obtemos a sequéncia de igualdades:
W) = lale’® |0) +[Ble" |1)
¢ (Jaf 0) + 81" 1))

8Disponivel em https://medium.com/@jackceroni/quantum-computing-a-brief-
introduction-74b5084af6f0. Acesso fev. 2019.
“Disponivel em |https://precalculusstudy.weebly.com/lesson-65.html. Acesso fev. 2019.
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Adicionalmente, da condicao
laf* + 167 =1,
retiramos que
la] = cos(0) & |B] = sin(0).

Sendo €% um fator de fase que satisfaz a condicio |e’*°| = 1, podemos
descarta-la, pois nao é observavel. Neste sentido, podemos considerar a
seguinte representagao reduzida (ou 'normalizada’)

1) = cos(#) |0) + sin(0)e® |1), onde ¢ = ¢y — .

Finalmente, fazendo as substituicoes = + iy = sin(f)e’® e z = cos(6),
tem-se que parametrizacao

x = sin(6) cos(¢)
y =sin(f)sin(¢) (0<op <21, 0<6<m)
z = cos(f)

nos da correspondéncia entre a reprsesentacao acima e a esfera de Bloch.
Provamos assim que o qualquer qubit pode assumir qualquer estado
dentro da esfera unitaria, como pretendido.

4.2 Portas quanticas de 1 qubit

J& vimos que um qubit pode ser representado por |¢)) = a |0)+ |1), podendo
este ser escrito com um vetor coluna do tipo

Bl =(5): wsee

em que este pode assumir qualquer vetor dentro da esfera de Bloch.
Vamos nesta secao, a partir do estudo das refs. [28| [16], [12]) ver como
¢é feita a manipulacdo dos qubits, isto é, iniciar os estudo aos elementos
légicos que compoem um computador quantico. Demais detalhes podem ser
também encontrados em [4, Segao 2.3].
As portas logicas da computacao quantica, sao bem diferentes daquelas
utilizadas no computador classico, isso se deve a dois pontos:

e Portas quanticas sao reversiveis;

e Tem a forma de matrizes unitdriastol

100\ atrizes unitérias A sdo matrizes que satisfazem a igualdade A*A = I, onde I denota
a matriz identidade.

14



Portanto, quando um qubit passa por uma porta quantica, este tem seu
modulo conservado, e caso seja novamente aplicado a transformagao com a
mesma porta, o estado do sistema retornara ao seu estado inicial, isto é,
Sendo A uma porta quantica, ao fazermos a sequéncia de tranformagoes

v — A7 — AYAU

estamos na verdade fazendo I¥, ou seja, multiplicando ¥ por uma matriz
identidade I.

Transformagcoes unitdrias podem serem vistas como rotacées em torno
da esfera de Bloch, deste modo, as portas quénticas operam logicamente por
manipular a amplitude dos autovetores de um sistema quantico.

Vamos abaixo ver algumas portas quanticas que operam em apenas um
Unico qubit:

e Pauli X Gate

A porta Pauli X efetua, em andlogo as portas logicas classicas, uma
negacgao no estado do qubit, isto é, X|0) = |1), ou seja, rotagdo em
torno do eixo X.

No computador clédssico, temos a operacao logica NOT que é analoga
a porta Pauli X, por isso, esta muitas vezes é chamada de quantum

NOT gate.
AA’Qf A ‘

PAULI X GATE
1) . 1) 4 E
110

Figura 6: Comparagao entre Pauli X e porta NOTE

0 1
=l
e Pauli Y Gate
A porta Pauli Y efetua uma rotagdo em torno do eixo Y transformando
|0) em ¢|1) e |1) em —i|0), ou seja, é uma porta NOT (ou Pauli X),
porém contendo ¢ como escalar.

=1 b
o = |»I

Sua forma matricial

"Disponivel em | https://towardsdatascience.com/demystifying-quantum-gates-one-
qubit-at-a-time-54404ed80640. Acesso fev. 2019.
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Sua forma matricial é escrita como

e Pauli Z Gate

Como todos as outras portas de Pauli, a Z gate opera uma rotacao
em torno do eixo Z. Perceba, porém, que ao efetuar uma rotacdo em
torno do eixo Z, nao estamos a alterar a probabilidade de encontrar
um dos estados, entretanto, este altera a relacao |0) + |1) para |0) -
|1). Deste modo somos introduzidos a propriedade chamada de fase,
que serda melhor explicado ao tratarmos sobre algoritmo quantico.

Sua forma matricial é

De forma geral, podemos visualizar cada uma das transformacoes de
Pauli como na imagem a seguir:

\I¥)=10)

%) =10) 1) =10 1¥) = -i10)

x
1) =10 {1¥)y=11) 1) =il1) [1¥) = 11)

Pauli X Pauli Y Pauli Z

Figura 7: As transformacoes Pauli-X, Pauli-Y e Pauli-Z, respectivamenteE

e Porta de Hadamard

A porta de Hadamard é responsédvel por transformar um estado puro
em uma sobreposicao de estados totalmente equilibrada, isto ¢, ambos
estados com iguais amplitudes.

Podemos, por exemplo, aplicar a transformacao de Hadamard em um

qubit no estado puro |0) fazendo |0) = %. Perceba que ambos os
estados possuem a mesma amplitude —=, deste modo, ao ser medido,

2’

3Disponivel em| https://blogs.msdn.microsoft.com/uk_faculty_connection/2018/02/26 /quantum-

gates-and-circuits-the-crash-course/. Acesso fev. 2019.
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o qubit tem 50% de chance de ser encontrado em |0) e 50% de chance
de ser encontrado em |1) .

Podemos escrever esta transformagao de duas formas:

— Com a notagao de Dirac

H = \0>\-}-§|1> (0| + |0>\;§|1) (]

Que utiliza o produto interno com o qubit a ser operado.

— Com a forma matricial

gl

Podemos visualizar um exemplo onde aplicamos H a |0),

w0=zb bl =Bl =

Deste modo, temos

Figura 8: Exemplo da transformacgao de Hadamard onde o estado é repre-
sentado pela seta vermelha[l”]

Este acaba sendo de extrema importancia para os algoritmos quanticos,
pois, além de ser capaz de criar uma sobreposigao (propriedade que
permite simultaneidade), este, diferente do processo de medicao, é ca-
paz de perceber diferentes fases (ao aplicar hadamard a um qubit em
sobreposicao), fases estas que serao de grande utilidade, como veremos
nos estudos de algoritmos quénticos.

e Porta de Fase Assim como vimos na porta Pauli Z, a porta de fase
realiza rotagoes ao entorno do eixo Z.

5Disponivel em |https://medium.com/@jonathan_hui/qc-programming-with-quantum-
gates-8996b667d256. Acesso fev. 2019.
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Com esta, diferente da Pauli Z, podemos escolher quantos radianos
queremos que nosso vetor rotacione.

Na notacao de Dirac (cf. [6]), pode ser escrita como:

Ry = |1) (0] + ¢” [0) (1] (4)

Ou, na forma matricial:

4.3 Produto Tensorial

Até o momento, falamos apenas sobre como pensar e lidar com um tnico
qubit, portanto, veremos agora sistemas de varias particulas.

Podemos, por intuigao, pensar que dado duas particulas com respectivos
estados ¥ € V, e W € W o sistema formado por elas seja (¢, w@). Porém,
apesar deste nos dizer o estado das duas particulas, o mesmo nao representa
o estado geral do sistema. Deste modo, introduz-se o Produto Tensorial.

Para que possamos representar o estado do sistema composto por ¥/ e ),
utiliza-se o produto tensorial, escrito como ¢ ® . Este elemento sera visto
como um vetor em um novo espaco V@ W (cf. [16])(p. 33 - 35).

Suponha que
_ ¥ _ |
=510 = 2]

entdo |¢) ® |¢) é um vetor construido como

P11
P12
a1
Yoo

Tal formalismo traz consigo as seguintes caracteristicas:

¥) ®|¢) =

e Escalar um dos vetores do produto tensorial é equivalente a escalar
todo o produto tensorial, isto é,

() @w=v® (aw) = alvew), VaecC

e Se temos vetores em sobreposicao, entao ¥ ® W também estard
(Vi +v2) QW =v1 QW + V2 ®W
(v1 +w2) @ (w1 +wz2) = v1 @w + V1 @ Wy + V2 @ W + V2 @ W
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Portanto, o espaco V ® W é o espaco formado pela combinacgao linear
dos elementos na forma u ® v.

Mais precisamente, sendo vy,ve € V', e wi,wy € W, geraremos os vetores
v1 Q@wi, va @wg € V®W. Caso ainda v, vy € wi, ws formem uma base de
seu espaco, entao vy ® wi, v9 ® wo formara uma base para V @ W

Quanto aos operadores, estes continuam a operar apenas nos vetores
que estavam no mesmo espaco antes do produto tensorial, isto é, seja T um
operador em V', e S um operador em W, temos que

T (@w) = (Tv) ® w,

e o produto tensorial entre as duas transformacoes T ® S, aplicado ao
produto tensorial v ® w, é realizada como

T®S (vew)="Tv® Sw.

Na notacao de Dirac, representamos um produto tensorial de um sis-
tema de n qubit como |vw...u), ou podendo ser escrito como |v) |w) ... |u)
(cf. [25])(p. 66) carregando todas as propriedades acima descritas.

4.4 Portas quanticas para n qubits

Visto que agora ja fomos introduzidos a sistemas de varios qubits, vere-
mos como trabalhar com sistemas multi-qubits, se baseando nos trabalhos
(cf. 28])(p. 17-18) e (cf. [13]).

Antes de entrarmos nas portas utilizadas para n qubit, vamos ver como
é representado um circuito quantico.

Um circuito quantico é composto por registradores, portas quanticas
e um operador de medigao.

Podemos ver bem essa construcao a partir da figura abaixo:

Portas Quénticas Medigdo

ﬁ — — ﬁ
Entradas; 10)
or | 10) o

Registrador T@ |
/ 0

AN %4

[0) 4

Figura 9: Exemplificando um circuito quantico, apontando seus componen-
tes

Registrador é o conjunto de nossos qubits. Este é representado pelas
linhas horizontais vista em nosso circuito quanticos. Portanto, dado um
conjunto de n qubits |0)|0) ... |0), nosso registrador representard o estado

"Modificado pelo autor, com base na imagem disponivel em
https://medium.com/@jonathan_hui/qc-programming-with-quantum-gates-
8996b667d256. Acesso fev. 2019.

19


https://medium.com/@jonathan_hui/qc-programming-with-quantum-gates-8996b667d256
https://medium.com/@jonathan_hui/qc-programming-with-quantum-gates-8996b667d256

|00...0), isto é, nosso registrador é feito pelo produto tensorial de cada qu-
bit, fazendo deste um vetor. Note que nossos qubits podem estar em uma
sobreposicao, deste modo, o registrador podera ser visto como vetor com-
posto pela amplitude de cada um de seus autovetores, que é andlogo a dizer
que este é feito pela combinacao linear de seus autovetores.

Vamos agora ver as portas quanticas utilizadas para sistemas de vérios
qubits.

e Porta C-NOT

A porta C-NOT, ou Controlled NOT, opera com dois qubits. Um é
utilizado como controle, enquanto o outro é quem recebe a operagao
NOT (caso o qubit de controle seja |1)), chamado target.

Podemos visualizar seu funcionamento como a seguir
. *
100) |00) |10) |11)
Figura 10: Exemplo de aplicagdo da porta C-NOT para o caso onde o con-

trole é 0 e 119

De maneira mais clara, a porta C-NOT inverte o segundo qubit (tar-
get) quando o primeiro (control) é igual a 1. Deste modo, podemos
escreve-lo de forma logica da seguinte maneira

[z) @ y) = [z) @z @ y) ()

onde @ representa o XOR (exclusive or).

Sua forma matricial

CNOT =

oS O O
o O = O
o O O
O = O O

Podemos verificar seu funcionamento em uma sobreposicao, utilizando
um qubit auxiliar = |1) para o controle:

¥Disponivel em |https://medium.com/@jonathan_hui/qc-programming-with-quantum-
gates-2-qubit-operator-871528d136dbl Acesso fev. 2019.
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(1,9) = (1,y®1)
1) (10) — [1)) = (1) (]1) —[0))

Figura 11: Aplicando CNOT em um sistema |1) (|0) — ]1))@

e Porta Controlled U Esta é uma generalizacao da CNOT, vista an-
teriormente.

Podemos perceber que a CNOT realiza o mesmo que a Pauli X, porém
utilizando uma porta que controle a aplicacao.

Se tivermos um olhar atento, veremos que se formarmos um quadrado
em torno dos tltimos 4 elementos, teremos uma porta Pauli X.

CNOT =

= oo ©
(= (=]

oo O
oo = O

Figura 12: Representacao matricial da porta CNOT, com foco nos 4 tltimos
elementos. Fonte: Elaborado pelo autor.

Com isso, surge a Controlled U, onde mantém-se todos os elementos
iguais a CNOT, porém, altera-se os 4 dltimos, como em destaque na

gura acima

Portanto, podemos descreve-la como um operador onde, tendo deter-
minado valor para o qubit de controle, aplica-se ao target a operacao
U, qualquer que seja U. Assim sendo, esta é representada como

|z)
|y)

Figura 13: Circuito contendo uma Controlled U]

e Porta de Toffoli

A porta de Toffoli é uma porta controlada onde os dois primeiros
qubits servem como controle e o terceiro é o target, ou seja, e uma
CNOT com um Controlled a mais, ficando assim CCNOT. Ao termos

2*Disponivel em https://medium.com/@jonathan_hui/qc-programming-with-quantum-
gates-2-qubit-operator-871528d136dbl Acesso fev. 2019

“'Disponivel em https://medium.com/@jonathan_hui/qc-programming-with-quantum-
gates-2-qubit-operator-871528d136dbl Acesso fev. 2019
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|1) para os dois primeiros, o terceiro qubit é invertido. Ou seja, este
simula uma porta NAND.

Como a NAND pode expressar todas as fungoes booleanas, logo a
porta de Tofolli também o faz. Portanto, podemos com esta realizar
todas as operacoes que as portas logicas cléssicas realizam.

Pode ser visualizada como: Sua forma matricial é

(a,b,e) — (a.b,c & ab)

|y ) 1)

lag) az)

B (a1 -a5) @ b)

Figura 14: Exemplificando o circuito contendo uma porta de Toﬂoli@

CCNOT =

S OO R OO OO
OO O OO oo
_ o OO oo oo
O H OO OO oo

OO OO O oo
[elleleloloNol e
[leloleBel =]
OO oo RO OO

e Swap gate

A porta de permutacao, opera em trocar o estado de dois qubits entre
si, ou seja, sendo |0) e |1), ao aplicar a Swap gate, ficamos com |1) e
10).

E escrita como a matriz

1 0 00
0 010
SWAP = 010 0
0 001

%Disponivel em https://medium.com/@jonathan_hui/qc-programming-with-quantum-
gates-2-qubit-operator-871528d136dbl Acesso fev. 2019
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e Hadamard e multipla sobreposigao

Vimos na secao que podemos colocar um qubit em uma sobre-
posicao de estados ao aplicar a porta de Hadamard.

Apesar da porta de Hadamard operar em um tnico qubit, podemos
aplicar n Hadamard em n qubits, formando n estados em sobreposicao.

Para que fique mais claro, vamos ilustrar um sistema de 3 qubits,
todos no estado inicial |0). Aplicamos uma Hadamard a cada um
deles, obtendo a sobreposicao:

lo}+]1
0) —{H 4

Lo} 1}
0) — H e

| 0}+]1
10) H Ly

Figura 15: A esquerda, o qubit no estado inicial zero, sofrendo a trans-
formacao de Hadamard e resultando em uma sobreposigéo@

Agora, temos um sistema ((|0> >+ 1) @ (|0) + [1)) @ (|0) + |1))),
€ como ja vimos anterlormente o produto tensorial possui uma pro-
priedade distributiva.

Teremos entao uma sobreposi¢ao dos seguintes estados:

1
P = ﬁ(\ooo>+1001>+\01o>+\001)+y100>+\101>+\110)+y111>) (6)

Portanto, por simplicidade, podemos escrever uma operacao de Ha-
damard em varios qubits. Adotando |z) como o sistema que contém
todos os nossos vetores (|z) = |000...0)), temos

H® H ®... ® Hlz) =1, para o1 demonstrado acima.

portanto, podemos reescrever toda a operagao como

H®" |z) = \/27 Y (D)™ y) (7)

y€e0,1m

24Disponivel em |https://www.quantiki.org/wiki/basic-concepts-quantum-computation.
Acesso fev. 2019.
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4.5 Emaranhamento

Outra propriedade proveniente de fenomenos quanticos é o emaranhamento
quantico, também conhecido por entrelagamento quantico. Uma das mais
famosas propriedade quantica e considerada a propriedades menos intuitivas
que esta apresenta, tem seu histérico quanto a negacao de Einstein dado a
proposicao de tal fenomeno (cf. [31])(p. 24-25).

De maneira direta, o emaranhamento é a propriedade que particulas
apresentam quando seus estados tornam-se interdependente, ou seja, o fato
de uma particula estar em uma posicao x implica que outra particula estara
em outra posi¢ao y. O que mais incomodava Einstein quanto a esta proprie-
dade é que, nao importa quao longe uma particula esteja da outra, contanto
que elas estejam emaranhadas, qualquer mudanga no estado de uma impli-
card na mudanca do estado de outra. Deste modo, ocorre uma contradicao
quanto ao apresentado na relatividade especial, qual, em suma, apresenta
que nada pode viajar mais rapido do que a velocidade da luz.

4.5.1 Verificando e construindo estados emaranhados

Dado |a) = a|0) + A|1) e [b) = 5|0) + A|1) dizemos que 7 é um estado
emaranhado se e somente se nao existir ¢ = |a) ® |b) (cf. [35, p. 8]). Por
exemplo, ) = |0) — |1).

Este certamente nao é um vetor resultante do produto tensorial entre
|a) e |b), portanto, este é dito ser um estado emaranhado. Por fim, vamos
estudar a construcao destes estados.

Podemos bem facilmente construir estados emaranhados ao aplicar ape-
nas a porta CNOT, juntamente com a porta de Hadamard, criando um
circuito na forma,

H T
&b

|00) L (]00) + |10)) L(|00) + |11))

Figura 16: Circuito responsavel por criar estados emaranhadosﬁ

onde, como se pode ver, o sistema ao fim da operacao nao é equivalente
a nenhum vetor de H |0) ® |0), portanto, é um estado emaranhado.

#Disponivel em |https://medium.com/@jonathan_hui/qc-programming-with-quantum-
gates-2-qubit-operator-871528d136dbl Acesso fev. 2019.
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5 Algoritmos Quanticos

Agora que ja temos uma boa base quanto ao formalismo e as propriedades
necessaria para construir um circuito quantico, vamos iniciar o estudo dos
algoritmos quanticos.

5.1 Algoritmo de Deutsch-Jozsa

O algoritmo de Deutsch-Jozsa (cf. [5])foi um dos primeiros algoritmos a
demonstrarem o potencial do computado quantico, apresentando maior ve-
locidade em relacao ao seu equivalente classico.

Basicamente, o que este faz é, dado uma funcao f : {0,1} — {0,1},
desejamos verificar se essa funcao é balanceada@ ou constante, ou seja, para
x € {0,1} (cf. [32, p. 1]), isto é

f(z)=0,Vz e {0,1} ou f(z) =1V x €{0,1}.

Balanceada: f(0) =0, f(1) =1

Balanceada: f(0) =1, f(1) =0
Constante: f(0) =1, f(1) =1,

Constante: f(0) =0, f(1) =0,

Figura 17: A relagdo entre o dominio e a imagem de uma fungdo que a
determina como constante ou balanceadalZ]

Podemos ver que este é um problema bem simples, no qual podemos
pensar em resolvé-lo classicamente ao testar a funcao para todas as entradas
possiveis, isto é, sendo n o numero de bits (cada um podendo ser escrito como
0 ou 1), teriamos 2" ! 4+ 1 "teste”da funcio. Computacionalmente falando,
existe um certo gasto de tempo para efetuar tal processo.

Em computacao quantica, por outro lado, podemos resolver o problema
ao testar a funcao uma unica vez, bastando utilizar o circuito a seguir:

26Toda a funcdo balanceada é uma bijecao de {0,1} em {0, 1}.
% Disponivel em https://medium.com/@jonathan_hui/qc-quantum-algorithm-with-an-
example-cf22cOblec31. Acesso margo 2019
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Figura 18: Circuito referente ao algoritmo de Deutsch-Jozsa. Fonte: Uni-
versity of Waterloo - Contetdo expositivo para aulas@

onde By é uma transformacao definida como By |z) |b) = |z) [b& f(x)),
para |z) = [000...0) e |b) = |1) (dltimo qubit). Deste modo, estamos dizendo
que esta transformacao ocorre de maneira andloga a porta CNOT onde o
estado do tltimo qubit é depende do valor de f(x).

Transformacoes como By sao chamados de Oraculo, isto pois ela é com-
posta por uma fungao f(z) cujo comportamento nao conhecemos. Ou seja,
sempre que estivermos lidando com uma funcao de comportamento desco-
nhecido, a chamaremos de oraculo.

Com base nos trabalhos de [32], [1] e [14] podemos resumir o algoritmo
de Deutsch-Jozsa com os seguintes passos:

1. 1 Inicia-se todos os qubits no estado |0), exceto pelo qubit auxiliar,
qual é definido como |1). Deste modo temos g = |0000...1).

2. 1y Aplica-se uma porta de Hadamard para cada um deles, criando um
sistema ¢ = (]0) + [1)) ® (]0) + 1)) ® ... ® (|0) — |1)).

3. 13 Agora, temos nosso registrador 12, que, por sua vez, carrega todos
0s possiveis estados como apenas um tnico vetor, tendo sido operado
por By. Neste ponto, ocorreu o que chamamos de processamento pa-
ralelo, onde com apenas uma tnica aplicacao de By, conseguimos ma-
nipular todos os 2" possiveis estados. Outro evento importantissimo
que ocorre nesta operacao ¢ o surgimento da interferéncia.

4. Por fim, aplicamos Hadamard ao registrador, resultando em um sis-
tema composto por apenas um dos autovetores que antes estava em
sobreposicao.

5. Efetuamos a medicao.

3Disponivel em thttps://cs.uwaterloo.ca/ watrous/LectureNotes/ CPSC519. Winter2006 /05.pdfl.
Acesso margo 2019.
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Agora que ja temos uma ideia do processo realizado no algoritmo de
Deutsch-Jozsa (cf. [5]), vamos entender seu funcionamento de maneira mais
aprofundada e detalhada, utilizando o que sabemos sobre a computacao
quantica e seu formalismo.

De maneira mais formal e detalhadamente explicada:
1. Iniciamos nosso registrador ¥ no estado |0)*™ |1)

2. Aplicamos Hadamard a [i1):

H®n |0)®n ®H |1), que podemos algebricamente escrever como

H®™ o) = \/% > zefoyn0) (|0>\;§‘1>), onde n é o niimero de qubits.

Com isso chegamos ao estado

3. O ordculo By ¢ aplicado em 2 tal que

Urlz) ly) = |z) ly) ® f(z) >, ondex = H®"0>%" y=H|l)e® é
equivalente a porta classica XOR (exclusive OR).

Podemos verificar o comportamento de Uy, ao verificar os possiveis
resultados de f(x).

Vemos que para f(z) = 0, o segundo qubit permanece y, pois 0@ (|0) —
|1)) é equivalente a dizer |0 ® 0) — |1 & 0), onde seguindo a proprie-
dade de @ (para valores iguais, resultado = 0; para valores diferentes,
resultado = 1), teremos |0) — |1), ou seja,

(10) = 1)
V2

Para f(z) = 1, temos uma inversao no segundo qubit. Este fato pode
ser comprovado utilizando a mesma linha de raciocinio vista para o
caso anterior

Us : (z,y) = |z) (8)

Ug(z,y) = |z) % que é equivalente a uma inversao na amplitude,
onde, interpretando a esfera de Bloch, seria equivalente a um espelha-
mento com base no plano (x,y). Deste modo, podemos escrever Uy

para f(z) =1 como:

(10) — 1))
V2

Ou seja, para f(x) = 0, temos o estado |x)

(10)—[1))
V2
valente a transformagao observada:

(=1)/@]z) (|0} — 1))

— |z) (9)

(10)—1))
V2

. Podemos, portanto, escrever uma equagao equi-

e para f(z) =1,

temos — |x)
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Ou seja, Uy é equivalente a (—1)f@)

Podemos agora aplicar Uy em H®" |¢1), gerando |i)2), formando a
equagao:

Ul == 3 0@ P2 o
ze{0,1}"

Para facilitar a visualizacdo do que (—1)f () realiza, basta se atentar
a equagao Nela, pode ser perceber que para cada z (assumindo 0
ou 1) teremos f(z) sendo aplicado especificamente. Para tornar isso
mais claro, vamos adotar uma versio simplificada, onde = € {0, 1}},
podendo entao representar a aplicacao de Uy como

1

\ﬁ[(—l)ﬂo) 0) + (=1)/ M |1)] (11)
. Agora que ja aplicamos o ordculo a todas as possiveis 2" entradas do
sistema, vamos tirar alguma conclusoes sobre o que acabamos de gerar.

Foi dito que, utilizando Uy, criamos uma interferéncia entre os qu-
bits. Porém, interferéncias nao sao mensuraveis, podendo ser apenas
?vistas”pela porta de Hadamard.

Vamos novamente criar um exemplo simplificado para facilitar o en-
tendimento do que esta sendo dito:

Suponha que nosso |z) = %. Estaremos verificando quais resul-

tados obteremos para fungao constante e balanceada, ao aplicar pela
segunda vez a porta de Hadamard.

Assumindo que f é a funcao constante que satisfaz f(z) = 0,
para todo o x € {0,1}, obtemos:

donde se conclui que
)+ ] _ O+ [0)=11)
ol
— o).

Perceba agora que, os dois estados + |1) e—|1) se cancelaram, enquanto
|0) somou-se ao outro |0). Isso é chamado de interferéncia e resulta
em
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O mesmo ocorre para f(z) = 1, visto que também é constante.

Assumindo agora que f é balanceada, com f(0) =0e f(1) =1:

i [0 ] = O g 4 L2
0) + [1) 0) —[1)
- o) - =)

ocorrendo o mesmo padrao de interferéncia, resulta na igualdade

H [W] = |1). (12)

Com isso temos em 3 que, quando aplicamos a porta de Hadamard
ap0ds termos passado as entradas pelo ordculo, a fase consegue ser dis-
tinguida (devido a capacidade de Hamadard de perceber interferéncia
de fases) de modo que temos como saida, em 13, |0) quando f(z) é
constante e |1) quando f(x) é balanceada.

Podemos tratar tudo isso de um jeito mais inteligente, ainda utilizando
a interferéncia. Sabemos que um escalar que esteja multiplicando um
qubit é considerado sua amplitude. No caso temos (—1)/®) |z), isto ¢,
(=1)7®) ¢ a amplitude do estado |z).

Sendo 14 uma aplicacdo de Hadamard a 3, tendo descartado o qubit
auxiliar, temos

5 X LS () (13

ze€{0,1}" ye{0,1}"

que podemos escrever como

D S SIS (14)

ye{0,1}" ze{0,1}"

Nos interessa saber entao qual a probabilidade de termos nossas saidas
no valor |0™), isso pois, ao que vimos para o caso simplificado, temos
que nossas saidas sao |0) quando f(z) é constante.

Portanto, vamos definir |y) como |000...0):

2% S LY (1@ (1)) 000...0) (15)

ye{0,1}" z€{0,1}"
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Deste modo, temos

2%[ S (=1)/®)]1000...0) (16)

z€{0,1}"

Se f(x) for constante, teremos
(=1)/O 4 (=1)/M =27 je., eles ndo se cancelam.

Deste modo, a somatéria para n qubits resultaria em 2". Teremos,
portanto, nossa equagao como

1
5 2"1000...0). (17)

ou seja, a amplitude do estado |000...0) = 1.

Por outro lado, caso tivessemos uma funcao balanceada, f(x) € {0,1}
iria se cancelar, fazendo com que a somatoéria resultasse em 0 e conse-
quentemente a probabilidade de termos |000...0) seria também 0.

5. E por fim, efetuamos a medigao de nossos qubits, onde, como ja vimos,
caso tenhamos o resultado |000...0), serd tnica e exclusivamente devido
ao fato que nossa funcao é constante.

Ao estudar o algoritmo de Deutsch-Jozsa (cf. [5]), vimos como nos apro-
veitar de caracteristicas do sistema quantico, como sobreposi¢ao e inter-
feréncia, para, de maneira muito inteligente, resolver um problema de expo-
nencialmente mais rapido do que o método cléssico.

5.2 Algoritmo de Grover

Vamos agora ver outro algoritmo quantico, este com uma uso um pouco
mais aplicado a computacao.

Em especial, o algoritmo de Grover (cf. [10])realiza uma busca entre os
2" estados de entrada, de modo que, para a entrada correta x, isto é, para
o "item”correto, f(z) = 1 (cf. [33]). Ou seja, estamos a procurar por um
elemento (podendo ser pensando como um elemento de um dataset) cujas
caracteristicas podem ser verificadas por uma fungao f(z).

Em um anélogo classico, teriamos que aplicar no pior dos casos f(x)N
vezes onde N é a quantidade de itens a ser verificados. J& com o algoritmo
quantico de Grover podemos fazer uso de seu paralelismo e reduzir o niimero
de vezes que utilizamos a fungao f(z) para VN [15], isso pois neste aplicamos
algumas vezes a fungao para aumentar a amplitude do estado correto.

Vamos agora nos adentrar ao funcionamento do algoritmo de Grover.

O algoritmo funciona de acordo com o diagrama abaixo:
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O(vN)

—
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[0}—[1)

0
0
0

Figura 19: Circuito referente ao algoritmo de Grover ]|

Assim como feito para o algoritmo de Deutsch-Jozsa, vamos dividir o
algoritmo de Grover em passos.

1. Iniciamos o sistema em |0%"~1) @ |1)

2. Aplicamos Hadamard para cada um deles, assim cada qubit possui

amplitude \/12—”

3. Realizamos a iteragao de Grover (aplicacao de Uy e W) sob o regis-
trador em sobreposicao. Aqui mora a grande diferenca em relagao ao
algoritmo de Deutsch-Jozsa.

Neste, ocorrem duas operacoes:

e 1°: Ao encontrar z: f(x) = 1, inverte-se a amplitude do estado
x. Este passo nos destaca o x que é solucao do sistema

e 2°: Agora é realizado uma nova inversao na amplitude, porém,
desta vez, a amplitude de x é invertida em torno da média. Deste
modo, amplifica-se a amplitude de x.

Este passo é repetida v N, pois a cada iteracao, aumentamos a am-
plitude e consequentemente a probabilidade de, ao efetuar a medicgao,
encontrarmos o estado .

4. Efetuamos a medicao.
Escrevendo os passos acima de forma mais matematica:

1. Inicia os estados em ¢g = [09"~1) ® [1)

2. Aplica Hadamard a todos os vetores, sendo |z) = |000...0):

1
Y =H |0 ) = —= Y 2) 1) (18)
\/27376{0,1}"—1
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Figura 20: Distribuicao de amplitudes para o sistema em sobreposi(;éoﬂ

Deste modo, temos por exemplo a distribuicao de amplitudes para um
sistema de 3 qubits como

3. Agora aplicamos o operador de Grover, cujo circuito pode ser visto na
figura abaixo:’

- —H X XH H—'j
| Oracle || 1 x| H‘éH X—H—

Figura 21: Operador de Grover de forma mais especiﬁca@

O operador de Grover pode ser divido em 4 etapas: O — H®" —
|0) (0| — I — H®™

1°: Oraculo Neste, o Oraculo é uma funcao do tipo

O: |z} ly) = [x) |f(z) © y) (19)

onde y = e f(z) =1 se x for o elemento que procuramos, caso
contrario, f ( ) 0.

Podemos ver que, caso f(z) = 1, teremos
1®0)—|1a1) |0) — 1)
T = —|z) —+~0—+
N =7

, ou seja, inverte-se |y), causando uma interferéncia em todo o sistema.
Com isso, temos uma inversao na amplitude de |z)

(20)

Para caso f(x) =0, teremos

0B 0) -0 1) |0) — |1)
|z) = |z) (21)
V2 V2
31Disponivel em https://medium.com/@jonathan_hui/qc-grovers-algorithm-
cd81e61cf248. Acesso em marco 2019.
SZDisponivel em https://medium.com/@jonathan_hui/qc-grovers-algorithm-
cd81le61cf248. Acesso margo 2019
“‘Disponivel em https://medium.com/@jonathan_hui/qc-grovers-algorithm-

cd81e61cf248. Acesso margo 2019
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, neste caso, nem a amplitude ou o estado se altera.

Para ilustrar o caso em que f(z) = 1, vamos ver a imagem abaixo:

B I A

1000 1001 1010 1911 1100: 1101 1110 11

Figura 22: Inversdao da fase do estado x, sendo este o estado que pro-
curdvamos ]

Podemos entao escrever Ol|z) |y) = (=1)7®) |z), onde descartamos o
qubit auxiliar.

2°: Transformacgao de difusao Podemos agora aplicar o operador
G qual é necessario para amplificar a amplitude de |z) efetuando uma
inversao em torno da média.

A transformagao de difusao é realizada através de outra aplicagao de
Hadamard nos n qubits, seguida por uma mudanca de fase que inverte
todos os estados, exceto |0) por um fator de (—1), e novamente é
aplicado outra transformacao de Hadamard.

Como queremos aumentar a amplitude de |z), vamos definir o que é a
média das amplitudes:

,u:% Z e (22)

z€{0,1}"

Podemos entao definir o difusor de grover como sendo uma fungao que
mapeia

S ol D @u-an)la) (23)

ze{0,1} z€{0,1}

Ou seja, é um operador onde, caso a, esteja abaixo da média, |z) tem
sua amplitude aumentada. O oposto também é verdadeiro.

No caso de termos «, uma amplitude negativa, teremos que a nova
amplitude de |z) serd 2u + ay, e isto é exatamente uma reflexdo em
torno da média.

35Disponivel em https://medium.com/@jonathan_hui/qc-grovers-algorithm-
cd81e61cf248. Acesso margo 2019.
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{00...00} {00...01} z* Pt ags {11...11}

Figura 23: Inversao da fase em torno da média. Fonte: Carnegie Mellon
University - repositério de aulasf7]

Ao realizarmos continuamente, estaremos cada vez mais aumentando
a amplitude do elemento que procuramos, e reduzindo as outras.

Usualmente, o difusor de Grover é escrito como 2 [1)) (| — I, cujo 9 é
ortogonal ao vetor |x), onde f(x) = 1.

Efetuamos v N vezes a iteracao de Grover devido ao fato que, a cada

iteracdo, a amplitude o, aumenta em um fator maior do que —=, ou

VN
seja, ao aplicarmos v IV, teremos uma amplitude o, = 1

4. Efetua-se agora a medicao, onde o estado com maior probabilidade de
ser encontrado é |z), tal que f(z) = 1.

3"Disponivel em https://www.cs.cmu.edu/ odonnell/quantum15 /lecture04.pdf. Acesso
margo 2019.
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6 O algoritmo que consolidou a computacao quantica

Até o momento, ja vimos dois algoritmos que exemplificam bem como pro-
priedades fisicas podem ser extrapoladas criando um modelo mais eficiente
de computacgado. No entanto, nenhuma delas foi tdo importante para o campo
quanto o algoritmo de Shor.

Em 1999, Peter Shor [26] criara o algoritmo que traria, de maneira defi-
nitiva visibilidade e importancia aos computadores quanticos, fazendo com
que mais investimentos e tempo fosse aplicado a seu estudo.

Para contextualizar e entender a importancia deste algoritmo, vamos
primeiro conhecer o problema que ele resolve, e onde este tipo de operacao
é necessaria.

6.1 O problema

Na teoria dos nimeros, o teorema fundamental da aritmética declara que
qualquer numero inteiro maior que 1 pode ser escrito como um produto
unico de nimeros primos [2], i.e., se, por exemplo, decompormos o nimero
15 em seus fatores primos, teremos 5 x 3 = 15, sendo 5 e 3, como j& sabemos,
numeros primos. Outro detalhe deste teorema é que existe apenas uma tnica
fatoracao prima possivel para cada nimero.

Podemos, com isso, facilmente resolver o problema de fatoracao prima ao
tentar dividir um dado ntimero inteiro N por nimeros primos, de maneira
crescente, por exemplo:

N = 48
48/2 = 24
24/2 = 12
12/2 =
6/2 =
3/3 =

Ao fim, temos que o nimero 48 pode ser escrito pelo produto dos primos
2x2x2x2x3.

Por mais que seja um método bem simples de obtermos a fatoracao
prima de um numero, este torna-se invidvel para niimeros muito grandes
cuja fatoragao prima se da unicamente por dois nimeros primos com uma
grande quantidade de digitos.

Fazendo uso do teorema fundamental da aritmética, em 1978 um impor-
tante sistema de criptografia foi desenvolvido por Rivest et al. (cf. [23]),
criando entao o chamado sistema RSA de criptografia.

O método RSA faz proveito da dificuldade em encontrar os fatores primos
de um ntmero. Neste, cria-se a chave ao pegar dois niimeros primos grandes,
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de maneira aleatéria, e ao multiplica-los gera-se um ntimero N que é tornado
publico.

Para encontrar a chave que descriptografa a mensagem, precisamos des-
cobrir quais sdo os mesmos fatores primos que criaram o nimero N em
questao, isto é, encontrar dois niimeros primos p e q tal que p x ¢ = N.

Alguns algoritmos classicos foram criados no intuito de resolver tal pro-
blema, entre eles, o mais eficiente atualmente é o General number field sieve
[3] cujo tempo de execugdo cresce exponencialmente de acordo com o ta-
manho da entrada, entretanto, este ainda nao é suficiente para burlar a
seguranca do sistema RSA, fato este que fora mudado em 1994 por Peter
Shor.

6.2 Algoritmo quantico de Shor, uma intuigao

Em 1994, Peter Shor publica o arquivo que traria solu¢ao potencial (depen-
dente da real existéncia dos computadores quanticos) para o problema da
fatoracao em ntmeros primos em tempo polinomial.

Para tal, vamos com base nos trabalhos de [11], Shor reduz o problema
de encontrar fatores primos a encontrar o periodo de uma funcao. Neste,
devemos usar uma funcao periédica, ou seja, uma fungao cuja imagem se
repete ao longo de seu dominio. Serd essa a funcao modular:

fla) =2 mod N
Podemos ver que para a = 0, teremos:
=1
para qualquer x. Assim, temos
1=2 mod N
Portanto, sendo esta periddica de periodo r, temos
1=2" mod N.

Podemos ainda escrever

' =1 mod N
' —1=0 mod N
e se r for par, temos a forma expandida:
(z7 —1)(z2 +1)=2" -1
deste modo

r

(z2 —1)(x2 4+ 1) = OmodN (24)

36



Esta equagao traz um sentido muito bonito e um pouco dificil de visua-
lizar de imediato.
Sabemos que a fungdo modulo tem como propriedade a equivaléncia

z¥Y modzxz =0

que nos diz exatamente que z¥ é um multiplo de x, portanto, nao dei-
xando restos na divisio. O mesmo pode ser observado da equagdo [24] no
qual temos um produto que acaba sendo um multiplo de NV, deixando assim
nenhum resto.
Sendo (22 — 1)(x% + 1) um miiltiplo de N, podemos rescrever nossa
equacao como
m - (N) = 0mod(N)

Para o caso de um numero N ser o produto de dois nimeros primos,
como vimos para o método de criptografia RSA, poderemos reescrever nossa
equacao como

m - (pq) = Omod(pq)

sendo m um ntmero inteiro.

Assim, desde que tenhamos garantia de que x # + 1, a tnica solugao
serd que o produto (a:% — 1)(3:% + 1) contém fatores nao triviais, sendo estes
os fatores primos p e ¢ (RSA), no qual, através do algoritmo de euclides,
podemos encontrar por meio do mdc (maior divisor comum)

mdc(m - p, pq)
mdc(m - ¢, pq)

que resultara em p e ¢, respectivamente.
Da mesma maneira, retomando o modo que foi escrito na equagao [24]
teremos

mdc((zZ — 1), N)
mdec((z2 + 1), N)

Desde que x # + 1, o mdc acima trard no minimo um fator néo trivial
de N, resolvendo assim nosso problema de fatoracao prima.

Antes de traduzirmos as intui¢oes acima para o formalismo quantico e
assim desenvolver um circuito para o algoritmo de Shor, vamos primeiro ver
uma ferramenta muito importante para inimeros campos do conhecimento
e que é essencial para que possamos encontrar o periodo de nossa fungao.
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6.3 Fourier e sua transformada quantica

As séries de Fourier e suas transformadas sao ferramentas de tremenda im-
portancia para processamento de sinais, nos possibilitando realizar inter-
polacao de dados ou de outras funcoes para séries de fungoes trigonométrica
(senos e cossenos) ou até mesmo nos permitindo ter acesso ao espectro de
frequéncias de um sinal periédico.

Vamos explorar sutilmente um pouco das séries de Fourier e as transfor-
madas de fourier onde, ao fim, daremos enfase na transformada quantica de
Fourier, ferramenta fundamental para alguns algoritmos quanticos, como é
o caso do algoritmo de Shor.

6.3.1 Séries de Fourier

A série de Fourier consiste em uma interpolacao de fungoes ou dados que

apresentam periodicidade, em uma soma de senos e cossenos. E dito que

todas as fungoes possam ser interpoladas por uma série de trigonométricas.
Podemos ver como isso funciona ao analisar a figura abaixo:

Sguare wave sawtooth wave

L0+«

L0 0.
05 | = 0
o5 1 15 o MI&

-05 - ! - ? L 02 .
-10¢ - 05 10 15 20
triangle wave semicircle

Lo 1.0 N
05 0.8
x 0.6
05 1b, Ls Z0 | 04}
0.5 0.2 x
-10 05 10 LS 20,

Figura 24: Uma série de funcoes trigonométricas somadas que se aproximam
de uma funcéo por meio da interferéncia ]

Sendo f uma fungéao com periodo r = L, entdo podemos escrever a série
de Fourier para tal fungao como [30]:

o
f(z) = % + ;(ancosnzx + bnsinnLﬂ)

Entende-se na igualdade acima que, a fungao periddica f(x), é equiva-
lente & uma definida soma de senos e cossenos.
Os coeficientes a,eb,, sao encontrados por:

3Disponivel em: http://mathworld.wolfram.com/FourierSeries.html
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1 (L
an:L/O f(x)cosﬂ;daz, n=0,1,2,...,00

1 L
bn:L/o f(x)sin?dx, n=0,1,2,...,00

Aqui, vale a pena tomar um tempo para analisar o trabalho desta integral
entre duas fungoes, f(z) e uma das trigonométricas (seno ou cosseno).

Como ja vimos anteriormente em outras se¢oes, o produto interno entre
duas fungoes é definido com a integral destas funcoes, ou seja, digamos que
queremos o produto interno entre g(x) e f(x), teremos portanto

A
(f(2),g(z)) = / f(2)g(x)de

Sabemos que o produto interno gera um numero (escalar). Por ser uma
generalizacao do produto escalar, o seu significado geométrico é carregado,
no sentido que, quando calculamos o produto interno de duas fungoes, es-
tamos verificando essencialmente quao semelhante estas sao. De maneira
mais precisa, estamos a quantificar o quanto de uma funcao existe na outra.
Caso as funcoes nao contenham partes em que uma possa ser projetada na
outra, entao elas serdo ortogonais e apresentarao (f(z),g(x)) = 0.

Um caso féacil de visualizar sao os dois vetores do plano cartesiano i e j
que nao apresentam nenhum componente em comum, sendo assim, um nao
pode ser projetado em outro, declarando portanto sua ortogonalidade.

Agora que ja compreendemos em breve algumas das minucias que a
série de Fourier carrega para que funcione como proposto, podemos tratar
da mesma como uma questao de encontrar os coeficientes de Fourier (a’s e
b’s) para que tenhamos a interpolagao por series trigonométricas.

6.3.2 Série complexa de Fourier

Antes de conhecermos a transformada de Fourier, vamos primeiro criar a
base para sua existéncia. J& temos conhecimento sobre a série de Fou-
rier para numeros reais, precisamos agora verificar a série de Fourier para
numeros complexos [29]. Entender a série complexa de Fourier é de extrema
importancia para que possamos apresentar a transformada de Fourier.

E quase automético que a0 pensarmos em senos, Cossenos e nimeros
complexos a primeira ideia que temos é a formula de Euler

et = cos(wz) + isin(wz)

onde ¢ é o nimero complexo v/—1 e x é uma variavel qualquer.
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Podemos, portanto, com a equacao de Euler reescrever a série de Fourier:

fl@)= > cpe™” (25)

onde o coeficiente ¢, pode ser agora encontrado como

T .
en = /0 f()eime (26)

sendo T' o periodo da funcao e w indica em radianos a posi¢ao no circulo
trigonométrico.

6.3.3 Transformada de Fourier

Na série de Fourier vimos que podemos representar um sinal periddico por
meio de uma combinagao linear (soma) de senos e cossenos. Na transfor-
mada de Fourier, veremos uma extensao da série de Fourier para casos onde
estamos lidando com fungoes nao periédica.

Um jeito de extrapolarmos o que antes era definido para fungoes periddicas
para agora onde as fungoes nao sao periddicas é declarar que a funcao nao
periédica tem um periodo definido entre +oo [18]. Este truque é bem inte-
ressante pois é como se estivéssemos assumindo que esta funcdo contém um
periodo, fosse periddical, entretanto estd em um intervalo tao grande que é
como se ela nao fosse periddica.

Matematicamente, declarar que uma funcao tem o periodo definido em
+o00 traz consigo a implicacdo de que a frequéncia da funcao serd de uma
grandeza infinitesimal. Portanto, podemos evoluir as equagoes [25| e [26] para
um periodo infinito, ficando:

T . 3 ‘
on = % /0 Fla)e " e(w)dw = Jim % /T F()e=imwot (a7)
onde wy representa a frequéncia infinitesimalmente pequena. Dado o
produto n - wyg, se tivermos n sendo um valor que tende ao infinito, conse-
guirfamos trabalhar com algum frequéncia finita.
Com T indo ao infinito, temos pela formula que relaciona periodo e
frequéncia

2
T=— 2
= (28)
temos
dw * —twt
c(w)dw = o f(t)e " dt (29)
ﬂ. oo
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onde, integrando ambos os lados com o diferencial dw

c(w) ! / h f(t)e ™tat (30)

=5 |
Este raciocinio nos levou a uma extrapolacao do antes periddico para
o0 nao periédico, entretanto, ainda difere brevemente da transformada de
Fourier F'(w)
A corregao de ¢(w) para a transformada de Fourier F(w) é dada pela
igualdade F(w) = 2mc(w). Portanto
2 [ ; e ,
F(w) = 2re(w) = 2~ / F(t)e—itdp = / Fe=tar (31
21 Joo 00
Podemos também agora, ao manipular a equagao acima, definir a inversa
da transformada de Fourier f(t)

£t = 2 / " Flw)e ™t duw (32)

:%Oo

Vale a pena agora comentar que, enquanto a transformada de Fourier
realiza uma transformacao do dominio do tempo f(t) para o dominio da
frequéncia F(w), a inversa transforma uma fungao que estd no dominio da
frequéncia F'(w) e transforma a outra cujo dominio é o tempo f(t).

6.3.4 Transformada Discreta de Fourier

A transformada de Fourier agora se expande para casos onde o sinal é co-
nhecido apenas em instantes e nao mais em um espaco continuo como nos
era fornecido por fungoes na Transformada de Fourier, ou seja, enquanto
antes estdvamos lidando com f(t) sendo uma fungao continua nao periédica
(periodo £ 00), agora estaremos lidando com dados discreto f(0), f(1), f(2),
vy JIN =1).

Andlogo ao que fizemos na transformada de Fourier, podemos pegar um
conjunto de dados discretos e dizer que este é periédico, sendo seu periodo
definido entre o primeiro elemento do conjunto e o ultimo. Perceba que no
caso continuo, faziamos essencialmente a mesma coisa, no qual o intervalo
era definido por -0, co.

Com isso, a transformada de Fourier se transforma em sua forma discreta
[24] ao realizar pequenas mudancas

N—

—_

Flw) = / F@O)e ™t — Fw) = S f(k)e " (33)
o0 k=0
Perceba que a frequéncia w é
27
_ 27 4
Wy N k (3 )
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com k indo de 0 até N — 1.
Temos entao a transformada discreta de Fourier como

N-1 ,
f(k)e it (35)
k=0
,onde n vai de 0 até N — 1.
Sua forma inversa é
1 vl 2
FR) =5 30 Fn)eFen (36)
n=0

6.3.5 Transformada quantica de Fourier

A transformada quéntica de Fourier é a implementacao da transformada dis-

creta de fourier em sistemas quanticos, isto é, ao se alterar algumas notagoes

da transformada discreta, teremos em maos a transformada quéantica [20)].
Sendo a discreta definida por

N-1
F(n) =Y f(k)e ¥ (37)
k=0
, a quantica realiza transformacao na amplitude dos estados:
N-1 N-1 | NoIN-
PIEAVEDWALUESDY Z TN k) (38)
§=0 k=0 k=0 j=0

Essencialmente, conforme a equacao acima, a transformada quantica re-
cebe o sistema e transforma cada uma das amplitudes no produto z; 2T N N,
onde z; era anteriormente a amplitude o estado.

Ao pensarmos no circulo trigonométrico complexo podemos representar
qualquer ponto no raio unitario através do termo e i , para qualquer valor
de N. Este termo é chamado de raiz da unidade, onde, para cada valor N
escolhidos, teremos N solugoes para a equacao.

Vamos chamar w = eWﬂi, para N = 5, temos as poténcias de w como as
solucoes do sistema.

Podemos facilmente visualizar isso a partir da imagem a seguir.
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Figura 25: Circulo trigonométrico com pontos representados pelo elemento
de fase[]

Podemos notar que cada uma das solugoes apresenta certa fase ou angulo

N . . , _ or N
quanto & origem. Tal a;pgulo ¢ acessivel por ¢ = 77. se elevarmos w a
poténcia j, entdo ¢ = FF. Assim, temos que w é um fator que carrega

consigo a ideia de fase, ao operar em qubits (vetores em um espago complexo
de 3 dimensodes) intuitivamente operard alterando a fase do vetor.

Tal propriedade de fase nao serd muito discutida aqui, entretanto, exis-
tem algoritmos que se aproveitam desta propriedade, como o algoritmo de
estimagao de fase.

Outro detalhe que nao fora apresentado na transformada Discreta de
Fourier porém é importante estar a apresentar para o analogo quantico é a
sua forma matricial, isto é, a transformacao Discreta assim como a quantica
podem ser escritas de forma matricial como a seguir:

(1 1 1 1 1 1
1 w w? w3 w wm!
1l w? wh wb w w2m—2
QFT, =91 w3 w w? 12 w3m—3
1 wm—1 2m—2 3m-=3 ,4m—-4 w(m—l)(m—l)

(39)
Cada elemento da matriz pode ser escrito como w’*, sendo j linha e k
coluna, como exemplo.

“Disponivel em https://courses.edx.org/cdx/BerkeleyX /CS191x/asset /chap5.pdf
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Para concluir, vale enfatizar/relembrar que a transformada quéantica de
Fourier, assim como a transformada discreta, tem como dominio a frequéncia.

6.4 Algoritmo quantico de Shor. Implementacao

Vamos agora passar todas as intuigoes anteriores para o cenario concreto da
computagao quantica.

Em resumo, estamos interessados em encontrar o periodo da funcao
f(a) = 2* mod N e a partir disso, calcular o mdc(z2 — 1, N) e mdc(z2 +
1, N'), nos permitindo assim obter os fatores primos p e ¢ tal que p-q = N.

Para tal, vamos apresentar por topicos o passo a passo para construir o
circuito referente ao algoritmo de Shor:

e Antes de mais nada, precisamos definir o valor de x, referente a fungao
f(a) = 2% mod N. O x pode ser escolhido aleatoriamente, desde que
seja coprimo de N, isto é, mdc(z, N) = 1. Tal procedimento pode ser
realizado em um computador cldssico, utilizando o préprio algoritmo
de Euclid (mdc).

e Agora, vamos construir nosso registrador de uma forma um pouco
diferente das que fizemos em outros algoritmos. Estaremos dividindo-
o em duas partes. Em cada uma das duas teremos n qubits, onde n
é a quantidade de bits necessdrio para representar m nimeros. Isto é,
caso m seja o nimero 1020, como exemplo, precisaremos de 10 qubits,
pois 2!9 = 1024, o que nos permite representar o intervalo de ntimeros
inteiros de 0 até 1023. O niimero m é definido pelo intervalo N? < m
< 2NZ

e Para o primeiro registrador, aplicaremos a porta de Hadamard

H®™|0) (40)

Este primeiro registrador em sobreposicao representard simultanea-
mente todos os nimeros entre 0 até m — 1, sendo estes os valores de
a, para a fungao f(a) = z* mod N.

e O segundo registrador sera iniciado com todos os n qubits no estado
|0), portanto
10)" (41)

e Agora, construiremos um ordculo que carregue a funcao f(a) = x®
mod N. Em seguida, estaremos aproveitando o paralelismo quantico
e alimentando este ordculo com a sobreposicao criada no primeiro re-
gistrador. Assim, estaremos calculando £* mod N para todos os m—1
nimeros representados como a em uma Unica iteragao.
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Ap6s aplicar o oraculo, salvemos os resultados no segundo registrador,
mantendo o primeiro no mesmo estado que antes de aplicar o oraculo.

Assim, temos nosso sistema no estado

3
L

1

N la, z%modN') (42)

Il
o

Observe que na equagao acima, a virgula dentro do ket declara que
sao registradores distintos.

Neste momento, o segundo registrador estarda em uma sobreposicao
com todos os resultados da operacao anterior, onde todos os resulta-
dos apresentam a mesma amplitude (raiz da probabilidade). Ao rea-
lizarmos uma medicao no segundo registrador, estaremos colapsando
o sistema para um nimero ”"k”aleatério (um dos quaisquer valores
em sobreposi¢ao). No mesmo instante que fazemos isso, o nosso pri-
meiro registrador sofre uma mudanca, indo de uma sobreposicao de
m — 1 nlimeros para apenas aqueles numeros que, quando colocados
na fungao f(a) = z* mod N, resultam em k, ou seja, para valores de
a tal que kK = z* mod N.

Assim, nosso sistema se torna uma sobreposicio de a’s que formam o
conjunto imagem de f(a) = k, estando k contido no segundo registra-
dor:

\/% > Jal k) (43)

a’:a’eA
Sendo A o conjunto de nimeros que quando substituidos em a, resulta

em f(a) = k.

Retomando a ideia de que z* mod N é peridédica e portanto, dado
um perfodo r temos 2* mod N = 2% mod N, podemos dizer que
os valores de a contidos no conjunto A sdo justamente valores de a
separados por um multiplo do periodo, ou seja, temos nosso registrador
1 no estado

|l,a> ‘$a+r> |xa+2r> |xa+3r> (44)

Graficamente, podemos exemplificar o estado do nosso registrador
como
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Figura 26: Estado resultante ao aplicar a transformada quantica de Fou-

rier@

e Podemos agora aplicar a transformada quéantica de Fourier ao regis-
trador 1.

-1
2
ea e e, k)

h

I
=)

1 Z 1
\Z ‘A| acA \/a c
Este é um truque muito interessante. Vamos olhar com calma o que
estd acontecendo aqui.

Tinhamos uma informagao bem local (especifica) gerada exclusiva-
mente por um valor k, que nos dava valores distanciados por periodo
r, do tipo xg+c-r. Poderiamos pensar em obter este fator  ao compa-
rar dois ou mais valores desta distribuicao periddica, entretanto, como
sabemos, ao realizarmos uma medida do sistema, ocorrerd um colapso
e todas as informagoes que nao a medida serao perdidas.

Uma solucao para este impasse seria realizar a medigéo, como falado
anteriormente, reconstruir o estado e realizar novamente uma medicao.
Entretanto, como f(a) pode conter distintos valores possiveis para k,
a informacao levantada fazendo este processo pode nos levar a lugar
algum, ou ainda pior, nos levar a conclusoes erradas.

Eis a importancia de aplicar a transformada de Fourier. Independente
do valor colapsado k, todos os conjuntos de a’s solugoes para f(a) =
k serao periddicos e os periodos serao exatamente iguais. Portanto,
independente do k, a equacgao que relaciona a frequéncia fundamental
(w) com o tamanho do vetor (M) e o periodo (r):

w= - (45)

serd igual para todos os possiveis sistemas obtidos com qualquer um
dos k’s.

Como ja vimos, quando aplicamos a transformada de Fourier, esta-
mos transformando nossa fungao (com dominio sendo dados discretos

“Disponivel em https://www.cs.cmu.edu/ odonnell/quantum15/lecture08.pdf
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de a’s) para um coeficiente com carater de soma trigonométrica cujo
dominio é o das frequéncias.

Por se tratar de uma sequéncia periédica de valores a’s, o espec-
tro da frequéncia, gerado pela transformada de Fourier, ird conter
miultiplos da frequéncia fundamental. Pela equagao temos que
a frequéncia fundamental é um fator mais global, por assim dizer.

Com isso, podemos em suma dizer que, ao aplicar a transformada de
Fourier a um conjunto de a’s, independente do k referente ao conjunto
dos a’s, conseguimos trazer um termo em comum que ¢é a frequéncia
fundamental, nos permitindo assim realizar a comparagdo como men-
cionado anteriormente.

e Efetuamos agora a medicao do registrador 1, que ira resultar em um

multiplo da frequéncia fundamental e, portanto, em um muiltiplo de
M

-

e Guarde o valor encontrado no passo anterior e repita todo o processo.
Ao fim, teremos valores multiplos da frequéncia fundamental. Por fim,
podemos calcular o mdc destes multiplos de %, 0 que vai resultar em
%. Como sabemos o valor de M (vetor de entradas em sobreposicao,
isto é 2", sendo n a quantidade de qubits do registrador 1), entao
podemos facilmente calcular o valor de r. Caso r seja um valor impar,
devemos descarta-lo, escolher outro valor para x e rodar novamente o
algoritmo.

e Agora que ja temos o valor de r, podemos usar novamente o algoritmo
de Euclid para calcular

mdc(z2 — 1, N)
mde(zZ 41, N)
sendo o resultado destes os fatores primos p e g tal que p-q = N.

O algoritmo de Shor (cf. [26]), tem em sua parte quantica, o circuito na
seguinte forma:
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Figura 27: Circuito quantico referente ao algoritmo de ShorEl
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“Disponivel em https://ipfs.io/ipfs/ QmXoypizj W3WknFiJnKLwHCnL72vedxjQkDDP1mXWo6buco/wiki/ Quantum_

48


https://ipfs.io/ipfs/QmXoypizjW3WknFiJnKLwHCnL72vedxjQkDDP1mXWo6uco/wiki/Quantum_phase_estimation_algorithm.html

7 Posfacio

Ao fim deste trabalho, algumas consideragoes sao cabiveis e importantes
de se destacar. A comecar por dizer que os estudos aqui realizados, mais
precisamente o estudo da Algebra Linear e da Fisica Quantica, ndo somente
nos permite acesso sobre a verdade da nossa natureza microscopica mas
também nos mune de ferramentas poderosissimas na criacdo de ideias e
solucoes de problemas servindo-nos também ao nos treinar a lidar com ideias
complexas e que fogem a intuicao.

No capfitulo[4 vimos como podemos representar elementos comuns & com-
putacao através de objetos que pertencem ao campo de estudo da fisica
quantica, fazendo deste um exemplo bem claro e importante da interdiscipli-
naridade. Ainda neste, tivemos a apresentacao do qubit como uma unidade
elementar de informacao, qual é responsavel por fundamentar todo o po-
tencial da computagao quantica, devido as caracteristicas de sobreposicao e
interferéncia, conceitos estes explorados por meio dos algoritmos quanticos.

Estando familiarizado com os elementos que compoem um circuito quantico,
iniciamos no capitulo [5| o estudo dos algoritmos quanticos. Neste, tanto o
algoritmo de Deutsch-Josza quanto o algoritmo de Grover, nos permitiram
visualizar a aplicagao das propriedades quantica, tal como o paralelismo e a
interferéncia. O algoritmo de Grover, ainda mais sofisticado do que o algo-
ritmo de Deutsch-Josza, nos mostra como contornar e reduzir a chance de
erro eminente, consequente do colapso da funcao de onda, por fazer inversoes
na amplitude.

Para completar, o algoritmo de Shor tratado no capitulo [6] vem para
firmar o potencial que o computador quantico tem. Neste, ele demonstra
que resolver o problema de fatoragdo em nimeros primos é uma tarefa que
pode ser feita em tempo 1util suficiente para quebrar o sistema de criptografia
RSA.

Por fim, conforme era proposto a este trabalho, podemos concluir que o
objetivo de se introduzir ao campo da computagao quantica foi cumprido,
restando, portanto, uma continuagao nos estudos para melhor apreciacao e
aprofundamento das possibilidades aqui apresentadas.

© Bruno Silva (Aluno)
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