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1email: Nicolas.050874@hotmail.com
2email: nelson.faustino@ufabc.edu.br

1

mailto:Nicolas.050874@hotmail.com
mailto:nelson.faustino@ufabc.edu.br


1 Introdução

Este trabalho de iniciação cientı́fica centrou-se no estudo de estruturas combi-
natórias inerentes ao problema de ordenação bosônica descrito no artigo de K.E. Cahill
& R.J. Glauber (cf. [8]) de 1969. Deste estudo, iniciado no trabalho de J. Katriel
[13], resultaram para além de vários trabalhos na área (veja por exemplo as re-
ferências [2, 19, 4, 5]), uma tese de doutorado (cf. [3]), e um livro de texto editado
recentemente (cf. [18]).

O problema de ordenação bosônica pode ser formulado em termos do segundo
princı́pio de quantização, introduzido por Paul A.M. Dirac no trabalho The quan-
tum theory of the emission and absorption of radiation (cf. [9]). Este consiste
essencialmente na identificação canônica de um par de observáveis no espaço das
fases em termos de operadores num espaço de Hilbert (H) que descrevem as si-
metrias da álgebra de Weyl-Heisenberg. Este princı́pio permite-nos, em particular,
obter uma descrição tangı́vel para o modelo atômico proposto por Niels Bohr para
o átomo de hidrogênio (cf. [6]), tendo como base a equação de Schrödinger.

Para estabelecermos tal formalismo, iremos adotar ao longo deste relatório a
letra I para denotar o operador identidade I : ψ 7→ ψ, e definir ação do comutador
[A,B] num elemento ψ do espaço de HilbertH por

[A,B] : ψ 7→ A(Bψ)−B(Aψ). (1)

A filosofia por detrás deste tipo de abordagem assenta na representação de
operadores N(a†, a) no espaço de HilbertH como

N(a†, a) =
m∑
j=0

n∑
k=0

cj,k(a
†)jak,

onde a† e a denotam os operadores de criação e aniquilação, respetivamente (cf. [5]).
Este tipo de formulação pode ser obtido com base na identificação das ob-

serváveis (q, p) do espaço das fases R2 como z = q + ip ∈ C, onde C denota o
corpo dos números complexos ([5, seção II.]).

Impondo adicionalmente que a e a† satisfazem as relações de comutatividade

[a, a†] = I,

tem-se que o segundo princı́pio de quantização é uma consequência direta das
identificações canônicas (cf. [11, subseções 2.2.1, 2.2.2 & 2.2.3])

z ∈ C 7→ a & z ∈ C 7→ a†.

Com base nesta identificação canônica, a dualidade mútua de a e a† no espaço
de Hilbert H corresponde essencialmente à conjugação3 em C de z = q + ip e

3Em C, a operação de conjugação é definida por z = q − ip. Adicionalmente, podemos concluir
com base na propriedade z = z que z é o conjugado de z.
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z = q− ip. Esta permite-nos formalmente identificar N(a†, a) como um elemento
N(z, z) da álgebra dos polinômios C[z, z] nas variáveis z e z, obtido a partir do
segundo princı́pio de quantização.

Os temas tratados ao longo deste relatório foram organizados do seguinte modo:

(i) Na seção 2, foram introduzidas as principais séries e teoremas que funda-
mentam o desenvolvimento do projeto. Como a série de Taylor se estrutura
no formato exponencial (subseção 2.1), e como o desenvolvimento em série
de Taylor se relaciona com a expansão binomial (subseção 2.2).

(ii) Na seção 3 ilustrámos a representação da álgebra de Weyl-Heisenberg as-
sentes em exemplos considerados nas referências bibliográficas [7], [11] e
[12]. Mais propriamente, a representação da álgebra de Weyl-Heisenberg
em termos do operador de multiplicação associados à representação dos po-
linômios mônicos xn (subseção 3.1) e a fatoração canônica do oscilador
harmônico em termos de operadores de escada associados às simetrias de
Weyl-Heisenberg (subseção 3.2). Formulámos também o segundo princı́pio
de quantização com recurso à notação ket |ψ〉 introduzida por Paul A.M.
Dirac em [10] (subseção 3.3).

(iii) Na seção 4 irá ser explicado em detalhe os resultados descritos nos trabalhos
[13] & [5] com base no formalismo do desenvolvido ao longo da seção 3.
Em particular, foi demonstrado que os números de Stirling de segundo tipo
(subseção 4.2), assim como os polinômios de Bell (subseção 4.3) aparecem
naturalmente associados ao problema de ordenação bosônica, associado ao
operador de número a†a (cf. [3, Chapter 3]).

2 Começando pela série de Taylor

2.1 Teorema de Taylor

Seja f uma função de uma variável, n vezes derivável num intervalo Ω (eventual-
mente ilimitado) de R.

De acordo com o Teorema de Taylor (cf. [17, TEOREMA 9]), uma função
f : Ω→ R que seja n vezes derivável num ponto x ∈ Ω pode ser escrita na forma

f(x+ y) =

n∑
k=0

f (k)(x)

k!
yk + rn(y),

para todo o x+ y ∈ Ω, desde que a condição lim
y→0

rn(y)

yn
= 0 seja satisfeita.

No caso de f ser infinitamente diferenciável em Ω, e de x ser um ponto interior
de Ω, tem-se que a função f admite a representação em série de potências

f(x+ y) =

∞∑
k=0

f (k)(x)

k!
yk (2)

3



se e somente se lim
n→∞

rn(y) = 0 para todo o n natural (cf. [17, Capı́tulo VIII, Seção
4.]). Este último caso corresponde a uma função f , analı́tica em Ω.

A tı́tulo de exemplo, consideremos a função exponencial, definida por

exp(x) := ex.

Com base na condição exp(0) = 1 e na relação exp(n)(x) = exp(x) (n ∈ N),
tem-se que

exp(y) =

∞∑
k=0

yk

k!
(3)

corresponde ao desenvolvimento em série de potências da função exponencial em
torno de x = 0.

Consideremos agora o operador de derivação D definido por D =
d

dx
. Observe

que Dkf(x) = f (k)(x) para todo o k ∈ N, donde se conclui que

f (k)(x)

k!
yk =

yk

k!
Dkf(x) =

(yD)k

k!
[f(x)].

Desta última relação resulta que o lado direito da igualdade (2) pode ser for-
malmente escrito com base na ação do operador de exponenciação4 exp (yD) na
função f (cf. [7, subseção 2.2]):

f(x+ y) = exp (yD) f(x).

2.2 Fórmula de Taylor vs. Coeficientes Binomiais

Consideremos agora o caso particular da expansão em série de Taylor do polinômio
mônico de grau n, definido por f(x) = xn. Observe-se que a aplicação iterada do

operador de derivação D =
d

dx
ao polinômio xn nos dá

Dk[xn] = n(n− 1) . . . (n− (k − 1))xn−k

para valores de k ≤ n e Dk[xn] = 0 para valores de k > n. Com base na noção
de fatorial de um número natural temos, em particular, que para n ≤ k se tem a
igualdade

n(n− 1) . . . (n− (k − 1)) =
n!

(n− k)!
.

Observe-se que a relação Dk[xn] = 0 para valores de k > n no garante que a
série de Taylor (2) associada ao polinômio mônico f(x) = xn corresponde a uma
polinômio de grau n.

4O operador de exponenciação exp (yD) é definido com base na substituição y → yD na fórmula
(3).
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Adicionalmente, em termos dos coeficientes binomiais
(
n
k

)
=

n!

k!(n− k)!

se tem que o k−ésimo termo
Dk[xn]

k!
yk da série de Taylor de f(x) = xn é dado

por
Dk[xn]

k!
yk =

(
n
k

)
xn−k, se k ≤ n.

Daqui se conclui que

(x+ y)n = exp (yD) [xn]

=
∞∑
k=0

Dk[xn]

k!
yk

=
n∑
k=0

(
n
k

)
ykxn−k.

Esta última relação permite-nos estabelecer uma conexão interessante entre
dois campos aparente distantes: combinatória (coeficientes binomiais) e análise
(fórmula de Taylor) (cf. [7, subseção 2.2] & [15, cf. seção 2]).

Por um lado, os coeficientes binomiais
(
n
k

)
que surgem na fórmula binomial

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n
k

)
ykxn−k

nos dão o número de subconjuntos K de um conjunto N , assumindo que N e
K são conjuntos de cardinalidade n e k, respetivamente (k ≤ n). Estes últimos
podem ser determinados pela fórmula de recorrência(

n
k

)
=

(
n− 1
k − 1

)
+

(
n− 1
k

)
.

Por outro lado, a representação formal de (x+ y)n como

(x+ y)n = exp (yD) [xn]

nos diz que a operação de translação f(x) 7→ f(x+ y) implı́cita na representação
em série de Taylor dada pela fórmula (2) nos conduz à expansão binomial de ordem
n, com base na escolha f(x) = xn, pelo simples fato do k−ésimo termo da série

de Taylor
Dk[xn]

k!
yk poder ser reescrito como o k−ésimo termo

(
n
k

)
xkyn−k da

expansão binomial.
Para este exemplo em concreto, os coeficientes da série de Taylor podem ser

calculados de forma combinatória, com base no triângulo de Pascal representado
na figura abaixo.
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Figura 1: Interpretação da identidade combinatória (4) para valores de n =
0, 1, . . . , 8. Na figura, P(N) denota o conjunto de todos os subconjuntos K de
N com cardinalidade n. Em particular, o número 35 que aparece duas vezes na
linha 8 do triângulo de Pascal corresponde ao número de subconjuntos de cardina-
lidade 4 resp. 5 que é possı́vel formar a partir do conjunto N = {a, b, c, d, e, f, g}
de cardinalidade 7.

Adicionalmente, com base na expansão binomial associada a (x+y)n podemos
concluir que para x = y = 1, a identidade combinatória

2n =
n∑
k=0

(
n
k

)
(4)

nos permite concluir que o número total de subconjuntos K de um conjunto N , de
cardinalidade n.

Outros tipos de interpretação combinatória podem ser dados para o caso em que
x e y são números inteiros, e para o caso em que os monômios xn são substituı́dos
por sequências polinomiais pn(x) que satisfazem a identidade binomial

pn(x+ y) =

n∑
k=0

(
n
k

)
pk(y)pn−k(x).

Para mais detalhes, veja [14, seção 1] e [15, subseção 2.1.].
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3 Exemplos de representações da álgebra de Weyl-Heisenberg

3.1 Começando pela regra de Leibniz

A regra de Leibniz, envolvendo a aplicação do operador de derivação D =
d

dx
a

duas funções deriváveis f e g, corresponde à seguinte fórmula

D(gf) = (Dg)f + g(Df). (5)

Em termos do comutador introduzido na seção 1 Introdução pela fórmula (1),
temos que (5) é equivalente a [D, gI]f = (Dg)f.

Para a escolha g(x) = xk (k ∈ N) obtemos

[D, xkI]f = (Dxk)f = kxk−1f.

Em particular, para k = 1 a fórmula acima permite-nos obter a correspondência
com os geradores canônicos da álgebra de Heisenberg a†, a e I via a identificação
a† = xI e a = D :

[D, xI] = I.

Consideremos agora a aplicação iterada do operador Dk na função xf . Observe
que para k ≥ 2, Dk(xf) pode ser calculada via combinação da regra de Leibniz
(5) com a fórmula de recorrência Dn+1(xf) = Dn(D(xf)).

Em concreto:

Dk(xf) = Dk−1(f + xDf)

= Dk−1f + Dk−1(xDf)

= Dk−1f + Dk−2(Df + xD2f)

= 2Dk−1f + Dk−2(xD2f).

.
No caso de k = 2, temos que a identidade anterior corresponde a

D2(xf) = 2Df + xD2f.

Esta última fórmula é equivalente à identidade [D2, xI] = 2D.
No caso de k = 3, obtemos que a fórmula anterior nos conduz ainda à sequência

de identidades

D3(xf) = 2D2f + D(xD2f)

= 2D2f + D2f + xD(D2f).

Assumindo agora, por hipótese de indução que a fórmula

Dk−1(xg) = (k − 1)Dk−2g + xDk−1g
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é verdadeira para k > 1, obtemos com base na substituição g = Df que

Dk(xf) = Dk−1(f + xDf)

= Dk−1f + Dk−1(xDf)

= Dk−1f + (k − 1)Dk−1 + xDkf

= kDk−1f + xDkf,

Provámos assim, pelo método de indução matemática, que a fórmula

Dk(xf) = kDk−1f + xDkf

é verdadeira para todo o k ∈ N e, por conseguinte, que a identidade

[Dk, xI] = kDk−1

é verdadeira para todo o k ∈ N.
No caso de k = 1, tem-se a identidade anterior corresponde à identidade utili-

zada na representação da álgebra de Weyl-Heisenberg.
Em suma, verificámos para a† = xI e a = D que as identidades

[D, xkI] = kxk−1I [Dk, xI] = kDk−1 (k ∈ N)

nos dão o análogo da regra de derivação D(xk) = kxk−1 na álgebra dos polinômios
R[x].

3.2 O caso do oscilador harmônico clássico

Consideremos agora o caso em que pretendemos obter a fatoração do Hamiltoniano

Hψ(x) = −1

2
ψ′′(x) +

x2

2
ψ(x)

em termos de geradores canônicos da álgebra de Weyl-Heisenberg.

Em termos dos operadores de multiplicação xI e derivação D =
d

dx
conside-

rados na subseção 3.1, note-se que este último pode ser formalmente representado

como H = −1

2
D2 +

x2

2
I.

Supondo que o comutador [A,B] = AB − BA definido pela fórmula (1) na
seção 1 é diferente de zero, temos em particular as seguintes identidades:

(A−B)(A+B) = A(A+B)−B(A+B)

= A2 +AB −BA−B2

= A2 + [A,B]−B2

(A+B)(A−B) = A(A−B) +B(A−B)

= A2 −AB +BA−B2

= A2 − [A,B]−B2.
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Somando as duas equações anteriores, temos que

(A−B)(A+B) + (A+B)(A−B) = 2(A2 −B2).

Em particular, para as substituições A = xI e B = D, obtemos a seguinte
fórmula de fatoração para H:

H =
1

2
(xI − D)(xI + D) +

1

2
(xI + D)(xI − D)

Por outro lado, atendendo à bilinearidade do anti-comutador, podemos expan-
dir [xI + D, xI − D] como

[xI + D, xI − D] = [xI, xI − D] + [D, xI − D]

= [xI, xI]− [xI,D] + [D, xI]− [D,D].

Adicionalmente, com base nas propriedades de comutatividade

[D,D] = [xI, xI] = 0

e nas identidades5

−[xI,D] = [D, xI] = I,

concluı́mos que
[xI + D, xI − D] = 2I

Escolhendo agora a† e a como sendo

a† =
1√
2

(xI − D) e a =
1√
2

(xI + D)

podemos concluir a†, a e I correspondem aos geradores canônicos da álgebra de
Weyl-Heisenberg. Em particular, a relação aa† = a†a+I que resulta da identidade
[a, a†] = I permite-nos ainda reescrever H como

H = a†a+
1

2
.

De seguida iremos ilustrar a equação

Hψ(x) = εψ(x),

para o caso de escolhermos ψ como sendo a função Gaussiana

ψ(x) = π−
1
4 e−

x2

2 .

5Observe que o comutador definido pela fórmula (1) satisfaz as identidades [A,A] = [B,B] = 0
e [A,B] = −[B,A].
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A regra de Leibniz dada pela fórmula (5) permite-nos obter a seguinte regra de
derivação : Dψ(x) = −xψ(x). Esta última fórmula é equivalente à propriedade

de vácuo associada ao operador de escada a =
1√
2

(xI + D):

aψ(x) = 0.

Desta última equação e da fatoração canônica H = a†a+
1

2
, podemos concluir

que função Gaussiana definida acima satisfaz a equação

Hψ(x) =
1

2
ψ(x),

Em suma: para a escolha ψ(x) = π−
1
4 e−

x2

2 obtemos ε =
1

2
.

3.3 Formulação do segundo princı́pio de quantização

Suponhamos que a† e a denotam os operadores de escada que satisfazem a relação
de comutatividade

[a, a†] = I. (6)

e k um número inteiro.
Definimos por espaço de Fock o conjunto de todos os vetores de estado {|k〉 : k ∈

N0} descritos em termos da propriedade de vácuo a |0〉 = 0, e das propriedades de
criação e aniquilição:

a† |k〉 = |k + 1〉 , a |k〉 = k |k − 1〉 (k ∈ N) (7)

Com base nas relações (7) resulta que os vetores de estado |k〉 são autovetores
de aa† resp. a†a, associados ao autovalor k + 1 resp. k:

aa† |k〉 = (k + 1) |k〉 e a†a |k〉 = k |k〉 (8)

Ou seja, o operador de criação a† aumenta em 1 o número de partı́culas com
autovalor k, enquanto que o operador de aniquilação a, reduz em 1 o número de
partı́culas com autovalor k. Observe ainda que a propriedade de autovalor des-
crita acima nos permite interpretar |k〉 como um estado quântico associado a k
partı́culas.

Desta última sequência de relações, podemos facilmente concluir pela definição
de comutador que [a, a†] |k〉 = |k〉 . Por outro lado, se considerarmos o anti-
commutador aa† + a†a, obtemos que

1

2

(
aa† + a†a

)
|k〉 =

(
k +

1

2

)
|k〉 ,
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Figura 2: A função Gaussiana nos dá uma solução nula para o operador de

aniquilação a =
1√
2

(xI+D). Com base na fatoração H = a†a+
1

2
, podemos con-

cluir que o valor ε =
1

2
que resulta da substituição ψ(x) = π−

1
4 e−

x2

2 na equação

Hψ(x) = εψ(x) pode ser interpretado como a energia associada ao estado funda-
mental do átomo de hidrogênio. Observe ainda que |ψ(x)|2 = π−

1
2 e−x

2
descreve

uma distribuição normal N(µ, σ2), de esperança µ = 0 e variância σ2 =
1

2
. Esta

última interpretação vai ao encontro da interpretação estatı́stica para mecânica
quântica proposta por Born (cf. [12, Seção 1.4]). Para mais detalhes, veja a re-
ferência [1].
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ou seja que os autovetores de aa†+a†a são essencialmente os vetores de estado |k〉
que resultam da construção formal do espaço de Fock (cf. [11, subseção 2.2.3]).

A formulação acima permite-nos descrever de uma forma canônica os po-
linômios mônicos6 xk associados à álgebra dos polinômios (veja subseção 3.1), as-
sim como determinar uma fatoração canônica para o oscilador harmônico clássico
(veja subseção 3.2).

Num contexto mais genérico, podemos facilmente concluir que a relação de
comutatividade (6) nos permite descrever os autovetores de

1

2
(aa† + a†a) = a†a+

1

2
I

como vetores de estado |k〉 definidos em termos da equação formal (cf. [12, Theo-
rem 11.2])7

|k〉 = (a†)k |0〉 , (9)

onde |0〉 é um vetor unitário. Em termos da notação bra-ket de Dirac, introduzida
em [10], isto é equivalente a assumir que |0〉 satisfaz a condição 〈0|0〉 = 1.

De fato, multiplicando ambos os lados da equação aa† = I + a†a à direita por
(a†)k−1 (k − 1 ≥ 0), obtemos que

a(a†)k = (a†)k−1 + a†(a(a†)k−1).

De modo análogo, se multiplicarmos ambos os lados da equação aa† = I+a†a
à esquerda por ak−1 (k − 1 ≥ 0), obtemos que

aka† = ak−1 + (ak−1a†)a.

Usando indução sobre k ∈ N podemos concluir, à semelhança do que ob-
tivémos para D e xkI resp. Dk resp. xI na subseção 3.1 que as igualdadades

a(a†)k = k(a†)k−1 + (a†)ka

aka† = kak−1 + a†ak
(10)

são sempre verdadeiras, para todo o k ∈ N. Em termos do comutador [·, ·] introdu-
zido em (1), as relações acima são equivalentes a

[a, (a†)k] = k(a†)k−1 e [ak, a†] = kak−1.

6Observe que xk+1 = (xI)xk e D(xk) = kxk−1.
7Em diversos livros de texto e artigos (veja p.e. [8, seção II.] & [11, Capı́tulo 2]) é comum

introduzir |k〉 com base na fórmula |k〉 = 1√
k!
|0〉. Com base na demonstração do Theorem 11.2

podemos concluir que a multiplicação dos coeficientes
1√
k!

por (a†)k |0〉 nos permitem construir

vetores de estado |k〉 que satisfazem a propriedade de normalização 〈k|k〉 = 1.
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Figura 3: Os operadores de estado |k〉 são autovetores do operador H = a†a+
1

2
I ,

associado ao autovalor k+
1

2
. A tı́tulo de curiosidade: a constante

1

2
, que pode ser

interpretada como a energia mı́nima do átomo de hidrogênio no seu estado funda-
mental, está intimamente relacionada com o princı́pio de incerteza de Heisenberg

(∆ψa
†)(∆ψa) ≥ 1

2
(cf. [12, p. 70]).
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Figura 4: À esquerda: Ilustração dos nı́veis de energia atômicos associados ao
vetor de estado |k〉 gerados a partir da equação |k〉 = (a†)k |0〉. À direita: Função
Gaussiana (f0(x)) e funções de Hermite de ordem k = 1, 2, 3. No caso dos nı́veis

de energia corresponderem aos autovalores do Hamiltoniano H = a†a +
1

2
I , o

segundo princı́pio de quantização nos garante que os operadores de escada a† =
1√
2

(xI −D) e a =
1√
2

(xI + D) nos permitem descrever os vetores de estado |k〉

em termos das funções fk(x).

Em particular, com base das equações (10), concluı́mos que

a
(

(a†)k |0〉
)

= [a, (a†)k] |0〉 = k(a†)k−1 |0〉 .

Desta última relação facilmente se concluir que os vetores de estado defini-
dos pela equação (9) satisfazem automaticamente as propriedades de criação e
aniquilação (7).
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Figura 5: Gráficos da função Gaussiana (a preto) e das funções de Hermite de
ordem 1 (a laranja), ordem 2 (a marrom) e ordem 3 (a azul).
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4 O Problema de Ordenação Bosônica

4.1 Introdução ao problema

Primeiro, comecemos por observar que as propriedades de criação e aniquilação
descritas pelo sistema de equações (7) nos permitem mostrar que os vetores de
estado |k〉 também formam um sistema de autovetores para os operadores (a†)j(a)j

e (a†a)n, respetivamente.
Para o primeiro caso, temos que

(a†)j(a)j |k〉 =


k!

(k − j)!
|k〉 , se j ≤ k

0 , se j > k

(j, k ∈ N0). (11)

pode ser facilmente obtida a partir das identidades8 aj |k〉 k!

(k − j)!
|k − j〉 (j ≤ k)

e aj |k〉 = 0 (j > k).
Por outro lado, com base na propriedade de autovalor, associada a a†a, pode-

mos também concluir de forma indutiva que(
a†a
)n
|k〉 = kn |k〉

é verdadeira para todos9 os k, n ∈ N0.
Ou seja: os vetores de estado |k〉 são também autovetores de (a†)j(a)j , para

todos os j ≤ k naturais, e de
(
a†a
)j

para todo o j ∈ N.

Observe que no caso de j = 2, o número k2 pode ser escrito como a soma dos
k primeiros números ı́mpares10:

k2 =
k−1∑
j=0

(2j + 1).

A igualdade acima11 pode ser reescrita na forma12

k2 = k(k − 1) + k =
k!

(k − 2)!
+

k!

(k − 1)!
.

8Estas propriedades são o análogo das propriedade de derivação.
9De acordo com os nossos resultados obtidos anteriormente, 00 := 0, para j = k = 0.

10Esta é uma ilustração clássica do método de indução matemática, aprendida no curso de Bases
Matemáticas.

11Para calcularmos o somatório acima, usámos a propriedade
k−1∑
j=1

j =
(k − 1)k

2
.

12Este exemplo corresponde a uma interpretação alternativa de um dos casos ilustrado no Example
1.19 de [18].
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Reescrevendo agora a igualdade anterior em termos dos operadores (a†a)2 e
(a†)j(a)j (j = 1, 2), concluı́mos que

(a†a)2 |k〉 = (a†)2(a)2 |k〉+ a†a |k〉 .

Esta última igualdade diz-nos que podemos determinar o autovalor de (a†a)2

como uma combinação linear dos autovalores dos operadores (a†)2(a)2 e a†a, res-
petivamente. Como iremos ver de seguida, esta combinação linear é um caso par-
ticular da identidade13,

kn =
n∑
j=1

S(n, j)
k!

(k − j)!
, (12)

onde S(n, j) denotam os números de Stirling de segundo tipo.

4.2 Cálculo dos números de Stirling de segundo tipo

Suponhamos agora por hipótese de indução em n que
(
a†a
)n

pode ser escrito

como combinação linear de (a†)j(a)j (1 ≤ j ≤ n):

(
a†a
)n

=
n∑
j=1

S(n, j) (a†)j(a)j (13)

Primeiro, comecemos por observar que a fórmula

a†a(a†)j = j(a†)j + (a†)j+1a

é uma consequência direta da relação de comutatividade [a, (a†)j ] = j(a†)j−1,
obtida a partir de (10).

Multiplicando agora na fórmula acima ambos os membros da igualdade por aj ,
à direita obtemos que

a†a(a†)jaj = j(a†)jaj + (a†)j+1aj+1.

Aplicando agora o operador a†a a ambos os lados da igualdade (13), resulta
que (

a†a
)n+1

=

n∑
j=1

S(n, j) a†a(a†)j(a)j

=
n∑
j=1

(
jS(n, j) (a†)j(a)j + S(n, j) (a†)j+1(a)j+1

)
.

13Os coeficientes
k!

(k − j)!
correspondem aos fatoriais regressivos (en: falling factorials) conside-

rados na literatura (veja p.e. [3, p. 13]).
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Reagrupando os termos do somatório acima, concluı́mos que a fórmula(
a†a
)n+1

=
n+1∑
j=1

S(n+ 1, j) (a†)j(a)j

é verdadeira se e somente se as constantes S(n + 1, j) são determinadas a partir
das relações de recorrência

S(n+ 1, j) =


S(n, 1) , se j = 1

jS(n, j) + S(n, j − 1) , se 2 ≤ j ≤ n

S(n, n) , se j = n+ 1

(j, n ∈ N). (14)

O diagrama triangular superior abaixo dá-nos uma interpretação combinatória
da identidade (13).

a†a
(
a†a
)2 (

a†a
)3 (

a†a
)4 (

a†a
)5

. . .

a†a 1
×1−−→ 1

×1−−→ 1
×1−−→ 1

×1−−→ 1 . . .
↘ ×1 ↘ + ↘ + ↘ +

(a†)2(a)2 1
×2−−→ 3

×2−−→ 7
×2−−→ 15 . . .

↘ ×1 ↘ + ↘ +

(a†)3(a)3 1
×3−−→ 6

×3−−→ 25 . . .
↘ ×1 ↘ +

(a†)4(a)4 1
×4−−→ 10 . . .
↘ ×1

(a†)5(a)5 1 . . .

. . . . . .

Observe que o coluna n do diagrama representa coeficientes S(n, j) (1 ≤ j ≤
n) enquanto que a linha j (j ≥ 1) descreve os coeficientes S(n + 1, j) obtidos a
partir da relação de recorrência (14).

No caso da linha 1 temos S(1, 1) = 1. Para n ∈ N os coeficientes S(n+ 1, 1)
resp. S(n + 1, n + 1) são gerados multiplicando o coeficiente obtido na linha
anterior (coeficiente S(n, 1)) resp. na diagonal anterior (coeficiente S(n, n)) por
1. No caso da linha j (j ≥ 2), os coeficientes S(n + 1, j) podem ser calculados
pela soma do coeficiente S(n, j) obtido na coluna anterior multiplicado por j com
o coeficiente S(n, j − 1) que situa acima do coeficiente S(n, j).

Com base nas relações de recorrência acima, podemos facilmente inferir que os
números S(n, j) da combinação linear (13) correspondem aos números de Stirling
de segundo tipo (cf. [16, capı́tulo 6] & [18, Capı́tulo 1]), i.e.

S(n, j) =

{
n
j

}
.
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Em particular, estes números satisfazem as igualdades
{
n
1

}
=

{
n
n

}
= 1.

Podemos ainda concluir, com base nas identidades (11), que a equação(
a†a
)n
|k〉 =

n∑
j=1

S(n, j) (a†)j(a)j |k〉

obtida a partir da combinação linear (13) nos conduz à fórmula (12).

4.3 Polinômios de Bell vs. Relação de Dobiński

Nesta seção iremos interpretar os resultados obtidos em [13], tendo como referência
os resultados do capı́tulo 3 da tese de doutorado de Pawel Blasiak (cf. [3]).

Comecemos por observar que, com base fórmula (11), podemos concluir que a

série de potências
∞∑
j=0

yj

j!
(a†)j(a)j |k〉 é finita. Em particular:

∞∑
j=0

yj

j!
(a†)j(a)j |k〉 =

k∑
j=0

(
k
j

)
yj |k〉 = (1 + y)k |k〉

Usando a função logaritmo, esta última identidade pode ser reescrita na se-
guinte forma (cf. [7, subseção 2.4.]):

∞∑
j=0

yj

j!
(a†)j(a)j |k〉 = exp(k ln(1 + y)) |k〉 = exp(ln(1 + y)a†a) |k〉 .

Voltemos agora a nossa para o operador de exponenciação exp(u a†a), definido
por

exp(u a†a) :=

∞∑
n=0

un

n!
(a†a)n.

Comecemos por observar que a igualdade

exp(u a†a) |k〉 = exp(ln(1 + y)a†a) |k〉

apenas se verifica se somente se y = eu − 1.
Como iremos verificar de seguida, para y = eu − 1 a função exponencial

exp(xy) = ex(e
u−1)

codificada pela igualdade exp(u a†a) |k〉 = exp(ln(1 + y)a†a) |k〉 corresponde à
função geratriz associada aos polinômios de Bell

Bn(x) =

n∑
j=1

S(n, j)xj .
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Por uma questão de simplicidade, considere a combinação linear (13) associada
aos operadores xI e D, definidos na seção 3.1:

(xD)n =
n∑
j=1

S(n, j)xjDj .

Desta última identidade, obtemos a seguinte sequência de igualdades:

(xD)n (ex) =
n∑
j=1

S(n, j)xjDj (ex)

=
n∑
j=1

S(n, j)xjex

= exBn(x).

(15)

Por outro lado, para x = ey, temos por aplicação da regra da cadeia que

xD = x
d

dx
=

d

dy
.

Desta última relação resulta que a ação de exp (u xD) numa função g nos con-
duz a

exp (u xD) g(x) = exp

(
u
d

dy

)
g(ey).

No caso de a função f(y) = g(ey) ser analı́tica (cf. [17, Capı́tulo VIII,Seção
4.]), podemos concluir com base na expansão em série de Taylor que o lado direito
da igualdade acima é igual a

f(y + u) = g(ey+u) = g(xeu).

Revertendo a mudança de variável temos, em particular, para a escolha g(x) =
ex que

exp (u xD) (ex) = exe
u
.

Usando a expansão em série de potências da função exponencial deduzida na
subseção 3.1

exe
u

=
∞∑
k=0

xk

k!
eku

=

∞∑
n=0

∞∑
k=0

xk

k!

kn

n!
un.

Logo, se

G(x, u) =

∞∑
n=0

un

n!
Bn(x)
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define a função geratriz associada aos polinômios de Bell, concluı́mos com base
na identidade (15) que

G(x, u) = e−x exp (u xD) (ex) = ex(e
u−1).

Finalmente, comparando o desenvolvimento em série de potências de G(x, u)
e ex(e

u−1), termo a termo, concluı́mos que

Bn(x) = e−x
∞∑
k=0

xk

k!
kn.

Esta última fórmula é conhecida na literatura por fórmula de Dobiński14.
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