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1 Introducao

Este trabalho de iniciac@o cientifica centrou-se no estudo de estruturas combi-
natdrias inerentes ao problema de ordenagdo boséonica descrito no artigo de K.E. Cahill
& R.J. Glauber (cf. [8]]) de 1969. Deste estudo, iniciado no trabalho de J. Katriel
[L3], resultaram para além de vérios trabalhos na érea (veja por exemplo as re-
feréncias [2, (19, 14, 15]), uma tese de doutorado (cf. [3]]), e um livro de texto editado
recentemente (cf. [18]]).

O problema de ordenacdo bosonica pode ser formulado em termos do segundo
principio de quantizagdo, introduzido por Paul A.M. Dirac no trabalho The quan-
tum theory of the emission and absorption of radiation (cf. [9]]). Este consiste
essencialmente na identificagdo candnica de um par de observaveis no espaco das
fases em termos de operadores num espago de Hilbert () que descrevem as si-
metrias da dlgebra de Weyl-Heisenberg. Este principio permite-nos, em particular,
obter uma descrigdo tangivel para o modelo atdmico proposto por Niels Bohr para
o atomo de hidrogénio (cf. [6]), tendo como base a equacdo de Schrodinger.

Para estabelecermos tal formalismo, iremos adotar ao longo deste relatdrio a
letra I para denotar o operador identidade [ : ¢ + 1), e definir a¢cdo do comutador
[A, B] num elemento 1) do espaco de Hilbert H por

(A, B] : ¢ = A(BY) — B(AY). (D

A filosofia por detrds deste tipo de abordagem assenta na representacio de
operadores N (a', a) no espaco de Hilbert 7 como

N(a',a) =YY cjrlal)aF,

§=0 k=0

onde a' e a denotam os operadores de criagdo e aniquilacdo, respetivamente (cf. [5]]).
Este tipo de formula¢do pode ser obtido com base na identificagdo das ob-
servaveis (q,p) do espago das fases R? como z = ¢ + ip € C, onde C denota o
corpo dos nimeros complexos ([5, secao II.]).
Impondo adicionalmente que a e a' satisfazem as relagdes de comutatividade

[a,aT] =1,

tem-se que o segundo principio de quantizacdo € uma consequéncia direta das
identifica¢des candnicas (cf. [[11} subsecdes 2.2.1, 2.2.2 & 2.2.3])

2eCra & ze€Cw—adl.

Com base nesta identificacdo candnica, a dualidade mitua de a e a' no espaco
de Hilbert H corresponde essencialmente a conjugag:ﬁcﬂ emCdez =qg+ipe

Em C, a operagdo de conjugacdo € definida por Z = ¢ — ip. Adicionalmente, podemos concluir
com base na propriedade Z = z que z € o conjugado de Z.



Z = q — tp. Esta permite-nos formalmente identificar N (aT, a) como um elemento
N(Zz, z) da élgebra dos polindmios C|[z, z| nas varidveis Z e z, obtido a partir do
segundo principio de quantizacdo.

Os temas tratados ao longo deste relatdrio foram organizados do seguinte modo:

(i) Na segdo [2] foram introduzidas as principais séries e teoremas que funda-
mentam o desenvolvimento do projeto. Como a série de Taylor se estrutura
no formato exponencial (subsegdo[2.1]), e como o desenvolvimento em série
de Taylor se relaciona com a expansdo binomial (subsecao [2.2).

(i) Na secao [3|ilustrdmos a representacdo da dlgebra de Weyl-Heisenberg as-
sentes em exemplos considerados nas referéncias bibliogréficas [7]], [11] e
[12]. Mais propriamente, a representacdo da dlgebra de Weyl-Heisenberg
em termos do operador de multiplicacdo associados a representacao dos po-
linbmios monicos z" (subsecdo e a fatoracdo canonica do oscilador
harmonico em termos de operadores de escada associados as simetrias de
Weyl-Heisenberg (subsecdo [3.2)). Formuldmos também o segundo principio
de quantizagdo com recurso a notagdo ket |¢)) introduzida por Paul A.M.
Dirac em [10] (subse¢@o3.3).

(iii) Na secdod]ird ser explicado em detalhe os resultados descritos nos trabalhos
[13] & [S] com base no formalismo do desenvolvido ao longo da secdo
Em particular, foi demonstrado que os niimeros de Stirling de segundo tipo
(subsegdo [4.2)), assim como os polindmios de Bell (subsecdo [4.3) aparecem
naturalmente associados ao problema de ordenagdo bosdnica, associado ao
operador de nimero ala (cf. [3, Chapter 3]).

2 Comecando pela série de Taylor

2.1 Teorema de Taylor

Seja f uma funcdo de uma varidvel, n vezes derivavel num intervalo €2 (eventual-
mente ilimitado) de R.

De acordo com o Teorema de Taylor (cf. [17, TEOREMA 9]), uma fungdo
f Q2 — R que seja n vezes derivavel num ponto = € §2 pode ser escrita na forma

k) (g
fla+y) =Y fk,()yk +7u(y),
k=0 )

U &
para todo o x + y € €2, desde que a condicdo lim n(y)
y—0 y"
No caso de f ser infinitamente diferenciavel em €2, e de = ser um ponto interior

de €2, tem-se que a funcdo f admite a representacio em série de pot€ncias

o 4(k)
flz+y) = kzzo / k!@)y"’

= 0 seja satisfeita.

(@)
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se e somente se lim 7, (y) = 0 para todo o n natural (cf. [17, Capitulo VIII, Se¢do
n—oo
4.]). Este dltimo caso corresponde a uma fungdo f, analitica em 2.
A titulo de exemplo, consideremos a funcio exponencial, definida por

exp(z) 1= €.

Com base na condigio exp(0) = 1 e na relagio exp™ (z) = exp(x) (n € N),
tem-se que

k

exp(y) =Y 2 3)

k=0

corresponde ao desenvolvimento em série de poténcias da fun¢do exponencial em
torno de x = 0.

d
Consideremos agora o operador de derivacdo D definido por D = I Observe
x

que D* f(z) = f*)(x) para todo o k € N, donde se conclui que

(k) (g k k
Py ¥k gy = WO ()

Desta dltima relagdo resulta que o lado direito da igualdade (2) pode ser for-
malmente escrito com base na acio do operador de exponenciacid| exp (yD) na
funcdo f (cf. [7, subsecdo 2.2]):

f(z+y) = exp (yD) f(x).

2.2 Foérmula de Taylor vs. Coeficientes Binomiais

Consideremos agora o caso particular da expansdo em série de Taylor do polindmio
monico de grau n, definido por f(xz) = x™. Observe-se que a aplicagio iterada do

operador de derivacdo D = e ao polindmio z" nos da
T

Dk?[xn] =nn—-1)...(n— (k- 1))xn—k

para valores de k < n e D*[z"] = 0 para valores de k > n. Com base na nogo
de fatorial de um nimero natural temos, em particular, que para n < k se tem a

igualdade
n!

n(n—l)...(n—(k—l)):m.

Observe-se que a relacdo Dk[:n”] = ( para valores de k > n no garante que a
série de Taylor (2) associada ao polindmio monico f(x) = z™ corresponde a uma
polindmio de grau n.

‘0 operador de exponenciagio exp (yD) é definido com base na substitui¢cdo y — yD na férmula

(3)-



n!

Adicionalmente, em termos dos coeficientes binomiais = —
k El(n — k)!

Dk n
se tem que o k—ésimo termo k[jg ]yk da série de Taylor de f(x) = 2" é dado
por '
Dk [xn] k n n—k
= <n.
X Y 1 "%, se k<n
Daqui se conclui que
(z+y)" = exp(yD)[z"]
_ D]
B k!
k=0
~(n
k=0

Esta tltima relacdo permite-nos estabelecer uma conexao interessante entre
dois campos aparente distantes: combinatoria (coeficientes binomiais) e andlise
(férmula de Taylor) (cf. [[7, subsecdo 2.2] & [15} cf. sec¢do 2]).

Por um lado, os coeficientes binomiais que surgem na férmula binomial

n
k

=0 () ot

k=0

nos dao o ndmero de subconjuntos K de um conjunto N, assumindo que N e
K sido conjuntos de cardinalidade n e k, respetivamente (k < n). Estes dltimos
podem ser determinados pela formula de recorréncia

ny\ (n-1 + n—1
k) k-1 k '
Por outro lado, a representagdo formal de (x + y)" como

(z +y)" = exp (yD) [z"]

nos diz que a operagéo de translacdo f(z) — f(x + y) implicita na representacdo
em série de Taylor dada pela férmula (2)) nos conduz a expansdo binomial de ordem
n, com base na escolha f(x) = z", pelo simples fato do k—ésimo termo da série

Dk n
de Taylor k[jc ]

. L n _
y" poder ser reescrito como o k—ésimo termo ( A > zFy"* da

expansio binomial.

Para este exemplo em concreto, os coeficientes da série de Taylor podem ser
calculados de forma combinatéria, com base no tridngulo de Pascal representado
na figura abaixo.



nivel =8

*

n=7
s
k=4

-

| I° de Subconjuntes com k elementos

1

1

Conjunto das Partes vs. Triangulo de Pascal

1T 3 31
1 4 6 41
1T 5 10705 1
1T 6 1520156 1
7 2133 217
8 28 56 70 56 28 8

1

1

0 conjunto P(0) possui 2° = 1 elementos.

0 conjunto P({a}) possui 2! = 2 elementos.

0 conjunto P({a,b}) possui 2% = 4 elementos.

O conjunto P({a,b,c}) possui 2% = 8 elementos.

O conjunto P({a,b,c,d}) possui 2 = 16 elementos.

0 conjunto P({a,b,c,d, e}) possui 2° = 32 elementos.

O conjunto P({a,b,c,d, e, f}) possui 2% = 64 elementos.

0 conjunto P({a,b.c,d,e, f,g}) possui 2” = 128 elementos.

O conjunto P({a,b,c,d,e, f,g,h}) possui 2% = 256 elementos.

Figura 1: Interpretagdo da identidade combinatéria (@) para valores de n =

0,1,...,8 Na figura, P(N) denota o conjunto de todos os subconjuntos K de
N com cardinalidade n. Em particular, o niimero 35 que aparece duas vezes na
linha 8 do tridngulo de Pascal corresponde ao niimero de subconjuntos de cardina-
lidade 4 resp. 5 que é possivel formar a partir do conjunto N = {a,b,c,d, e, f, g}
de cardinalidade 7.

Adicionalmente, com base na expansio binomial associada a (z+y)" podemos
concluir que para x = y = 1, a identidade combinatdria

n
n
2" = 4
> )
k=0
nos permite concluir que o nimero total de subconjuntos K de um conjunto NV, de
cardinalidade n.
Outros tipos de interpretacdo combinatdria podem ser dados para o caso em que
x € i sdo ndmeros inteiros, e para o caso em que 0s mondmios x" sdo substituidos
por sequéncias polinomiais p,(z) que satisfazem a identidade binomial

mie+0) =3 (1) petwpacste

k=0

Para mais detalhes, veja [[14) secdo 1] e [15, subse¢do 2.1.].



3 Exemplos de representacoes da algebra de Weyl-Heisenberg
3.1 Comecando pela regra de Leibniz

Lo N R d
A regra de Leibniz, envolvendo a aplicacdo do operador de derivacdo D = . a
x
duas fungoes derivaveis f e g, corresponde a seguinte férmula

D(gf) = (Dg)f + g(Df). ®)
Em termos do comutador introduzido na sec@o [I] Introdugdo pela férmula (),

temos que () é equivalente a [D, gI]f = (Dg)f.
Para a escolha g(z) = 2" (k € N) obtemos

D, 21 f = (D2*)f = ka*1f.

Em particular, para k = 1 a férmula acima permite-nos obter a correspondéncia
com os geradores candnicos da dlgebra de Heisenberg a',a e I via a identificagdo
ol =zlea=D:

D, 2] = I.

Consideremos agora a aplicacdo iterada do operador D" na fungdo x f. Observe
que para k > 2, D* (zf) pode ser calculada via combinagdo da regra de Leibniz
(S) com a férmula de recorréncia D" (2 f) = D" (D(z f)).

Em concreto:

D*(zf) = D*'(f+aDf)

DL f + DFL(aDf)
Dk:—lf + Dk:—Q(Df + I‘DQf)
= 2D*1f + DF2(2D?f).

No caso de & = 2, temos que a identidade anterior corresponde a
D?(zf) = 2Df + xD?f.

Esta tiltima férmula é equivalente i identidade [D?, zI] = 2D.
No casode k = 3, obtemos que a férmula anterior nos conduz ainda a sequéncia
de identidades

D3(zf) = 2D%*f + D(zD?*f)
2D f + D f + 2D(D*f).

Assumindo agora, por hipétese de inducdo que a férmula

D (zg) = (k — 1)D*2g 4 2D* g



€ verdadeira para k£ > 1, obtemos com base na substitui¢cdo g = D f que

D*(zf) = D"7'(f+2Df)

— DFlf 4 DFl(zDY)

= D" lf + (k—1)D* ! 4 2DFf

= kDFLf 4 aDFf,

Provdmos assim, pelo método de indu¢do matematica, que a férmula
D¥(xf) = kD* 1 f + 2DF f
€ verdadeira para todo o k € N e, por conseguinte, que a identidade

[D*, z1] = kD1

€ verdadeira para todo o k € N.

No caso de k = 1, tem-se a identidade anterior corresponde a identidade utili-
zada na representagdo da dlgebra de Weyl-Heisenberg.

Em suma, verificimos para a' = I e a = D que as identidades

D, 2% = ka1 [D*,2l] = kD*™! (ke N)

nos ddo o andlogo da regra de derivacdo D(mk ) = k%1 na dlgebra dos polindmios
R[x].

3.2 O caso do oscilador harmonico classico

Consideremos agora o caso em que pretendemos obter a fatoracao do Hamiltoniano

1, 72
Hy(z) = — 0" (@) + 5 0(x)
em termos de geradores candnicos da dlgebra de Weyl-Heisenberg.

d
Em termos dos operadores de multiplicacdo zI e derivacio D = Ir conside-
x
rados na subsegao note-se que este dltimo pode ser formalmente representado
1 2
como H = —§D2 + %I.
Supondo que o comutador [A, B] = AB — BA definido pela férmula (1) na
secdo[I]¢é diferente de zero, temos em particular as seguintes identidades:
(A—B)(A+B) = A(A+B)—-B(A+ B)
= A+ AB - BA- B?
= A2+ [A B]-B?

(A+B)(A-—B) = A(A-B)+B(A-B)
= A’—-AB+BA-B?
= A’ [A, B]- B>



Somando as duas equacgdes anteriores, temos que
(A—B)(A+B)+ (A+ B)(A— B) =2(A? - B?).

Em particular, para as substituicbes A = x/ e B = D, obtemos a seguinte
férmula de fatoragdo para H:

H= %(m[ —D)(z1 +D) + %(:c[—l—D)(xI - D)

Por outro lado, atendendo a bilinearidade do anti-comutador, podemos expan-
dir [z + D,z — D] como
[x] +D,zI = D] = [z, — D]+ [D,z] — D]
[, zI] — [xI,D] + [D,zI] — [D,D].

Adicionalmente, com base nas propriedades de comutatividade
[D,D] = [z],zI] =0
e nas identidades’]
—[zI,D] = [D,zI] =1,

concluimos que
[z +D,zI — D] =21

Escolhendo agora a' e a como sendo

1 1
T -
a'=—(@xl-D) e a=—=(zI+D
T3 = D) T3+ D)
podemos concluir al,ael correspondem aos geradores candnicos da dlgebra de
Weyl-Heisenberg. Em particular, a relacao aa’ =ala+1 que resulta da identidade
[a,a’] = I permite-nos ainda reescrever H como
1

H=adla+=.
aa+2

De seguida iremos ilustrar a equacio

para o caso de escolhermos ) como sendo a fun¢do Gaussiana

22

Y(z) = e T

3Observe que o comutador definido pela férmula (1) satisfaz as identidades [4, A] = [B, B] = 0
e[A,B] = —[B,A].



A regra de Leibniz dada pela formula (5)) permite-nos obter a seguinte regra de

derivagdo : Dy(x) = —xe)(x). Esta dltima formula é equivalente a propriedade
de vdcuo associada ao operador de escada a = 7z (xI +D):
ap(z) = 0.

. . 1 .
Desta ultima equacao e da fatora¢do candnica H = ala+ 3 podemos concluir

que funcio Gaussiana definida acima satisfaz a equagdo

22

1
2 obt =z,
obptemos € D)

Em suma: para a escolha ¢)(z) = 7 Te

3.3 Formulacao do segundo principio de quantizacao

Suponhamos que al e a denotam os operadores de escada que satisfazem a relacao
de comutatividade

la,al] = I. (6)

e k um ndmero inteiro.

Definimos por espaco de Fock o conjunto de todos os vetores de estado {|k) : k €
No} descritos em termos da propriedade de vdcuo a |0) = 0, e das propriedades de
criacdo e aniquili¢io:

d k) =|k+1), alk)=Fk|lk—1) (keN) (7)

Com base nas relagdes (7)) resulta que os vetores de estado |k) sdo autovetores
de aa' resp. a'a, associados ao autovalor k + 1 resp. k:

aal k) = (k+1)|k) e alalk) =Fk|k) )

Ou seja, o operador de criagdo a' aumenta em 1 o nimero de particulas com
autovalor k, enquanto que o operador de aniquilagdo a, reduz em 1 o nimero de
particulas com autovalor k. Observe ainda que a propriedade de autovalor des-
crita acima nos permite interpretar |k) como um estado quantico associado a k
particulas.

Desta tltima sequéncia de relagdes, podemos facilmente concluir pela defini¢ao
de comutador que [a,a']|k) = |k). Por outro lado, se considerarmos o anti-
commutador aa’ + a'a, obtemos que

% (aaT n am) k) = <I<: + ;) k),

10



Figura 2: A fungcdo Gaussiana nos dd uma solu¢do nula para o operador de

aniquilagcdo a = ﬁ (xI+D). Com base na fatora¢cdo H = ala+ > podemos con-
1 2

cluir que o valor € = 5 que resulta da substitui¢do 1 (x) = i T na equagdo

Hy(z) = e(x) pode ser interpretado como a energia associada ao estado funda-

‘2

s . 1 2
mental do dtomo de hidrogénio. Observe ainda que |)(x)|* = 7~ 2e™" descreve

uma distribuicao normal N (u, 02), de esperanca ji = 0 e varidncia 0% = > Esta

ultima interpretacdo vai ao encontro da interpretacdo estatistica para mecdnica
qudntica proposta por Born (cf. [12| Secdo 1.4]). Para mais detalhes, veja a re-
feréncia [1].

11



ou seja que os autovetores de aa! +a'a sdo essencialmente os vetores de estado |k)
que resultam da construgao formal do espaco de Fock (cf. [11}, subsecao 2.2.3]).

A formulagdo acima permite-nos descrever de uma forma candnica os po-
lindbmios m6nicosﬂ 2* associados 2 algebra dos polindmios (veja subsecao , as-
sim como determinar uma fatoragdo candnica para o oscilador harmdnico cldssico
(veja subsecdo[3.2).

Num contexto mais genérico, podemos facilmente concluir que a relagdo de
comutatividade (6) nos permite descrever os autovetores de

1 1
§(aaT +a'a) = ala + 5[

como vetores de estado |k) definidos em termos da equac@o formal (cf. [12, Theo-
rem 11.21)

k) = (ah)¥ 0}, )

onde |0) € um vetor unitario. Em termos da notagao bra-ket de Dirac, introduzida
em [10], isto é equivalente a assumir que |0) satisfaz a condigao (0]0) = 1.

De fato, multiplicando ambos os lados da equacio aa' = I + a'a i direita por
(kL (k — 1 > 0), obtemos que

a(ah* = (a")*"* + al (a(a")*).

De modo andlogo, se multiplicarmos ambos os lados da equacéo aa’ = I+a'a
a esquerda por a1 (k — 1 > 0), obtemos que

afal = a1 + (a*tah)a.

Usando indugdo sobre £ € N podemos concluir, a semelhanca do que ob-
tivémos para D e 2T resp. D resp. I na subsecio que as igualdadades

a(a* = k@1 + (aFa
il

1
ka*~! + afa (19)

aka

sdo sempre verdadeiras, para todo o k& € N. Em termos do comutador [-, -] introdu-
zido em (), as relacdes acima sdo equivalentes a

[a, (aNF] = k(a1 e [aF,al] = kaF L.

®Observe que 2 = (z1)z" e D(z*) = ka1,
"Em diversos livros de texto e artigos (veja p.e. [8, secdo II.] & [11, Capitulo 2]) é comum

introduzir |k) com base na férmula |k) = —= |0). Com base na demonstracdo do Theorem 11.2

VE!

. S . 1 . .
podemos concluir que a multiplicag@o dos coeficientes ﬁ por (aT)’c |0) nos permitem construir

vetores de estado |k) que satisfazem a propriedade de normalizacdo (k|k) = 1.

12



B Nivel de ordem “n” superposta
Nivel de ordem “n”

k) = (k N 1) )
H |ty ’

Operador Hamiltoniano

1
Figura 3: Os operadores de estado |k) sd@o autovetores do operador H = ala+ 5[ ,

: 1 i 1
associado ao autovalor k+ —. A titulo de curiosidade: a constante —, que pode ser

interpretada como a energia minima do dtomo de hidrogénio no seu estado funda-
mental, estd intimamente relacionada com o principio de incerteza de Heisenberg

(Aya’)(Aya) > % (cf. [12) p. 70]).
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Figura 4: A esquerda: llustracdo dos niveis de energia atémicos associados ao

vetor de estado |k) gerados a partir da equacao |k) = (a)* |0). A direita: Funcéo

Gaussiana ( fo(z)) e fungbes de Hermite de ordem k = 1,2, 3. No caso dos niveis
1

de energia corresponderem aos autovalores do Hamiltoniano H = a'a + 5[ , 0

segundo principio de quantizacdo nos garante que os operadores de escada al =

— (I — D) e a = —=(xI + D) nos permitem descrever os vetores de estado |k)

V2 V2

em termos das fungoes fi(x).

Em particular, com base das equagdes (10), concluimos que

a ((a")*10)) = [a, ()] 0) = k(a)* " [0).
Desta tltima relacdo facilmente se concluir que os vetores de estado defini-

dos pela equagdo (9) satisfazem automaticamente as propriedades de criagdo e
aniquilagdo (7).

14



-1,

Figura 5: Grdficos da funcdo Gaussiana (a preto) e das funcées de Hermite de
ordem 1 (a laranja), ordem 2 (a marrom) e ordem 3 (a azul).
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4 O Problema de Ordenacao Bosonica

4.1 Introducao ao problema

Primeiro, comecemos por observar que as propriedades de criacdo e aniquilacio
descritas pelo sistema de equacdes nos permitem mostrar que os vetores de
estado |k) também formam um sistema de autovetores para os operadores (a ')’ (a)?
e (a'a)", respetivamente.

Para o primeiro caso, temos que

k!
o =) k) .sej<k
@Yy by = * 9 GkeNo.  ap
0 ,sej >k
; k!
pode ser facilmente obtida a partir das identidade a’ |k) =) |k —7) (G <k)

ed |k) =0( > k).
Por outro lado, com base na propriedade de autovalor, associada a ala, pode-
mos também concluir de forma indutiva que

(aTa)”yk> — K" k)

¢ verdadeira para todosﬂ os k,n € Ny.
Ou seja: os vetores de estado |k) sdo também autovetores de (a')’(a)’, para

J
todos os 7 < k naturais, e de (aTa) paratodoo j € N.

Observe que no caso de j = 2, o ndmero k? pode ser escrito como a soma dos
k primeiros niimeros impare

k-1

K=Y (25 +1).

j=0
A igualdade acirneE-I pode ser reescrita na formeE-I

k! k!

k:2:l<:(k:—1)+k:(k_Q)!+(k_1)!.

$Estas propriedades sdo o andlogo das propriedade de derivacdo.

°De acordo com o0s nossos resultados obtidos anteriormente, 0° = 0,paraj =k =0.

"Esta ¢ uma ilustracdo cldssica do método de indu¢do matematica, aprendida no curso de Bases
Matematicas.

k—1

L . . . k—1)k

"Para calcularmos o somatério acima, usimos a propriedade E j= %
j=1

Este exemplo corresponde a uma interpretagdo alternativa de um dos casos ilustrado no Example
1.19 de [18].
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Reescrevendo agora a igualdade anterior em termos dos operadores (aTa)2 e
(a)(a)? (j = 1,2), concluimos que

(a'a)? [k) = (a')*(a)? [k) + a'a k).

Esta ultima igualdade diz-nos que podemos determinar o autovalor de (ana)2
como uma combinagcio linear dos autovalores dos operadores (a')?(a)? e a'a, res-
petivamente. Como iremos ver de seguida, esta combinacio linear € um caso par-
ticular da identidade[ﬂ

. k!
=Y S(n,j — 12
JZ::I () G (12)

onde S(n, j) denotam os niimeros de Stirling de segundo tipo.

4.2 Calculo dos nimeros de Stirling de segundo tipo

n
Suponhamos agora por hipétese de indugdo em n que (aTa> pode ser escrito

como combinagdo linear de (a')?(a)? (1 < j < n):

(ala)" = Zn: S(n.j) (") (a)’ (13)
j=1

Primeiro, comecemos por observar que a férmula
aTa<aT)j - j(aT)j + (aW“a

é uma consequéncia direta da relagdo de comutatividade [a, (a)’] = j(aT)’71,
obtida a partir de (10).

Multiplicando agora na férmula acima ambos os membros da igualdade por a”,
a direita obtemos que

aTa(aT)jaj - j(aT)jaj + (a‘r)jJrlajH'
Aplicando agora o operador a'a a ambos os lados da igualdade , resulta
que

(aTLL)nH = ZS(n,j) aTa(aT)j(a)j

=1

<
Il

I
NE

(]S(n,j) (aT)j(a)j + S(n,j) (aT)j+1(a)j+1) .
1

<.
I

k!
_j)l

Os coeficientes correspondem aos fatoriais regressivos (en: falling factorials) conside-

rados na literatura (veja p.e. [3} p. 13]).
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Reagrupando os termos do somatério acima, concluimos que a férmula

n+1

(afa)"™ = 3" S(n+1.5) (@) (ay
j=1

¢ verdadeira se e somente se as constantes S(n + 1, j) sdo determinadas a partir
das relagdes de recorréncia

S(n,1) ,sej =1
Stn+1,5) =4 jSn,j)+Smnj—-1) ,se2<j<n (jneN). (14
S(n,n) ,sej=n+1

O diagrama triangular superior abaixo dd-nos uma interpretacdo combinatdria
da identidade (13).

a'a (ata)? (ata)’ (ata)’ (ata)’

ala 1 = 1 RN 1 RN 1 RN 1
N x1 N+ N+ N+

(a")?(a)? 1 REN 3 22, 7 22 15
N\ x1 N+ N+

(a")3(a)? 1 RN 6 X5 25
N x1 N+

(aH)*(a)* 1 X 10
N\ x1

(a")?(a)® 1

Observe que o coluna n do diagrama representa coeficientes S(n,j) (1 < j <
n) enquanto que a linha j (j > 1) descreve os coeficientes S(n + 1, j) obtidos a
partir da relacdo de recorréncia (14)).

No caso da linha 1 temos S(1,1) = 1. Paran € N os coeficientes S(n + 1, 1)
resp. S(n + 1,n + 1) sdo gerados multiplicando o coeficiente obtido na linha
anterior (coeficiente S(n, 1)) resp. na diagonal anterior (coeficiente S(n,n)) por
1. No caso da linha j (j > 2), os coeficientes S(n + 1, 7) podem ser calculados
pela soma do coeficiente S(n, j) obtido na coluna anterior multiplicado por j com
o coeficiente S(n,j — 1) que situa acima do coeficiente S(n, j).

Com base nas relagdes de recorréncia acima, podemos facilmente inferir que os

ndmeros S(n, j) da combinagdo linear correspondem aos niimeros de Stirling
de segundo tipo (cf. [16, capitulo 6] & 18, Capitulo 1]), i.e.

wn-{3}
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Em particular, estes nimeros satisfazem as igualdades { 1 } = { n } =1.

Podemos ainda concluir, com base nas identidades (IT)), que a equagado

GOND ZSny (a)’ [K)

obtida a partir da combinagdo linear (13)) nos conduz a férmula (12).

4.3 Polindomios de Bell vs. Relacao de Dobinski

Nesta se¢@o iremos interpretar os resultados obtidos em [13]], tendo como referéncia
os resultados do capitulo 3 da tese de doutorado de Pawel Blasiak (cf. [3]]).
Comecemos por observar que, com base formula (T)), podemos concluir que a

série de poténcias Z 1) (a)? |k) é finita. Em particular:
7=0
> Sy i =3 (4 ) =t e
j=0 §=0

Usando a funcgao logaritmo, esta ultima identidade pode ser reescrita na se-
guinte forma (cf. [[7, subsecdo 2.4.]):

o0

> L@y 1) = expkin(1-+4) ) = explin(l -+ g)a'a) ).

i=0 7
Voltemos agora a nossa para o operador de exponenciagdo exp(u aTa), definido
por

(afa)™.

exp(u a'a) := Z “

n!
n=0

Comecemos por observar que a igualdade
exp(u aa) [k) = exp(In(1 + y)ala) k)

apenas se verifica se somente se y = e — 1.
Como iremos verificar de seguida, para y = e — 1 a fungdo exponencial
U __
exp(zy) = e~V

codificada pela igualdade exp(u a'a) [k) = exp(In(1 + y)a'a) |k) corresponde a
funcdo geratriz associada aos polindmios de Bell

= 3" S(n, j)a?
j=1
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Por uma questio de simplicidade, considere a combinagao linear (13)) associada
aos operadores I e D, definidos na se¢do 3.1}

(zD)" =Y " S(n, j)2'DI.

j=1

Desta ultima identidade, obtemos a seguinte sequéncia de igualdades:
n
(@D)" () = ) S(n,j)a'D (¢)
j=1
n
Z S(n, j)zle”

]:
= ¢"By(z).

(15)

Por outro lado, para x = €Y, temos por aplicacdo da regra da cadeia que

:ED—ﬂr:i d

dx dy

Desta tltima relagdo resulta que a a¢do de exp (u D) numa fung¢éo g nos con-
duz a

exp (u 2D) g(z) = exp (u cZ;) glev).

No caso de a funcdo f(y) = g(e?) ser analitica (cf. [17, Capitulo VIII,Se¢do
4.]), podemos concluir com base na expansdo em série de Taylor que o lado direito
da igualdade acima € igual a

fly+u) = g(e?™™) = g(ze").

Revertendo a mudanga de varidvel temos, em particular, para a escolha g(x) =
x
e’ que
exp (u zD) (e*) = e*©

Usando a expansdo em série de poténcias da fungdo exponencial deduzida na
subsegdo [3.1]

© K
u X
ere _ E:ieku
k!
S D)
- r oo
n=0 k= Ok s

Logo, se

Gle.u) =Y~ Bu(a)
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define a fun¢do geratriz associada aos polindmios de Bell, concluimos com base
na identidade (I5) que

G(CIJ, 'LL) —e 7 exp (U IED) (61) _ ex(eufl).

Finalmente, comparando o desenvolvimento em série de poténcias de G(z, u)

e ®(*“~1 termo a termo, concluimos que
o0
B,(z)=¢ Z —k".
k!
k=0

Esta dltima férmula € conhecida na literatura por formula de Dobiriskﬂ
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