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Prefacio ao eBook

As - deep - as lay - the workers’ - city below the -
earth, so high above - it towered the complex - known
as the "Club of the - Sons," with its lecture halls and
- libraries, its theaters and stadiums.

—fala do filme|Metropolis (1927) de Fritz Lang

Sendo vastissima a colecdo de exercicios que po-
dem ser encontrados em livros de autores consagra-
dos, e na pagina do GRADMAT da disciplina, a pro-
ducdo de uma lista de exercicios em forma de eBook

7 565


http://www.imdb.com/title/tt0017136/quotes
http://www.imdb.com/name/nm0000485/
http://gradmat.ufabc.edu.br/disciplinas/fvv/

Nelson Faustino | Fungoes de Virias Variaveis

tem uma justificacdo simples: a necessidade de nos,
professores, nos ajustarmos a uma nova realidade, na
qual o acesso tradicional ao conhecimento em livros
ja foi em grande parte substituido pela consulta on-
line a plataformas de edicdo wiki, e em que o formato
em papel tem vindo a ser substituido gradativamente
pelo formato digital.

Quando na década passada o Youtube, a blogos-
fera e as redes sociais davam os primeiros passos,
estavamos longe de imaginar o quéo tamanha seria a
sua importancia, na disseminacdo de contetdos in-
formativos e pedagdgicos. A bem da verdade, nunca
se tinha equacionado que estes viriam a ser de ex-
trema importancia no reciclar do antigo conceito de
Tele-Escola, a que muitos dos nossos pais tiveram
[provavelmente] acesso, nos primérdios da televisio
a preto e branco.

Ha uns anos atras se comecou a idealizar o con-
ceito de Ambiente Virtual de Aprendizagem, assente

na plataforma |Second Life, onde em que os docen-
8 | s65
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tes/discentes eram embutidos numa espécie de sala
de aula virtual. No entanto esta ideia foi colocada
de parte, uma vez que nem todos os computadores
pessoais possuem de placas graficas robustas que lhes
permita executar modulos de ensino, em tempo real.

Acidentalmente, foi nos ultimos anos que o fené-
meno Web 2.0, assente numa edicdo de contetidos em
formato wiki, comecou a ser incorporado nas plata-
formas de ensino. O MIT Open Course Ware, do Mas-
sachusetts Institute of Technology (MIT), assim como a
plataforma |Wolfram Mathworld, da empresa respon-
savel pelo desenvolvimento do software Mathematica,
sdo dois entre varios casos de sucesso que nos de-
vem levar a fazer uma reflexdo profunda do impacto
da tecnologia no ensino universitario. [Sim, o seu
smartphone de tltima geracdo é bem-vindo na sala de
aula, desde que seja para consultar a informacédo que
consta nolsite da disciplina, para abrir as listas de exer-
cicios, para consultar este eBook, para utilizar a ap-

plet do GeoGebra - https://www.geogebra.org/apps/
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- ou até mesmo para consultar o horario dos fretados
em http://www.ufabc.edu.br/ — porque podera haver
dias em que as aulas se poderdo prolongar até bem
pr()ximo das 23:00- etc, etc, etc.]

Acessibilidade e Portabilidade — Resumindo em
duas palavras, foi isto que as ferramentas Web z.0
tém vindo a acrescentar ao ambiente tradicional de
aprendizagem. Visto de uma outra forma, a distancia
geografica e a falta de meios financeiros deixou de ser
uma limitagdo para quem pretende aprender sobre
um novo tema, ou simplesmente fazer um upgrade
dos seus conhecimentos. Trabalhar neste sentido é, a
meu entender, um bem necessario. Mais ainda numa
universidade de cariz interdisciplinar como a UFABC,
que completou recentemente 10 anos de existéncia.

Este eBook divide-se em duas (02) partes, sendo
que cada parte correspondera a dois dos momentos de
avaliagdo previstos — 16 de marco de 2017 (Prova
1) & 24 de abril de 2017 (Prova 2). Cada capitulo

correspondera [aproximadamente] ao contetdo a ser
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ministrado por cada aula.

O seu contetido sera disponibilizado gradativa-
mente ao longo do quadrimestre. Nele irdo ser in-
seridos curtas explicacdes sobre cada tema e alguns
exercicios resolvidos, de modo a ilustrar os conceitos
que serdo ministrados em sala de aula. No final de
cada capitulo, é deixado ao cargo do aluno alguns
exercicios suplementares, com vista a consolida¢éo
de conceitos, e ao aprimoramento de técnicas adquiri-
das ao longo das aulas, e com a leitura da bibliografia
recomendada.

Uma grande maioria dos exercicios que ira encon-
trar ao longo deste eBook foram idealizados pelo
Professor Mauricio Richartz, quando ministrou esta
disciplina em 2015, e pelo Professor Gil Bernardes,
que ja ministrou por diversas vezes o equivalente
desta disciplina na Universidade de Coimbra (Portu-
gal). Desde ja agradeco a ambos por me terem cedido

gentilmente os seus arquivos.
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Calculo Diferencial de

Funcoes Reais de Varias
Variaveis
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Vetores e a

Geometria do
Espaco R"

Equations are just the boring part of mathematics. I
attempt to see things in terms of geometry.
-Stephen Hawking

1.1 Representacdao Cartesiana

Em Bases Matematicas (BM) e Fungoes de Uma Varia-
vel (FUV) vocé representou a solucgdo de equagdes e
inequacdes com recurso a reta numérica, a qual desig-
nou por conjunto dos nimeros reais IR, e representou
o grafico de uma funcao f : (3 — IR, de dominio Q):
Gr={(x,f(x)) : xeQ}
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como sendo um subconjunto de R x R.

Este ultimo conjunto corresponde ao referencial
cartesiano de eixos Ox e Oy, e denota-se usualmente
por R%. A origem do plano cartesiano é usualmente
denotada pela letra O = (0, 0), o eixo Ox é represen-
tado pelo par ordenado (x,0), e o eixo Oy é represen-
tado pelo par ordenado (0, ).

Recorrendo a equacdo genérico de um plano I
gerado pelos vetores e 7, e que contém o ponto

(a, b) e R%:

IT: (x,9)=(a,b)+ AT +puv A ucR
podemos identificar os eixos Ox e Oy pelos vetores
diretores ? =(1,0)e 7 = (0, 1), respetivamente, e
o ponto P = (x,y) pela equagéo do plano gerado por
? e 7 que contém O:

- -
P=0+x1 +yj.
Em dimensdes superiores, podemos definir o es-

paco Euclidiano R” como sendo o conjunto formado
16 ‘ 565
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por todas as n—uplas da forma
X =(x1,X0, ., Xp)-

A semelhanca do que foi feito para o caso de R?,
podemos descrever o espago tridimensional (dimen-
sdo 3), gerado pelos eixos Ox ~ 7 =(1,0,0),0y ~
7) =(0,1,0)e Oz~ ? =(0,0,1), a partir da equacéo

(%,9,2)=(0,0,00+x7 +y] +2k,

o espaco de dimensad] 4, gerado pelos eixos Ox ~
- — -

i =(1,0,0,0),0y ~ j =(0,1,0,0), Oz ~ k =
(0,0,1,0) e Ot ~ I = (0,0,0,1) a partir da equa-

cao
(x,9,2,t) = (0,0,0,0)+x?+y7+z?+t?,

e assim por diante.
! Também conhecido por espago-tempo, ou por espago de Minkowski.
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O processo de se representar geometricamente um
ponto X de R" é analogo ao que ja costumavamos
fazer para representar pictoricamente os elementos
do produto cartesiano entre dois conjuntos Wy e W5:

W] X W2 = {(wl,wz) M AS W] &'LUQ S WQ}

Vamos exemplificar para o caso tridimensional:
Para determinar a representagio cartesiana do ponto
(a,b,c), comegamos por representar o ponto (4, b) no
plano cartesiano xy (escolhemos W; = R?e W, =
R).

Se ¢ = 0, entdo o ponto (a,b,0) esta contido no
plano, definido pela equacdo

My :2=0.
Caso contrario, 'desloque’ |c| unidades o ponto (a, b),
na direcéo paralela ao eixo Oz. Este deslocamento
devera ser efetuado no sentido positivo, se ¢ > 0, ou

no sentido negativo, caso contrario.
18 ‘ 565
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De modo analogo, podemos determinar a represen-
tacdo cartesiana do ponto (a, b, c) no espago tridimen-
sional, comecando por identificar (b, ¢) resp. (a,¢) no
plano yz resp. xz.

1.2 Espago Vetorial

Até agora identificamos essencialmente um n—uplo
X =(x1,%7,...,%,) de R" como sendo um ponto de-
terminado pela equacio de um plano que passa pela

origem

n vezes
Alternativamente, ao identificarmos os n—uplos
—
X = (x1,X3,...,%,) de R" pelo vetor, ¥ = OX, po-

demos induzir as seguintes operacdes em R":
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A. ADICAO DE VETORES:
- =
X4V =1 +y,x+V0.. X, + V).
M. MULTIPLICA(;AO DE UM VETOR POR UM ESCALAR:

AX = (Axp, Axy,..., Axy).

Usando o fato de IR ser um corpo ordenado, pode-
mos facilmente concluir que o espaco IR” munido das
operacdes A. e M. satisfaz as seguintes propriedades,

. i n
para quaisquer vetores X,y z de R", e escalares

A, v de R:
A1. PROPRIEDADE COMUTATIVA:
X+ =y +X.
A2. PROPRIEDADE ASSOCIATIVA:
(X+P)+Z2=X+(T +2).

A3. EXISTENCIA DE ELEMENTO NEUTRO:
20 ‘ 565
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- =
O vetor 0 := XX satisfaz a igualdade
X+0 =7

A4. EXISTENCIA DE INVERSO PARA A SOMA:

e
Para os vetores 0 := XX, e -X = (—1)7, é

vélida a igualdade
T+ (-%)=0
M1. ASSOCIATIVIDADE VETOR-ESCALARES:
Aux) = (Ap) ¥
M2. PROPRIEDADE DISTRIBUTIVA I:
AX +7)=AX + 7.
M3. PROPRIEDADE DisTRIBUTIVA II:

(/\+y)x :Ax +UX.
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M4. ELEMENTO NEUTRO MULTIPLICACAO VETOR-
ESCALAR: Para a equagdo A = 1, é vilida a
igualdade

->_ -
1x =x.

1.3 Produto Escalar, Norma e Distancia

O conceito geométrico mais elementar é o de distan-
cia ou de comprimento. Esta medida est4 associada
a segmentos de reta [PQ], definidos a partir de dois
pontos P e Q de R™.

No caso da reta numérica (n = 1), podemos cons-
truir a partir de dois pontos a e b o segmento de
reta

[ab] :={a+t(b—a) : 0<t<1}.

Observe-se que [ab] é equivalente ao seguinte in-
tervalo de IR:

I ={x€eR : min{a, b} < x <max{a,b}}.
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Este intervalo é fechaddf| e limitadoff| logo com-

pacto.
. H ’
Em termos da linguagem de vetores, ab :=b—aéo
H

vetor de origem em a, e extremidade em b e ba :=a—
b o vetor de origem b e extremidade a. A quantidade
max{a, b} —min{a, b} corresponde ao comprimento
do intervalo I.

Decorre naturalmente da definicao de médulo que
- —
mesmo os vetores ab e ba tendo sentidos opostos,

— = .
ab e ba tém o mesmo comprimento, uma vez que
|b —a| = |a—b| = max{a, b} — min{a, b}.
No caso do plano cartesiano definido pelos eixos
Ox e Oy, o comprimento do segmento de reta [PQ]
2 Dizemos que I é um intervalo fechado se para todo o x € I, e para
todo o € > 0, a interse¢do |x — &, x + €[N é ndo vazia.

3 Dizemos que um intervalo I é limitado se existe uma constante
M > 0 tal que a desigualdade |x| < M se verifica paratodoox € 1.
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pode ser determinado com recurso ao Teorema de
Pitagoras.

Para tal, observe que o segmento de reta que une
os pontos P = (p1,p2) e Q = (g1,9>) corresponde a
diagonal de um tridngulo retangulo, de catetos de
comprimento |g; — p1| (eixo Ox) e |, — p»| (eixo Oy),
respetivamente.

Aplicando o Teorema de Pitagoras, conclui-
mos que o comprimento de [PQ] é igual a
Va1 =p0)?+ (42 - p2).

No caso geral, a distancia entre dois pontos ge-

néricos de IR", de coordenadas P = (py,p2,...,pn) €
Q=1(91,92,---,9x), pode ser definida como a medida
d(P, Q) induzida pela igualdade

n

d(P,Q)* =) (qi-pi)*.

i=1

Esta pode ser reescrita em termos do produto esca-
lar entre dois vetores de IR™:
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Definicio 1.3.1 (Produto Escalar) Sejam x =
H

(x1-0,x,-0,...,x,-0) e v =(v;-0,9,-0,...,1,,—0)

dois vetores IR". Definimos o produto escalar de X por

— - = L.

V', e denotamos x e Y, como sendo o somatorio

n
Xey = in%'-

i=1

Decorre naturalmente da defini¢io de produto es-
. - > p
calar que a quantidade X e 1" é um ndimero real, e
v vd . - > s~ .
que para ' = x, a quantidade X e X" é ndo negativa.
. R R ==
Em particular, para as substituicdes x = 1" = PQ
-y
obtemos d(P,Q) = PQ e PQ.
A custa do produto escalar, podemos assim definir
a norma Euclidiana (ou comprimento) do vetor % do
seguinte modo:

Esta nog¢éo permite-nos representar d(P, Q) como

25 ‘ 565
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—
sendo a norma de um vetor PQ de R”, i.e.

d(P,Q) =Pl

A proposicdo a seguir resume as propriedades ana-
liticas elementares do produto escalar:

o~ . — —> —> ~
Proposicao 1.3.1 Sejam x, ' e Z trés vetores ge-
néricos de R", e A € R um escalar. Entdo sao validas
as seguintes propriedades:

(i) COMUTATIVIDADE:

R
Xey=1ye

(ii) LINEARIDADE:

I
Xxey+xez.

Xe(Y+72)= .

26 ‘ 565
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(iii) MULTIPLICACAO POR UM ESCALAR:

AX ey)=(AX)e 7.

(iv) FORMA BILINEAR POSITIVA DEFINIDA:

- -
xX e x >0.

(v) VETOR NULO COMO UNICO VETOR DE VALOR NULO:
- - - _
Xex =0 x=0.

Podemos agora avaliar de uma forma mais su-
cinta as acOes geométricas, correspondentes a
soma/subtracio de vetores, assim como a multiplica-
¢éo de um escalar por um vetor. Para o primeiro caso,
decorre das propriedades do produto escalar

27 ‘ 565
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queff]

= =202, = =2 -2 =12
X+ V17 +Ix =yl = 217+ 2[7l

X+ TIP-IF =TI = 4¥e7.

A primeira férmula é conhecida na literatura como
regra do paralelogramo, regra essa corresponde a ge-

neralizagdo indutiva da propriedade
(x+7)> + (x—p)? = 2x° + 292

envolvendo o quadrado dos numeros reais x e v, e 0s
bindmios (x + ).

A segunda formula, que corresponde a uma gene-
ralizagdo indutiva da propriedade

2 2
(x+9) = (x-p)” =4xy,
envolvendo os nimeros reais x e v, permite-nos esta-

s . . -
belecer um critério para verificar se dois vetores x e

4 Veja o exercicioE] da segdoExercicios.
28 ‘ 565
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wd ~ . .
v de IR" sdo perpendlculare entre si. Decorre das

propriedades (i) e

de produto escalar que

AR = AR

Pelas propriedades de produto escalar, podemos

concluir que [|AX|| = 0 se e somente se A = 0 ou

- - .
X = 0.Paraocasode x¥ = 0, podemos considerar

L
=l

. ’ wrd
particular, concluimos que o vetor 1" =

constantes A da forma A = . Para esta escolha

—
X _
—
(B4

equacio ||7|| = 1. A este tipo de vetores, designamos

satisfaz a

por vetores unitarios.

5 Em diversos livros de texto é comum adotar-se a nogdo de ortogo-
nalidade, ao invés da nogao de perpendicularidade. Esta nogdo faz
apenas sentido no espago Euclidiano, uma vez que é possivel des-
crever este conceito em termos do angulo formado por dois vetores,
como iremos ver mais a frente na segdo@fingulas e Vetores.
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1.4 Projegdo Ortogonal

O problema da determinacio da projecédo ortogonal

- . -
de um vetor X relativamente a um vetor v' # 0
corresponde essencialmente a resolugéo do seguinte
problema de minimizac&o:

Problema 1.4.1 (Distincia Ponto-Reta) Para um
- _ 5~ ; . -
vetor X = PQ de origem P e extremidade Q, e vV um

vetor diretor da reta de equacgdo
R:X=P+A7, 1R

determine o vetor7 tal que a distancia do ponto Q a

reta R ¢ dada por
dQR) =% -7

i.e quel|X —7” ¢ a menor das distancias entre Q e

R.

O problema acima pode ser resolvido com recurso
a nogdes de perpendicularidade e projecédo ortogonal:
30 ‘ 565
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Defini¢iao 1.4.1 (Vetores Perpendiculares)

Sejam X ey dois vetores de R". Dizemos que
i . - =
X e y sao perpendiculares, e escrevemos X 1V,
quando

?0720.

Definicdo 1.4.2 (Projecio Ortogonal) Sejam X e
7 dois vetores de R" e u € R. Dizemos que o vetor
;47 (paralelo a V') define uma projecdo ortogonal, e
escrevemos
I,[ =

quando ¥V LX — v

Com efeito, se X1xX - y?, temos que as quanti-
dades |[X|| e || y7|| podem ser interpretadas no caso
bidimensional (n = 2) como a hipotenusa e o cateto
adjacente de um tridngulo retangulo.

Das propriedades de produto escalar deduzidas an-

teriormente, obtemos a seguinte sequéncia de igual-
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dades:
0 = 70(7—;47)
= 7.7—;4”7”2
X = (X -u?)+p?|?
= ¥ =¥+ 247 o (3 = p¥) + W71
= |IX-pV 1P+ 7|
Ou seja:

(i) Para v" # 0, a constante pé unicamente deter-

minada pelo racio y = 7 ";
[l
Adicionalmente
H
. > vVeXx
proj X = T v

(ii) A relacgo ||[X|? = ||% - ]/t7||2 + ||pt7||2 da-nos
uma generalizacdo para o Teorema de Pitagoras
32 ‘ 565
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em R". Em particular, uma vez que a condi¢éo
| y7|| > 0 é sempre satisfeita, é possivel estabe-
lecer a seguinte desigualdade:

- - >
XN =11 = pv|l.

Ou seja, para X = @ a quantidade || % —]/t7||
da-nos a menor das distdncias entre um ponto
genérico Q de R", e um ponto genérico da reta
R, que passa pelo ponto P.

— —
Em suma: d(Q,R) = ||[PQ - proj-> PQ]| corres-
ponde a solugécﬁ] para o Problema

Exemplo 1.4.1 (Eixos Coordenados) EmR?, tem-
se que os vetores 7= (1,0) e 7 =(0,1) que geram
os eixos coordenados Ox e Oy satisfazem as seguintes
propriedades:

N
i

=0.

da Seg:doExercicios.
3
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v e
2. proj7] = proj7> i =(0,0).
=0
aAlill=1jll=1.

De modo andlogo, podemos verificar via a defini¢do
de produto escalar e de norma que os vetores 7) =
(1,0,0), 7 =(0,1,0) 67 =(0,0,1), que geram os
eixos coordenados Ox, Oy e Oy, respetivamente, sao

vetores unitarios, perpendiculares dois a dois:
i I I
ilj, jLk & kLli.

Exemplo 1.4.2 Para trés vetore X = (1,2,-5),
ﬁ

v =(4,0,1) eZ = (-2,1,0) de R3, obtemos

Xey = 14+20+(-5).1= -1.
Z = 1.(-2)+21+(-5).0= 0,

- . .
e ¥ ndo sdo perpendiculares entre si, ao par
E4

ou seja,

que X e Z ja sdo. Por outro lado, a projecdo ortogonal

7 veja o exercicio da Segdo Exercicios.
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de X sobrey é dada por

-1

B 4 1)
S 42402412 '

roj— X -—,0,——
proy 17" 17

(4,0.1) = (
Usando novamente a defini¢do de produto escalar,

, . > = . =
concluimos facilmente que " 1 X —projy X, uma vez

que

- LT = 4; 11 _;2;__ = V.
v e(x prOJyx) (4,0 )0(17 17 0

1.5 Angulos entre Vetores

. - = , .
Dados dois vetores u e v, é sempre possivel definir
um plano que contenha ambos os vetores. Este plano
pode ser definido com base na seguinte representagéo

paramétrica:
IM: X=0+AW+uv, LueR

Para este plano podemos deduzir expressdo anali-
. . A e
tica para calculo do angulo formado entre os 4 e v,
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b jeca 1 proj->. P 1
com base na projecdo ortogonal proj-> 1. Para tal,
comecemos por considerar a fungio real de variavel

reaﬂ @ : R — R, definida por
p(t) =0 -7

Usando as propriedades de produto escalar, pode-
mos reescrever’| @(t) como um polindmio de grau 2,
da forma

@(t)=at® + bt +c,

de constantes
a= ||7||2, b=2"ev & c= ||7||2

Ora, das propriedades de norma de um vetor, re-
sulta que ¢@(f) > 0, para todo o t € R, ou seja, o
polindmio ¢(t) interseta, no maximo, uma vez o eixo
Ot. Em termos do discrimante A = b2 — 4ac, isto cor-
responde a afirmar que A < 0, ou equivalentemente

8 Veja o exercicio da segdoi Exercicios.

9 Veja o exercicio|1| da secio|1.7| Exercicios..
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que
(@ o 7P < [7IPITIP,
Aplicando a funcéo raiz a ambos os lados da desi-

gualdade, concluimos ainda que a desigualdade ante-

rior pode ser reescritd°|na forma

Te7
V<7
Esta desigualdade anterior é conhecida na litera-
tura por desigualdade de Cauchy-Schwartz.
- = «
No caso de ©’ e v" serem vetores ndo nulos temos

que a desigualdade anterior é equivalentd""|a

- -
U ev

<——<1
S—=——=-=<
gl

19 Observe que a = 1 @ V. é um niimero real, e que a igualdade
Va2 = |a| é verdadeira para todo o a € R.

1 Para chegarmos nesta desigualdade, primeiro dividimos ambos os
membros da desigualdade por NIl - obtivémos a inequagdo

ﬁ7-7?|

ﬁ?.zﬂ
N =
al<le-1<a<1

<1. Por fim, para a = fez se uso equivaléncia
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Lembrando que cos(6) pode ser determinado como
o racio entre a cateto adjacente e a hipotenusa de um
triangulo retangulo, concluimos que o racio

lprojm @Il _ [ 7

—> TR rd
2]l 1l

déa-nos o menor dos dngulos entre as retas R e S que
passam pela origem:

R:X=0+1", AeR

S:X=0+uv, pek.
Esse angulo esta compreendido entre 0 (radianos)

e 5 (radianos).
Em suma:

(i) O angulo 6 pode ser calculado a partir da rela-
cao
Wev
08(0) = ———.
A7l
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(i)

(iii)

(iv)

O é um angulo reto (i.e. 6 = T) se e somente se

- -
ev =0.

Para este caso as retas R e S sdo perpendicula-
res entre si.

0 ¢ um angulo agudo (ie. 0 < 6 < 7)see
- -

somente se # e v > 0. Para este caso as retas

R e S formam entre si um angulo de 6 radianos.

Adicionalmente
roj— U
cos(6) lIp i’ I
(i

0 é um angulo obstuso (i.e. 5 <6 < 7) se e

- =
somente se 1 e v < 0.
Para este caso as retas R e S formam entre si

um angulo de 7w — 6 radianos. Adicionalmente

. =
|lproj 1/ ||

cos(mt—0) = e
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1.6  Produto Vetorial e Produto Misto

Na secao Angulos entre Vetores mostramos
que o angulo entre dois vetores pode ser determi-
nado a partir da féormula

cos(0) = ——-.

gl
Alternativamente, e atendendo a que sin(6) > 0,

para valores de 6 compreendidos entre 0 e 7t, obte-

mog'*|a seguinte igualdade

|7 e 7|2

sin(6) =

e e——
I 11112
Esta quantidade corresponde pode ser expressa em

termos do racio igualdades, envolvendo a projecéo
ortogonal

12 Observe que para 0 < 0 < 7, sin(6) > 0. Logo, com base na
formula fundamental da trigonometria (sin?(6) + cos?(0) = 1)
resulta que sin(0) = /1 — cos2(6).
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Lembrando que sin(0) pode ser determinado como
o racio entre entre cateto oposto e hipotenusa de
um tridngulo retangulo, podemos facilmente concluir
que

— . >
% —proj= /||
i ~ projy ¢
%]
VIRV |2 - [ 0 7|2

==
sl

sin(f) =

Geometricamente, podemos definir o produto veto-
. - - - >
rial de W por v', como sendo um vetor ¥ X v que
satisfaz as seguintes condi¢des:

(i) W x 7 é perpendicular aos vetores # & V.
(i) || x V|| da-nos a area de um paralelogramo,

de lados |[7]| e |[7’]].
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. - e e
Da primeira condicéo resulta que # x v" é perpen-
dicular ao plano de equacéo

IM: X=0+A0+uv, LuekR

. . v d -
Dizemos assim que # X v é o vetor normal ao
plano IT.
Para fazermos uso da segunda condicéo, suponha-
v A , ,
mos que || % X V|| dd-nos a area de um paralelogramo
— - .
de base b = ||V'|| e altura h = ||/ || sin(6). Desta inter-
~ . —> P A /
pretacéo resulta que a medida || 4 —proj- || da-nos
a altura do paralelogramo. Em particular:

e I J1R . =
170 x V|| = [[V'[| [ — proj i/ ||

Portanto a quantidade 7 x| pode ser determi-
nada partir de uma das seguintes relacdes abaixo:

(i)

e == s
[ x V|| = [[2[| ||Vl sin(6).
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(i)

e 1= e
IIu><VI|=\/IIMIIZIIVII2—|M0VI2-

Observacio 1.6.1 O mesmo tipo de construgdo geo-
métrica poderia ter sido obtido se ao invés da projecdo
. > s . .~
ortogonal proj 1, tivéssemos considerado a projecdo
ortogonal
-
roj—v wev w
— e
ST
Para este caso, iriamos concluir com base na relacao
— .=
V" - projz Vi
—
Il

- = .
que ||t x V|| corresponde d area de um paralelogramo
de base b = |[10|| e altura h = |[V’||sin(0).

sin(6) =

Para o caso bidimensional (1 = 2) temos que para

. — - - =

dois vetores © = (uj,up)e v = (vq,vy) que & X v
- - >

pode ser explicitamente calculad por U X v =

13 Veja o exercicioB da segdoExercicios.
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U1 vy — tpv1. Ou seja, em IR? tanto o produto escalar
como o produto vetorial sdo niimeros reais.
Para o caso tridimensional (n = 3), este pode ser

explicitamente calculado a partir do determinante

simbolico
> - -
i ]k
- =
U xv = det Uy Uy Uz
vy Uy Vs
- i
= (upv3—u3zvy) i —(ugv3—uzvy)j +
H

+ (wvy—uyvy)k,

-

- —

onde i =(1,0,0), j =(0,1,0)e kK =(0,0,1) cor-

respondem aos vetores unitarios, que definem os ei-

xos coordenados Ox, Oy e Oz, respetivamente.
Desta dltima equagdo facilmente se conclui as se-

guintes propriedades:

Proposicdo 1.6.1 Para quaisquer trés vetores X e 7,
e Z deR3, e um escalar A € R, as seguintes proprie-
dades sdo sempre satisfeitas:
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(i) ANTI-COMUTATIVIDADE:

- = - =
X XY =-7 XX.

(ii) MULTIPLICACAO POR UM ESCALAR:
- = -\ L=
AMX xy)=(AX)x¥.
(iii) CONDICAO DE PARALELISMO:
> >
x xy =(0,0,0)
- =
se e somente se X e Yy sdo vetores paralelos.
(iv) CONDICAO DE COPLANARIDADE:
I o e T o
Xeo(X¥xy)=ve(xxy)=0.

(v) DISTRIBUTIVIDADE:

e s s U e =
Xx(V+2Z)=Xxy+xXx2Z.
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Em R"” (n > 2) podemos também definir, para um
ponto genérico X de R", o hiperplano I1,_; de di-
mensio n— 1, que contém os pontos P e X, com base

na equacio normal
—
PX ew =0,

onde W denota o vetor normal ao hiperplano IT,,_;.

No caso bidimensional (n = 2), o hiperplano Iy,
definido em termos do ponto P = (xg,7y), e do ve-
tor normal W = (a,b), corresponde a uma reta, de

equacad'y|
Ty = a(x—x0) +b(y —y) = 0.

No caso tridimensional (n = 3), o hiperplano defi-
nido em termos do ponto P = (xg, 7y, 2g), e do vetor
normal W é dado por UXT = (a,b,c), é dado pela

equacao
Il : ax+by+cz+d =0,

14 Veja o exercicio@ da segdoExercicios.
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onde d = —axy — byy — cyp.

A semelhanga do j4 foi feito para o produto vetorial
no caso tridimensional, a quantidade PX e (u x v')
- conhecida na literatura por produto misto— pode ser
calculada a partir do determinante 3 x 3 :

X=Xy Y=Y 2Z2—Xo

—
PX .(7)(7) = det uy Uy Us
V1 %] V3
= (upv3 —v3uy)(x—xg) -
| —

=a

— (ugv3—v3u1)(y —Yo) +
~—_—
=—b

+ (uyvz—v3u;)(z—2p).
~—
=c

Observacio 1.6.2 De acordo com a definigao de pro-
. - =
duto escalar, o produto misto entre os vetores U, V e
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—
PX deTR® pode ser reescrito na forma
PX o (% x7) = [@ x 7| | PX || cos(6).

—

No caso de PX e (7 X 7) = 0, concluimos que
- = IV .~ 15

os vetores U, v e PX sdo coplanares'>| No caso de

— -

PX o(xV) %0, 0 mbdulo de PX o (1 x7V) corres-

ponde ao volume de um paralelepipedo, de arestas |17,

— v ., , .
|[V]] e ||PX ||, cuja area da base é determinada pela
— > . .
norma ||u’ x V||, ao par que a altura é determinada
pela quantidade

h=||PX| cos(B).

Adicionalmente, o racio

15 Dizemos que um conjunto de vetores sdo coplanares no caso de
estes estarem todos contidos no mesmo planoIl;.
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permite-nos determinar a distancia d(X,I1,) de um
ponto genérico X de R3 a um plan IT,.

%
Exemplo 1.6.1 Para os wvetores unitarios i =

— —
(1,0,0), j =(0,1,0) e k =(0,0,1) deR? facilmente
se verifica, pelo calculo do determinante simbdlico, que
- — - > -
(i) i xj=—]xi=
- - - 5 >
(i) j xk =—k xj =i
- - - - -
(iii) k xi=—1x1 =1
Adicionalmente, das identidades
U A - e N P
ke(ixj)=1ie(jxk)=je(kxi)=1,

concluimos que os eixos coordenados Ox, Oy e Oz de

=
R3 formam um cubo de lado 1, uma vez que || i || =
— —

ljll=1kll=1.

16 Plano é o conceito utilizado quando nos referimos a hiperplanos de
dimensdo 2.
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Exemplo 1.6.2 O processo de determinar geometri-
camente um cubo de lado 1 pode ser pictoricamente
ilustrado do seguinte modo:

Comegemos por considerar uma rotagdo de 0 radi-

anos no plano xy dos eixos i e j , no sentido anti-

s . o~ s - b d
horario. Esta rotagdo induz os vetores 1 (0) e v (6),
de coordenadas

7(0) = (cos(0),sin(6),0) & 7(9):7(9+§).

Destas ultimas relagoes, facilmente se conclui que:
(i) 7 (0) e V' (0) sdo vetores unitarios:

7 O)II> = IV (O)II” = cos(6)* +sin*() = 1.

(i) W (6) e V' (6) sdo perpendiculares entre si:

=)
B
ry
=]
E
I

cos(6).(—sin(B)) +
+ sin(0).cos(0)+ 0.0
0.
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Adicionalmente, com base nas propriedades de
produto vetorial, concluimos que

2(0)x (Ol = [w (@) I7(O)ll = 1,

ou seja, os vetores 1 (0) e V() definem um pa-

ralelogramo no plano xy, de lado 1.

Finalmente, calculando o produto misto dos veto-
H

res os vetores 1 (0), V' (0) e k , facilmente con-

cluimos que as arestas || ()|, [V (0)|| e ||?||

definem um cubo de lado 1.

Observacio 1.6.3 A conclusdo obtida no Exemplo
[1.6.2] poderia ter sido obtida diretamentd'?| através do

calculo do determinante da matriz 3 x 3:
cos(f) —sin(8) 0O
sin(B) cos(B8) O
0 0 1

51 565
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1.7 Exercicios

1. Para dois vetores genéricos X e ¥ de R”, mos-
tre as seguintes propriedades:
@ I =TI =IFIP+ITI?-27 o 7.
b) I+ VIP =X+ TP +27 o Y.
© I% +FI2+ 1% =TI =271+ 2711
() XLY sse X =7 I> = X112 + 1V
(€ XL sse ¥ =Fl=II¥ + 7
() XLV sse|[ X[ =1Vl

2. Para um vetor 7 = (a, b) ndo nulo de R?, mos-
tre que existe um 7 > 0, e um 0 < 0 < 7 tal

que:
(a) proj—l>7 =(rcos(0),0) e
proj77 =(0,7sin(0))
b) W —proj77 = (-rsin(0),rcos(0)) e
- proj7>7 = (rcos(0),rsin(0)).
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(c) Estabeleg uma relacio entre os resulta-
dos demonstrados nos itens anteriores, e
os resultados demonstrados nos itens (d),
(e) e (f) do exercicio[1] Interprete-os geo-
metricamente.

3. Para os vetores 7, 7 e Z do Exemplo
(a) Calcule as quantidades 7 °Z, proj77 e
proi 7.
(b) Calcule a distancia do ponto Q = O + 7 a
reta R de equacéo

R : (xl,XZ,X3) = t?,t eR.

(c) Calcule a distancia do ponto R = O + Za
reta S de equagao

S (Xl,X2,X3) = t7,t eR.

80 exercicioE] &o exercicio correspondem a uma reformulagdo
de um exercicio gentilmente cedido pelo Professor Gil Bernardes,
da Universidade de Coimbra (Portugal).
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(d) Calcule os dngulos formados pelos vetores
7 e Z, e entre as retas R e S dos itens
anteriores.

(e) Calcule o produto vetorial 7 X Z eaequa-
¢éo do plano IT que contém os vetores 7

H
e z.
(f) Calcule o produto misto X e (7 x7Z) e
angulo formado pelos vetores X e Z x 7

4. Para a funcio ¢ : R — R definida na Secéo
Angulos entre Vetores:

(a) Calcule a primeira e a segunda derivada de

Q.
(b) Mostre que a fun¢io ¢ atinge o seu minimo
e
U ev
no ponto f = — =
1771l

(c) Estabeleca uma relacdo tangivel en-
tre o problema de minimizacdo ¢t =
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argmin, pP(t), resolvido no item ante-

rior, e o Problema da Secio

Projecio Ortogonal.

5. Averigue em cada item se os dngulos formados
pelos vetores 7 e v de R* sdo agudos, retos
ou obtusos.

() W =(2,1,-1,2)e ¥ =(3,-1,-2,1).
(b) ¥ =(1,2,1,-1)e v =(-2,3,-5,-1).
6. Determine ||’ x V|| para os vetores U e v

dos itens (a) e (b) do exercicio anterior.

7. Dado um vetor W= (1,0,1) de R3, determine
H
ovetor v = (a,b,c) tal que:

A -— >, .
(a) O angulo formado por # e V" é de F radi-
anos.

(b) O angulo formado por 7/ e ¥ é de % ra-
dianos.
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(c) O volume do paralelepipedo, de arestas
”7”5 ||7|| € ”(_1; \/gy 0)” é igual al.

8. Estabeleca a relagéo o hiperplano I'1;, de equa-
cioax+by+c=0e:

(a) A retasecante ao grafico de uma funcéo f :
X — R, que passa pelos pontos (xg, f(x())
e (XO + h,f(xo + h))

(b) A reta tangente ao grafico de uma fun-
cdo [derivavel] f : X — IR no ponto

(x0, f (x0))-

9. Para dois vetores genéricos # = (a,b) e v =

(C, d) de ]RZ:
(a) Determine a relacio entre |77 x V|| e o

determinante da matriz M = ( 4 Z )
c

(b) Determine para que valores a,b,c,d € R
- >
setem ||t x V|| =1.
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Dica: Use o exercicio[2]

10. Para o produto misto W e (7 x V) entre os
— —
vetores ¥ = (uy,upusz), v = (v1,Vp,V3) €
W = (wy, w,, w3) de R3, mostre que o volume
, - = —
do paralelepipedo de arestas || /||, |[ V]| e ||w ||
é igual a |det M|, onde M denota a matriz

wyp wy; wj3
M = uy Uy Us
vy V2 VU3
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There are more things in heaven and earth, Horatio,
than are dreamt of in your philosophy.

—em ’A Tragédia de Hamlet, Principe da Dinamarca’
de William Shakespeare

2.1 Fungdo e Grafico

Iniciaremos o estudo de fung¢des de varias variaveis
comecando pela introducio dos conceitos de funcdo

e grafico:

Definicio 2.1.1 (Func¢ao) Seja () um subconjunto
de R". Uma fungao de n variaveis é uma correspon-
déncia que associa cada n—uplo X = (x1,x5,...,%,) do
conjunto Q) tinico niimero real f (X) € R.

O conjunto Q é o dominio de f e o seu contrado-

minio (ou conjunto imagem) é o conjunto de pontos

f(Q):={f(X) : XeQ]
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Exemplo 2.1.1 Seja h(P) a altitude de um ponto P
da superficie terrestre. Se considerarmos como coorde-
nadas a latitude O e a longitude ¢ vem que P = (0, @)
e que h(P) = h(0, @) é uma funcao de duas variaveis
que toma valores reais.

Exemplo 2.1.2 A temperatura T, num determinado
ponto no espago, de coordenadas (x,y,z) pode ser asso-
ciada a uma funcdo real de trés variaveis, que a cada
(x,,2) associa o valor T = f(x,y,z). Se adicional-
mente quisermos medir a temperatura T no ponto de
coordenadas (x,v, z), num determinado instante t, tere-
mos de definir f como uma fungdo de quatro variaveis
x,9,z et, que a cada 4—tuplo (x,v,z, t) associamos um
valorT = f(x,v,2,t).

O grafico de uma fungio de varias variaveis pode
assim ser definido, de modo analogo ao que ja foi feito
para funcéo de uma s6 variavel. Para tal, comecemos
por observar que o espaco Euclidiano R"*! pode ser
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definido recursivamente como o produto cartesiano
do conjunto Wy = IR" com o conjunto W, =R :

R™ = (X, x,,1) : X€R" & x,,; €R}.

Definicao 2.1.2 (Grafico de uma Funciao) Dada
uma fungao f : QQ — R de dominio ) CIR", o grafico
de f é um subconjunto de R"*!, dado por:

Gr ={(X,x,11) eR™ 1 X€Q & x,41 = f(X)).

Usualmente, escrevemos x,,; = f(X) para tor-
narmos explicito que o valor que f toma no ponto
X = (x1,%p,...,%,) corresponde a uma coordenada
do eixo Ox,,,1.

Exemplo 2.1.3 (Equacio da Circunferéncia)

Em R?, considere a circunferéncia de equagio

x% + yz = 1. Note que y pode apenas ser escrito

como uma fungdo de x para valores dey >0 ouy < 0.
No primeiro caso, temos f(x) = V1 —x2. No se-

gundo caso temos f(x) = —V1 —x2. Em ambos os
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casos, o valor de f corresponde a uma coordenada do
eixo Oy.

No caso de pretendermos escrever x como uma fun-
¢do de v, teremos de usar o mesmo raciocinio que utili-
zamos no caso anterior. Para tal, teremos de considerar
uma das seguintes restri¢oes: x > 0 ou x < 0.

Estas restrigoes conduzem naturalmente a funcoes
definidas pontualmente pelas equagdes x = /1 —y?
(x>0)ex=—4/1-92 (x <0), ou seja, o valor das
funcgoes obtidas pode ser representado como uma coor-
denada positiva/negativa do eixo Ox.

Exemplo 2.1.4 (Equacio do Plano)
Consideremos a fungio f : R?> — R definida por
f(x,y)=-x—-2y+1. Ografico Gy C R3 ¢ dado por

Gr = lxp2)eR’ : z=f(xyp))
= {(09,2)eR’: x+2p+2z-1=0}.

Recordando as nogoes de geometria analitica intro-

duzidas na seao (1.4 do Capitulo[1] vemos que Gy
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representa a equacgdo de um plano perpendicular ao
vetor 7V = (1,2,1) que interseta os eixos Ox, Oy e Oz
nos pontos (1,0, 0), (0, %, 0) e(0,0,1). A intersegao de
Gy como planosxy (z=0), xz(y=0) &yz(x=0)
corresponde as retas de equagiox =1-2y,z=1-x
ez =1- 2y, respetivamente.

Observacio 2.1.1 (Graficos de Planos) A repre-
sentagdo grafica de qualquer plano, de equacdo

IT:ax+by+cz+d=0

pode ser obtida, ou a partir de trés pontos do plano
— pontos esses que permitem determinar dois vetores
diretores do plano— ou aternativamente, a partir a in-
terse¢do de Il com dois dos eixos coordenados, tal como
ilustrado no ficheiro GeoGebra

EquacaoPlano.ggh
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2.2 Grdficos de Superficies Cilindricas

Nesta secdo iremos estudar o grafico de superficies
cilindricas (ou simplesmente cilindros). Estas superfi-
cies podem ser representadas em IR® como superficies
geradas por uma curva plana — denominada por di-
retriz— paralelamente a uma reta fixa — denominada
por geratriz.

Por uma questéo de simplicidade iremos apenas
considerar as diretrizes situadas nos planos xy, xz
e Yz, e geratriz como sendo uma reta paralela aos
eixos coordenados Oz, Oy e Ox. Para estes casos,
uma superficie cilindrica é definida por uma equacéo
onde figuram apenas duas das trés coordenadas do
plano xyz.

Em concreto, para um ponto P = (a,b,c) de R3e
um plano IT definido em termos do vetor normal ¥,
definimos o eixo £-; de uma superficie cilindrica com
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base na equacdo norma:ﬂ
ﬁ «7 =0.

Na notagéo acima X = (x,y,z) denota um ponto
L 3 > . i
genérico de IR°, v" um dos vetores diretores i, j , k,

—
e PX o vetor de coordenadas
PX = (x—ay-bz—-c).

Decorre naturalmente condicdo de perpendiculari-
dadée?]
— = —
PX 1L PX —proj PX

5 s A I
que os vetores PX —proj» PX e v sdo paralelos

entre si, e por conseguinte o eixo £ pode ser repre-

! Reveja a segéofingulas e Vetores do Capl'tulo Vetores e a
Geometria do Espago R".

2 Reveja a construgdo de projegio ortogonal obtida na seg&o
Projecdo Ortogonal do Capitulo[1] Vetores e a Geometria do
Espaco R".
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sentado em termos da equacdo paramétrica
—_—> —_—>
£ : PX —proj7 PX = A7V, A eR.

Iremos de seguida classificar as familias de super-
ficies cilindricas, geradas a partir de uma funcéo
f : Q — R. Estes casos podem ser catalogados do
seguinte modo:

(i) Plano xy e eixo 57:

A equacdo f(x—a,y—b)=0,ouy—-b =g(x—a)
na forma explicita, representa uma superficie
cilndrica com reta geratriz paralela ao eixo Oz,

e diretriz
Vxy ¢ f(x—a,y-b)=0ez=0.

H
Para este caso escolhemos k = (0,0,1) como
vetor diretor da reta geratriz. Em particular,

H
5’? : (xv,2)=(a,b,0)+ Ak, eR
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corresponde ao eixo da superficie cilindricd’| de
equacio

S: f(x—-ay-b)=0.

Plano xz e eixo 57:

A equacdo f(x—a,z—c)=0,ouz—c=g(x—a)
na forma explicita, representa uma superficie
cilindrica com reta geratriz paralela ao eixo Oy,
e diretriz

Viz t f(x—a,z—-¢c)=0ey=0.

ﬁ
Para este caso, escolhemos j =(0,1,0) como
vetor diretor da reta geratriz. Em particular,

H
57 t (%v,2)=(a,0,c)+Aj,AeR

3ou §:y-b=g(x—a)paraocasode f(x—a,y—b)=y-b—
glx—a).
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(iii)

corresponde ao eixo da superficie cilindricd?]| de
equacio

S: f(x—az-c)=0.

Plano yz e eixo &—:
1

Aequacdo f(y—b,z—c)=0,ouz-c=g(y-b)
na forma explicita, representa uma superficie
cilindrica com reta geratriz paralela ao eixo Ox,
e diretriz

Vyz : f(—bz—c)=0ex=0.

-
Para este caso escolhemos i = (1,0,0) como
vetor diretor da reta geratriz. Em particular,

%
5? t(x9,2)=(0,b,c)+Ai, A eR

4ou S : z—c=g(x—a) paraocasode f (x—a,z—c) = z—c—g(x—a).
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é o eixo da superficie cilindricdd| de equacio

S:f(yv-bz-c)=0.

Exemplo 2.2.1 (Cilindros vs. Circunferéncias)
Para um ponto P = (a,b,c) de R3, e para a constante
r > 0, as retas diretrizes

Viy - (x—a)2+(y—b)2:r2 ez=0

Vyz (y—b)2+(z=c)’=r? e x=0

Viz - (x—a)l+(z-c)?=r% e =0
correspondem a representacoes da equacdo da circunfe-
réncia de raio r nos planos xy, Yz e xz respetivamente.
Estas induzem cilindros em torno dos eixos 5?, 5?

e 87, respetivamente. Este resultado pode ser visuali-

zado, a partir do Ficheiro GeoGebra

CilindrosElipticos.ggb.

Sou S : z—c =g(y-b) paraocasode f (x—a,z—c) = z—c—g(y-b).
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Exemplo 2.2.2 (Cilindros vs. Conicas) As super-
ficies conicas (elipses, parabolas e hipérboles) também
nos permitem definir superficies cilindricas dos seguin-

tes tipos:

(i) CILINDROS ELIPTICOS: Se a intersecdo de S com
um dos eixos coordenados (diretriz) nos da a equa-
¢do de uma elipse.

(ii) CILINDROS PARABOLICOS: Se a interse¢do de S
com um dos eixos coordenados (diretriz) nos da a
equagdo de uma parabola.

(iii) CILINDROS HIPERBOLICOS: Se a intersecdo de S
com um dos eixos coordenados (diretriz) nos da a
equacgdo de uma hipérbole.

No ficheiro GeoGebra

CilindrosElipticos2.ggb
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podera encontrar exemplos de CILINDROS ELIPTICOS,
cujas diretrizes sdo os proprios eixos coordenados Ox,
Oy e Oz.

No ficheiro GeoGebra

CilindrosParabolicos.ggb

podera visualizar o grafico de dois CILINDROS PARABO-
LICOs, gerado a partir das parabolas, de equagdo

x-a=(y-b? & z-c=(y-b)>
Finalmente, no ficheiro GeoGebra
CilindrosHiperbolicos.ggh

podera encontrar um grafico de um CILINDRO HIPERBO-
LICO, gerado a partir da hipérbole de equagdo

(x—a)*> - (y-b)*> =12
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Exemplo 2.2.3 (Fun¢des Trigonométricas)
Considere as seguintes diretrizeﬂ no plano xy :

Vay 1 ¥—b = cos(x—a), ez=0
Iy : x—a = cos(y-b), ez=0

No primeiro caso, a geratriz yy, € induzida pelo
grafico da funcao g(x) = b+ cos(x — a), enquanto que
a geratriz I, € induzida pelo grafico da funcdo h(y) =
a+ cos(y —b). Em ambos os casos, as geratrizes sdo
obtida por translagoes horizontais e verticais da fungdo
cosseno no plano xy.

Para o caso de termos a < x < a+ T, tem-se que Ly
da-nos o grafico da inversa de g, no plano xy.

Pese embora o fato de o conjunto

{(cos(x—a)+b,x) : xeR}

6 Para representar Vxy €Ly em GeoGebra, foi utilizado o comando
CurvalImplicital[ <f(x, y)> ].
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ndo definir, em geral, o grdfico de uma fungdo no plano

xy, podemos obter o grafico da superficie cilindrica as-

sociada a I, fazendo uma permuta entre a primeira e

a segunda coordenada do ponto P = (a, b, 0), na equa-

¢do da reta diretriz (eixo da superficie cilindrica 5? )
Ou seja,

Fo i (69,2)=(b,a,0)+ Ak, AeR

corresponde ao eixo da superficie cilindrica, de equagao
T : x—a=cos(y-D).
Este fato encontra-se ilustrado no ficheiro GeoGebra
CilindrosCos.ggb

Analogamente, podemos usar o mesmo raciocinio
para encontrar o eixo de uma supericie cilindrica, de
equagao

7 :x-a=g(y-b),
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a partir do eixo da superficie cilindrica
S:y-b=g(x—-a),
como foi ilustrado em
CilindrosSin.ggh

para a fungdo seno.

Observacio 2.2.1 Ao contrario do Exemplo[2.2.1] e
do Exemplo[2.2.2} em que foi possivel representar com-
putacionalmente o grafico das superficies conicas, o
recurso a softwares computacionais ndo nos permite,
em geral, representar graficamente o grafico de tais su-
perficies, embora no caso particular do Exemplo|2.2.3|
pudéssemos desejar manualmente o grafico das super-
ficies cilindricas, ‘deslocando’ continuamente o grafico
das diretrizes yy, e Ly, perpendicularmente aos eixos
Ep e Fp, respetivamente.

Para contornar esta limitagdo, iremos abordar mais

d frente, na se¢ao|z.4 Conjuntos de Nivel, uma forma
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alternativa de representar alguns dos valores do grafico
de uma funcgao, de duas ou trés variaveis.

2.3 Graficos de Superficies de
Revolucao

Uma superficie de revolugdo corresponde essencial-
mente a uma superficie obtida pela rotacdo da geratriz
em torno do eixo de rotagdo Ot, denominado por eixo
de revolugdo.

A equacio da superficie de revolugdo S é definida
para fungdes f : QO — R (Q C R?), com base na
equacio

S: f(r,t—c)=0

nas variaveis r e t, onde r é, a menos de um sinal
(+), a distancia Euclidiana ||W|| = Vu? +v? entre
) pont O = (0,0) e um ponto genérico de R?, de
coordenadas P = (u,v).

7 Origem do referencial cartesiano, de eixos Ou e Ov.
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Em RR3 os eixos de revolucio correspondem aos ei-

xos coordenados Ox, Oy e Oz, gerados pelos vetores
- - -

diretores i =(1,0,0), j =(0,1,0)e kK =(0,0,1),

respetivamente. Por seu turno, uma vez que os pla-

I
nos coordenados xy, xz e yz admitem k, j e i,

respetivamente, como vetores normais resulta que:
(i) Oz é perpendicular ao plano xy.
(ii) Oy é perpendicular ao plano xz.

(iii) Ox é perpendicular ao plano yz.

Daqui resulta que:

(i) Asequacdes da forma f(+4/x2+7y%,z—¢c)=0
definem superficies de revolug¢do em torno de Oz.
Em particular, S : x?+y? = g(z—c)? para o
caso da geratriz ser dada por uma das seguintes
equacgoes:

x=g(z—c)ouy=g(z—c).
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(ii) As equagdes da forma f(+Vx?+2z2,y-¢)=0

(iii)

definem superficies de revolugdo em torno de

Ovy.

Em particular, S : x?+2% = g(y —¢)? para o
caso da geratriz ser dada por uma das seguintes
equagoes:

x=g(y-c)ouz=g(y—oc).

As equacdes da forma f(++/y2+2z%,x—¢) =0
definem superficies de revolugdo em torno de

Ox.

Em particular, S : y? +2z% = g(x —c)? para o
caso da geratriz ser dada por uma das seguintes
equacoes:

y=g(x—c)ouz=g(x—c).
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Exemplo 2.3.1 (Parabolédide Eliptico) O grafico
da funcdo f : R? — R, definida pontualmente por

fxy)=a(x?+y%) +c

representa um paraboldide eliptico.
Note que a interse¢do de

Gr={(x,y,2) € R : z= a(x2+y2)+c}

com os eixos xz e Yz correspondem as parabolas de
equagdo z = ay2 +cez=ax’+c, respetivamente.
Note ainda que o minimo [global] de fungdo f é
atingido no plano de equagdo z = ¢ para o caso de
a> 0. Para o caso de a < 0, temos que maximo [global]
de funcdo f é atingido no plano de equagdo z = c.
No ficheiro

Paraboloide.ggh

pode encontrar representagoes de G, para diferentes
valores de a e c.
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Observacio 2.3.1 O problema de encontrar uma ge-
ratriz a partir de uma superficie de revolugdo S consiste

essencialmente em zerar uma das variaveis u e v do

2 2 2

termo quadratico r- = u” +v-.

Exemplo 2.3.2 (Cone de Revolucio)
Consideremos a fungao f : QO — R, definida pon-
tualmente por f(x,v) = 2 — 34/x? + y2, de dominio

Q= {(x,y) eR? : x?+y° < 121}.

Neste caso tanto o dominio () como os valores de
f(x,v) sao apenas especificados em termos da distancia

de (x,v) a origem ||(x,v)|| = \/x?+v?. De fato, os

conjuntos
Gy = [ (x,9,2) eR3 : (x,1)eQ & z=f(x) '
e

{(6p,2)eR ¢ (<11 z=2-3||(x, )l }
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sdo iguais.

Se considerarmos agora o semi-plan(ﬁ (r,2),r >0,
temos que z=2—3r (0 <r <11) da-nos no plano rz
um segmento de reta definido pelos pontos (0, 2) (para
r=0)e(11,-31) (parar =11).

Podemos entdo concluir que Gy € uma superficie de
revolugao que se obtém rodado p.e. o segmento de reta
z=2-3x,0<x<11, em torno do eixo Oz.

Como resultado obtemos uma superficie conica, de
vértice (0,0, 2), que pode ser visualido a partir do fi-
cheiro GeoGebra

ConeRevolucao.ggh

Observacio 2.3.2 (Cone de Revolucdao) A super-
ficie de revolugdo associada ao exemplo anterior, cor-
responde a parte inferior de um cone eliptico.

8 Note que r = ||(x,v)|| = 0.
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Este tipo de superficie quadrica pode ser definido a
partir de uma das seguintes equacgoes:

(z—¢)? =d(x*+p%),
(v- c)2 = al(x2 + 22),
(x— 6)2 = d(y2 + 22),

onded > 0.
Reciprocamente, para determinar a representacdo

grafica dos cones elipticos ilustrados no ficheiro Geo-
Gebra

ConesElipticos.ggb

tera de considerar uma das seguintes equacdes para a
reta geratriz:
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(a) SUPERFICIE EM TORNO DO EIxo Ox 1yz
(i) Para valores de x > c : Geratriz de equagdo
y=d|x—c|
(ii) Para valores de x < c : Geratriz de equacdo
y=—d|x—c|
(b) SUPERFICIE EM TORNO DO E1xo Oy 1 xz
(i) Para valores dey > c : Geratriz de equacdo
z=dly—c|
(ii)) Para valores dey < c : Geratriz de equacdo
z=-dly—c|.
(c) SUPERFICIE EM TORNO DO EIx0 Oz 1 xy
(i) Para valores de z > ¢ : Geratriz de equagdo
x=d|z—c|
(ii) Para valores de z < c : Geratriz de equacio

x=-d|z—c|.
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2.4 Conjuntos de Nivel

Como alternativa ao grafico, podemos recorrer aos
chamados conjuntos de nivel da funcgéo para visualizar
o seu comportamento. Tais conjuntos correspondem
os pontos do dominio onde o valor de uma fungéo é
igual a uma constante.

Definicdo 2.4.1 Sejam f : Q) — R de dominio () C
R", e k uma constante real pertencente a f(€))— con-
tradominio (ou conjunto imagem) de f. O conjunto de
nivel associado a k é dado por

Co={XeQ : f(X)=«}

Observacio 2.4.1 Convém realcar que, ao contrario
do grafico de f, os conjuntos de nivel sdo pontos de R",
que formam um subconjunto de ().

Em concreto, C,. C () corresponde a interseg¢do do
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grafico de f (conjunto Gy C IR"“,H com o hiperplano
T ={(X,x,1) € R™ 2 x,p0q = 1),

Exemplo 2.4.1 Para a fungao f (x,y) = —x -2y +1
do Exemplo|2.1.4} os conjuntos de nivel de f sdo dados
por

Cy {(x,y)eIRz:—x—2y+1:1<}

1 1-x
2
xV)ER” : v=—=x+ },
{ (%) y=—5%+t—
Por outras palavras, para cada k € R o conjunto de
nivel C,. corresponde ao grafico da reta, de declive —%,
. . 1-x
e ordenada na origem igual a —~.
Ao esbocarmos alguns dos conjuntos de niveis para

alguns valores de k € R (por exemplo, para k¥ =

9 Reveja a definicao de Gf no inicio da segdoFung:do e Grdfico.
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-2,-1,0,1,2), podemos facilmente perceber que C,
gera uma familia de retas paralelad™| entre si.

Exemplo 2.4.2 A funcdo f(x,v) = 1 —2x> - 292 de-
fine no plano xyz um paraboléide eliptico (veja Exem-

plo[z.3.1).

Os conjuntos de nivel associados f correspondem a

C

{(xy)eR? : 1-2x2 -2y =i |

{(x,y)e]R2 D X2yt = 1;K }

Note-se que para valores de k > 1, o conjunto C,, é
vazio, e que para k = 1, o conjunto C; coincide com o

conjunto singulaf™]{(0,0)}.

10 Retas com o mesmo declive sdo obviamente retas paralelas entre
si. De fato, todas as retas de equagdo y = —%x + PTK sdo determi-
nadas a partir do vetor normal = (%, 1). Para tentar entender
esta observacgdo, resolva em paralelo o exercicio@ da segdo
Exercicios (Capitulo para o caso em que f(x) = ax+D.

1 Dizemos que um conjunto é singular se este tem apenas um tnico
elemento.
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No caso de k < 1, podemos descrever geometrica-
mente os conjuntos C,. como circunferéncias concéntri-
cas de centro (0,0), e raior = I_TK

No ficheiro GeoGebra

CircunferenciasConcentricas.ggb

pode encontrar uma representagdo pictorica do conceito
de circunferéncias concéntricas.

Exemplo 2.4.3 Considere a fungio g : R® — R defi-
nida por

g(x,9,2) = —2x%> = 2p% + 2x — 2y

Note que no plano xy a equagdo anterior define uma
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conica. Com base nas identidades binomiai{"?]

t24+2ct = (t+c)*-c?
b
at’> +bt = a(t2+—t)
a
t+ b ’ b2
= a ] - —
2a 4a

b
[substituigdo c= >a na eq. anterior|.
a

podemos reescrever 3| a fun¢ao g na seguinte forma:
1)\? 1)\?
0,2)=1=-2(x—=) =2ly+=] .
803:2) (r-3) -2(v+3)

Ou seja, g(x,v,2) = f (x - %,y + %) onde f ¢éa fun-
¢ao do Exemplo[2.4.2} Desta iltima relagdo podemos

12520 em at? + bt.
N
3 A férmula de Bhaskara x = w (b2 > 4ac) é uma con-

a
2
sequéncia da identidadeat2+bt+c:a(t+ %) b 4”( #0).
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concluir que, para diferentes valores de x, a equagdo

2xy,z)-xk=0

define uma familia de superficies cilindrica"¥ Adicio-

nalmente, para valores de k < 1, o conjunto de nivel

Cy {(x,y,z)eIR3 : g(x,y,z):K}

{(x,y,z)eIR3:(x_%)2+(y+%)2: 1;1{}

define uma familia de cilindros concéntricos em torno

do eixo

£t (x .z)—(1 10)+A?Ae1R
P 7}); - 2; 2; y .

No ficheiro GeoGebra

CilindrosConcentricos.ggb

4 Reveja o Exemplo da secdo|62| Graficos de Superficies

Cilindricas
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pode encontrar uma representagdo pictorica do conceito
de cilindros concéntricos.

Por uma questao de simplicidade na visualiza¢ad™|
consideramos valores inteiros de I_TK, compreendidos
entre 1 e 10, e cilindros definidos pela equacao

Al
ma) Ty T

Exemplo 2.4.4 Paraafungao f(x,y) = 2—/x% + y?

de dominio

Q :[(x,y)elR2 c x4yl < 121}

temos que

Cy {(x9)eQ : f(x,y)=x}

= {(xy)eR*:/x2+y2=2-x
& 0< x?+y? <11}

15 Por defeito, o Geogebra representa equagdes da forma (x—a)?+ (y—
b)? = 12 como circunferéncias no plano xy, e ndo como cilindros.
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Dagqui se conclui que no caso de x < =9 ou x > 2,
Ci =0, e que para xk = 2 temos C, = {(0,0)}.

Para o caso de —9 < « < 2, obtemos uma familia de
circunferéncias concéntricas, de centro (0,0).

2.5  Dominios

Conhecer o dominio de fungéo é de importancia fun-
damental para representar o seu grafico, e determinar
os respetivos conjuntos de nivel, abordados na secéo
Seguem alguns resultados que nos permitem
simplificar o nosso estudo:
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() SomMA/SUBTRAGAO DE FUNGOEs: Se (2f CIR" e
Qg C R” séo os dominios das fungdes f e g,
respetivamente, entdo o dominio de f + g e de
f — g é dado pelo conjunto

QfﬂQg.

(ii) MULTIPLICAGCAO DE FUNGOEs: Se Oy C R" e
)y C R" séo os dominios das fungdes f e g,
respetivamente, entdo o dominio de f g, é dado

pelo conjunto
Qf N Qg.

(iii) DrvisAo DE FUNGOES: Se Oy CR" e Q, C R”
sdo os dominios das fungdes f e g, respetiva-
mente, entdo o dominio de T é dado pelo con-

junt
(QrNQ)\{X eQy & g(X) =0}

16 Isto ¢, temos de excluir os pontos X do dominio de g, para os quais
g(X) da zero.
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(iv) ComprosICAO DE FUNCOES:

Por outro lado, conhecer o dominio da composi-
¢do de uma fungdo real de variavel real h: Q) — R
(Qp, € R) por uma fungdo g : O, — R (Q; € R")
permite-nos estudar dominios e contradominios de
func¢des de varias variaveis, a partir de resultados e
caraterizagGes que teve oportunidade de estudar nos
cursos de Bases Matematicas (BM) e Funcoes de Uma
Variavel (FUV) e, por conseguinte, resolver grande
parte dos exercicios da se¢do[2.6| Exercicios.

Em concreto, o dominio da fung¢do composta f =
hog é dado pelo conjunto

Qf={XeR": X€Q, e g(X)eQy}.

Na tabela seguinte vamos exemplificar o calculo
do dominio de (hog)(X) := h(g(X)) para casos em
que h: Qj — R (Qp € R) é uma fungéo conhecida.

92 ‘ 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

h(t) (hog)(X) Calculo Q4
1 ﬁ gX)20eXeQ,
1 §X) | XeQq
\t 2(X) gX)>0eX e,
G sX) | xeq,
X/t Vg (X) g(X)>0eXeQ,
2nlfy 2nm Xe Qg
at a8X) XeQ,
log,(t) | log,(g(X)) | g(X)>0eX eQ,
sin(t) sin(g(X)) | X€Q,
cos(t) cos(g(X)) | X€Qy
tan(t) tan(g(X)) | cos(g(X))=0eX €,
cot(t) cot(g(X)) | sin(g(X))=0e X €Qy,
sec(t) sec(g(X)) | cos(g(X))=0e X €Q,
cosec(t) | cosec(g(X)) | sin(g(X))=0e X eQy
arcsin(t) | arcsin(g(X)) | -1 <g(X)<1eX e,
arccos(f) | arccos(g(X)) | -1 <g(X)<1eXeQ,
arctan(f) | arctan(g(X)) | X € Q,
arccot(t) | arccot(g(X)) | X € Q,
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2.6 Exercicios

Os primeiros oito (08) exercicios que se seguem foram
retirados da|Lista 1 de FVV (2015), do Prof. Mauri-
cio Richartz. Dicas para a resolugéo de cada exercicio
podem ser consultadas, clicando em listaidicas.pdf,
Os restantes (exercicio 9. em diante) correspon-
dem a adaptacdes de exercicios gentilmente cedidos
pelo Prof. Gil Bernardes, da Universidade de Coim-
bra.

ExERcicios PRoF. MaURiciO RICHARTZ

1. Identifique e esboce as curvas abaixo no plano
xy.
(@) 9x>—6x+4y2+2=0
(b) v+2x%+4x+3=0,
() 3x+2y—-4=0,
(d) x=—+1-92
(e) v=V4—4x?,


http://hostel.ufabc.edu.br/~mauricio.richartz/Arquivos/FVV/2015_01/lista1.pdf
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(f) 16x>-9y% =-144,
(8) 2x*+ 3y2 =6,

(h) > +3y+x+7=0,
(i) 4x%+4y>+4y=0,
() —2x>+4y>+4y =0,

2. Identifique e esboce as superficies abaixo.

(@) x%>+2z2=5,

(b) 25x2+4y?+2z2 =100,

(c) 25x%+4y?+22-22=99,
d z=1-9°

(e) x=y?+4z%,

(f) x%=yp?+422

@ x=y*-2°

(h) —x?+ 4y2 —z2 =4,
(i) 9x?-y?+2z2=0,
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() 4x2+9y2+z:0,
(k) 4x>-16y°+2z> =16,
) z=x+p+1,

(m) z=seny,

) z=vx7+y2

(0) x=+/1-22-792,

() x+y=1

3. Esboce o grafico e as curvas de nivel das se-
guintes fungdes:

@ f(xp)=3.

b) fxy)=1-x-p.
(© f(x)=cos(x).

@ floy)=1-x%

(0 flxy)=3-x>-yp%
) flx,p)=4x*>+y>+1
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©® flxy)=1-x2-2.
(h) f(x,9)= X2t p2.
() fxp)=y10-x—p2.

4. Esboce as superficies de nivel das seguintes

fungdes para os valores de k indicados (i.e. es-
boce o grafico de f(x,y,z) = k):

(@ f(x,9,z2)=x [k=0,4+1]

) f(x,v,z)=x+y+z [k=0,+2]
(© flxyz z) = x? +y9 [k=0,1,4]

d f(x,yz)=x>+y2+2%2 [k=0,1,4]
€ fxvz)=x>-y*+z> [k=0,%1]

5. Determine o dominio das funcdes abaixo e es-
boce a regido do plano/espaco correspondente:

(@ f(x,p)=In(x+2y-2),

(b) fx,y :ln(\/3x2+2y - )
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© f(x,y)= \/ﬁ,

d flxy)= ﬂ
€ f(xp)=1-x2-p?)(x2+y2-4),

1

) flxp,2)= m,
(® f(xp2)=+x2+p2-22-1,

6. Determine (i) o dominio (esboce a regio cor-

respondente) e (ii) a imagem das das funcdes
abaixo. (iii) Esboce as curvas de nivel C; da

funcéo para os valores k indicados (i.e. esboce

o grafico de f(x,p) = k).

@ f(xy)=x?-p* [k=4+3,2,+1,0]
1 11
0) foy)= o [k=100,10,1,3,

© f(x,y)=x>+4y>+4y [k=-1,0,4,16]
(d) f(x,v)=cos(x+v) [k——l 0,;,(, ]
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e f(xy)=v>-x [k=0,%1,+2]

(f)
()

f(x;}]) = eyz_x [k — 1;€i1,ei2]
flx,y)=e"¥ [k — 1,ei1,ei2]

7. APLICACOES EM Fisica

(a)

Uma camada fina de metal, localizada
no plano xy, tem temperatura T(x,y) no
ponto (x,v). As curvas de nivel de T sédo
chamadas de isotérmicas porque todos os
pontos em uma isotérmica tem a mesma
temperatura. Faga o esbogo de algumas iso-
térmicas se a funcdo da temperatura (em
°C) for dada por T(x,y) = 100/(1 + x? +
292).

Se V(x,y) é o potencial elétrico de um
ponto (x,v) do plano xy, as curvas de ni-
vel de V sdo chamadas curvas equipoten-
ciais, porque nelas todos os pontos tem
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o mesmo potencial elétrico. Esboce algu-
mas curvas equipotenciais de V(x,y) =

¢/+/r? —x% —y?, onde ¢ é uma constante

positiva.

8. Nos itens abaixo é necessario utilizar algum
site ou programa de manipulacdo matematica
para fazer o esboco dos graficos das fungdes
de duas variaveis.

(a) Esboce o grafico das fungdes g(x) = x,
g(x) = %, g(x) = Inx, g(x) = senx, g(x) =
1/x. Em seguida, a partir de cada fun-
cdo g(x), construa a funcdo f(x,y) =
g(y/x?+p?) e esboce seu grafico no
site/programa. Por exemplo, para g(x) =
Inx teremos f(x,v) = In(y/x?+y?). Ob-
serve as caracteristicas comuns aos gra-
ficos das funcdes f(x,y). Vocé consegue
detectar alguma simetria presente em to-

dos os graficos de f(x,y)? A partir de duas
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observacdes, conjecture como se faz para
obter o grafico de f(x,v) = g(\/x*+v?) a
partir do grafico de uma funcdo qualquer
g(x).

(b) As fungdes f(x,p) = xy> - x3 e f(x,y) =
xy3 - yx3 sdo conhecidas, respectivamente,
como sela de macaco (“monkey saddle") e
sela de cachorro (“dog saddle"). Esboce o
grafico dessas fungdes e pesquise na inter-
net o porqué desses nomes.

ExERcicros PrRor. GIL BERNARDES

9. Descreva geometricamente o dominio das se-
guintes fungdes:

@ f(xy)=;75%

() flxp)= L

1-x2—y?

(© f(x,v)=1In(xy)
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10.

d) f(x,y)= "3—3 +arcsin(y + 3)

(@) f(x,p,2)=4-x2—7y2-22

B fx2+y2—1
® flxy)= iy 2x
() f(x,)=In[xIn(y-x?)]
(h) f(x,9) =In[(16 —x* -p?)(x* + p* - 4)]

sin(x* +p°)
x4+ 90

P+ V1l-x se x<0.

Esboce os graficos das fungdes seguintes, e em

se x>0

@ flxy)=

seguida alguns dos seus conjuntos de nivel.
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@ flxy)=x°

() flxy)=—yxZ+y2-1
©® f(xy)=-1+x7+p?
(h) f(xy)=y-1

11. Com recurso ao GeoGebr procure repre-
sentar alguns dos conjuntos de nivel para as

seguintes fungdes:
@) f(x,9,2)=x2+y? +22

12
0) flopz ="

© f(xy,2)=x*+y* -z
d) f(x,9,2)=A-x2-y2-22
(@) f(x,v,2) = \flog(x? +p? - 222).

17 Tome a liberdade de baixar o GeoGebra no seu computador, a partir

(v+2)>
9

do link https://www.geogebra.org/download. Caso esteja com o
seu smartphone ou tablet, procure utilizar o app de GeoGebra,
disponivel em https://www.geogebra.org/apps/.
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Dica: Caso néo esteja ainda familiarizado com
0 GeoGebra, passe pela pagina de Ficheiros
GeoGebra do professor. La vai encontrar duas
hiperligacdes para video-aulas de um curso de
GeoGebra em 3D.
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Limites e

Continuidade
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Calculus required continuity, and continuity was
supposed to require the infinitely little, but nobody
could discover what the infinitely little might be.
—Bertrand Russell

(Prémio Nobel da Literatura em 1950)

3.1 Defini¢do de Limite

De um modo natural, podemos generalizar a nogéo
de limite para funcdes f : (3 — R, com Q C R"™.
Comecemos por introduzir os conceitos topologicos
de bola aberta e de ponto de acumulacao.

Definicio 3.1.1 (Bola Aberta) Seja A um ponto de
R", e r > 0. Definimos por bola aberta de centro em A
e raio r, todo o conjunto da forma

B,(A):={XeR" : d(X,A)<r},

onde d(X,A) distancia Euclidiana d(X,A) entre os
pontos A e X.
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De acordo com os conceitos introduzidos ao longo
da secédo Produto Escalar, Norma e Distancia,
do Capitulo 1] Vetores e a Geometria do Espaco
IR", temos que para pontos A e X, de coordenadas

A=(ay,ay,...,a,) & X=(x1,X0,...,%)

— — —_— —
que d(X,A) = ||AX]||, onde [|AX || = YV AX ¢ AX

. —_—>

corresponde a norma do vetor AX .
Para o caso bidimensional (n = 2), o conjunto
B,(A), definido em termos da inequagio quadraticd|

(x1—ay)? + (xy —ap)* < r?

da-nos como lugar geométrico o interior da circun-
feréncia (disco)f| de centro em (ay,a;) e raio r, ao

YA(X,A)? = (x1 —a1)? + (xp —ap)?, paran = 2.

2 A palavra disco é usada, em geral, para descrever geometricamente
os pontos interiores ao circulo. A palavra circulo deverd ser apenas
utilizada quando nos queremos referir a unido entre os pontos
circunferéncia e os pontos do disco, i.e. a todos os pontos (x1,x7)
de R? que satisfazem a inequagdo (x1 —ay )2+ (xp —ap)? <72,
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par que no caso tridimensional (n = 3), a inequacéo

quadraticaf|

(x1 —a1)* + (xg —a)” + (x3 —a3)* < 1
da-nos como lugar geométrico o interior de uma es-
fer de centro em (ay,4a,,4a3) e raio r.

Definicao 3.1.2 (Ponto de Acumulagio) Seja A
um ponto de R", e (3 um subconjunto de R". Dizemos
que A é um ponto de acumulagdo de Q) se para todo o
r > 0, o conjunto

(B,(A)\{A)NQ ={XeQ : 0<d(X,A)<r)

3d(X,A)? = (x; —ay)? +(xp —ap)? + (x3 —a3)?, paran = 3.

4 Note que para vi =x;—a; (i=1,2,3), a equagdo da esfera yl
y% + y3 =72 pode ser obtida a partir da equacao da circunferéncia
v+ y2 =12, se considerarmos p.e. 0 eixo Oy3 (perpendicular ao
plano y1v2) como eixo de revolugdo.
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Grosso modo, dizemos que A é um ponto de acu-
mulagdo de () se existirem pontos de (2, que sejam
pontos arbitrariamente proximog’|de A, mas distin-
tod’] de A.

Definicéo 3.1.3 (Limite) Seja f : QO — R uma fun-
¢do de n variaveis e A um ponto de acumulagio de
Q.

Dizemos que o limite de f (X), quando X tende para
A da{, e escrevemos

¢= lim f(X)

5 A desigualdade d(X, A) < r garante-nos que o ponto X estd sempre
no interior da bola B,(A), para valores de r > 0 tdo proximos de
zero quanto queiramos (r — 0%).

6 Uma vez que d(X,A) = ||ﬁ|| a desigualdade d(X,A) > 0
garante-nos que X # A.
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se a condi¢do L é sempre verificada:

L: V03550 Vxeq 0<d(X,A) <0 = |f(X)-{]| < e.

1Xe(B,(A\ANNQ

Geometricamente, a condicdo L da Definicio
diz-nos essencialmente que, para um nimero
real arbitrario € > 0, é possivel determinar uma cons-
tante 6 > 0 tal que para conjuntos ()5 da forma

Qs :=(Bs(A)\ {A})) N Q,

o conjunto imagem de f(€)s) da-nos todos os pontos
do grafico de f, situados entre os planos "horizontais’

Xpp1=C—€ex, 1 =C+¢.

3.2 Limites segundo Caminhos

Note que a Defini¢a0[3.1.3]incorpora apenas a nogao
de distancia entre dois pontos, mas néo a direcdo de

aproximagéo entre pOl’ltOS. Ou seja, sempre que o
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limite € = )1(12114 f(X) existe, este é independente do

caminho descrito por X na sua aproximacio a A.
Iremos utilizar ao longo do texto a notacéo

)l(l?rglf (X)

para designarmos o limite f em A, segundo o cami-

nho C. Este corresponde a um subconjunto de Q.
De acordo com a observacio feita anteriormente,

o seguinte resultado é deveras obvio:

Proposicio 3.2.1 (Inexisténcia de limite) Seja
f : Q — R uma funcado de varias variaveis, e A um
ponto de acumulagao de ) C R".

Se para dois subconjuntos de (), C; e C, respetiva-
mente, A é ponto de acumulacdo Cq, e C,, e se pelo
menos uma das condi¢bes abaixo se verifica:

L1: Pelo menos um dos limites

lim £(X) ¢ lim £(X)
Cy Cy
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ndo existe ou da +oo.

L2: Os limites

Jim £0) & Jim £(X).
1 2

existem mas ddo valores diferentes.

entdo o limite lim f(X) ndo existe.
X—A

Exemplo 3.2.1 (Condi¢ao L1 da Proposi¢ao|3.2.1)
Consideremos a funcdo dada por

2
2x2—6x+2y2—10y+17

f(xy)=

Com base nas identidades

32 9
2x2—6x:2(x——) - =
2 2

5\ 25
oy =2fp-3f -2
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podemos reescrever f na seguinte forma

(x-3)+(r-3)

Desta ultima representagdo concluimos que o domi-

flxy)=

nio de f corresponde ao conjunto
35 3 5
IRZ\{(E’E)} = {(x,y)ele Px# ey 5}'
Ou seja, (%, %) nao é um ponto do dominio. No en-

tanto, (%, %) é ponto de acumulacgdo de R?\ {(%, %)}
(dominio de f ) uma vez que para todo or > 0 as ine-

quagoed|
3\? 5\?
0<(x-= -2) <r?
(x 2) +(y 2) '

7 Veja a Deﬁnig&o
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definem como lugar geométrico um disco perfurad(ﬂ
pelo que faz sentido estudar o limite

lim )f(x,y).

(x9)—=(3.3
Decorre naturalmente do fato de as inequagoes
0< 3V <12 80< 5) <12
(x=3) <r (y=3) <r

admitirem conjuntos solugdo ndo vazios que o ponto
—(3 5) 4 5 ~
A= (5, 5) é também um ponto de acumulacdo para

0s seguinteﬂ subconjunto de Q) =IR?\ {(%, %)}
e{(s3)vem
ce(33):sem ).

8 Dizemos que um disco ¢ perfurado quando excluimos o seu centro.
2

9 (B (A)\{ANNCy ={(x3) : 0<(x=3) <r?} 0.
2

(B (A\{A)NCa = (%,}1) :0< (y— %) <2l =0.
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Para estes dois subconjuntos, obtemos que

lim  floy) = limf(x,—)
(x3)2(3:3) x—3" \ 2
ey

= +o
lim f(xy) = limf(é y)
(38 oy \2
= lim ! 5
=3 (y-3)

= 400

Portanto, o limite  lim  f(x,y) ndo existe.
(x9)-(3,3)

Exemplo 3.2.2 (Condi¢ao L2 da Proposi¢io|3.2.1)
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Pretendemos agora investigar se a fun¢do dada por

2x? - 6x—2y? + 10y -8
2x2—6x+2y2 - 10y + 17

g(x,y) =

e 1 3 5
admite limite no ponto (7, 7).

De modo analogo ao que realizado no exemplo ante-
rior, as identidades

3\2 9
2x2—6x:2(x——) - =

permitem-nos reescrever g(x,v) na seguinte forma:

(-3 -(r-3)°
(x-3) +(v-3)

Desta ultima relagdo retiramos que:

g(x,y) =

(i) O dominio de g coincide com o dominio da funcao
f do Exemplo|3.2.1| - R?\ {(%, %)}
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35

(i) ( —) ¢ um ponto de acumulagdo de IRZ\{( 55

)

mas também para os subconjuntos C1 e C, de

R?\ {( 53 )}, considerados no Exemplo

Adicionalmente,

lim

(x,y)c—;(%'%)

lim
(x9)(

2

(N[N
[NI[&))

3.2.1

| o
\_/

hmg( 5

x—3

2
lim—(x_%)
ey
1
| 3
lim g (3.5)

(y—3)
lim (y 22
=3 (v-3)
1.
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Portanto, o limite  lim  g(x,v) ndo existe, uma
(x9)—(3,3)
vez que

lim g(x,y)=1=-1 lim g(xv).

(w)z(%%) (x,y)c—;(%r

Observacio 3.2.1 A Proposicdo corresponde
a uma extensdo natural de um resultado de fungdes de
uma variavel, envolvendo limites laterais.

Convém no entanto salientar que, ao contrario da
reta numérica (n = 1), em dimensdes n > 2 a condicdo
lim f(X)=lim f(X)=¢€eR
X—A

X—A
Cy Cy

nao nos permite garantir que lirrllL\f(X) = ¢, tampouco
X—-

li X) existe.
quexlir}“f( ) existe

O exemplo a seguir ilustra bem o quéo complicado
se pode tornar a procura de caminhos nas condicoes

da Proposi¢io
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Exemplo 3.2.3 (Observacio Pretende-
se averiguar a existéncia de limite da funcgdo
g:R?\{(0,0)} — [~1,1] definida por

g(x,y) = cos(%)

no ponto O = (0,0).
Obviamente que (0,0) é um ponto de acumulagao,
uma vez que para cada r > 0, a inequacao

O<x2+3/2<1'2

define um conjunto ndo nulo de pontos, correspondentes
a um disco perfurado, de centro na origem e raio r, no
plano xy.

Para os conjuntod™|

¢ = {(xx): xeR\{0}}
C2 = {(xsin(x)) : R\{0}}
1 Os conjuntos C1 e Cy correspondem no plano xy aos graficos da

reta dos quadrantes impares e da funcdo seno, respetivamente.
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obtemos que

lim
(W)C—;(O,O)

lim
(xry)c—;(O,O)

lim g(x, x)
x—0

x—0 X
-1

. X
lim cos (— )

lim g(x,sin(x))
x—0

x—0 X

7esin(x) )

lim cos(

cos (lim M)
x—0 X

-1,

ou seja, os limites de g para (0, 0), segundo as caminhos

Cq eC,, coincidem.
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Se adicionalmente, considerarmos o conjuntd"]

C3={(p%) : yeRey <0},
facilmente concluimos que o limite

lim g¢(x,v)
(x,)->(0,0)
3
ndo existe, uma vez que a substituicdo x = yz na ex-
pressdo de g(x,v) conduz-nos a expressio do limite
lateral

. 6
lim cos (—),
y—0° v

limite esse que ndo existe.

Em suma, para provar que o limite  lim  g(x, )
(x9)—(0,0)

ndo existe, seria suficiente neste caso provar que o limite
lim  g(x,v) nao existe.
(x,9)->(0,0)
]
12 0 conjunto C3 da-nos o grafico da fungdo —/y.
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3.3 Limites vs Conjuntos de Nivel

Em Exemplo Exemplo & Exemplo
[3-2.3]ilustramos a aplicacéo da Proposi¢ao[3.2.1] De

acordo com este resultado, precisamos no caso da
condicdo L1 de encontrar pelo menos um caminho
C para o qual o limite

)l(%rr;‘f (X)
no exista ou dé +oo.

Para o caso da condicdo L1 da Proposicio
precisamos de encontrar dois caminhos, Cy e C; res-
petivamente, para os quais os limites )1(13114 f(X)e

€1
lim f(X) existam, mas
X—A
C2
lim f(X) = lim f(X).

X—A X—A
G C

Como tivémos de oportunidade de ilustrar ao longo

do Exemplo[3.2.3] ndo existe um conjunto de regras
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bem definidas que nos permita fazer uma escolha inte-
ligente dos caminhos. Como iremos ver nos exemplos
a seguir, a escolha do caminho C de entre as curvas
de nivel da funcéo nos da, em alguns casos, uma pers-
petiva mais intuitiva para o estudo dos limites da
forma

Jim £,

Tendo como mote o exercicio[7]da secio[2.6|Exer-

cicios (Capitulo , iremos dar uma interpretacdo

fisica para o conceito de limite segundo um caminho,

em termos de isotérmicas e de superficies equipotenci-
ais.

Exemplo 3.3.1 (Isotérmicas) Suponha que a fun-
¢do
100
T(x,v,2)= ———— (°C
(x.9:2) 1+x%+2y? 6

descreve a temperatura do interior de uma caldeira.

123 ‘ 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

Para valores de 0 < © < 100 as isotérmicad’3 de T
correspondem ao conjunto de nive['¥]

C: = l(xp2)eR®: T(x,p2) =1
= {(x,y,z) eR® : x*+2p% = g - 1}.

Dagqui se conclui que, para valores de 0 <t <100,
as isotérmicas correspondem a superficies cilindricas
concéntricas em torno do eixo Oz.

Podemos também concluir que para uma tempera-
tura de 100°C, as isométricas de T correspondem a
pontos da forma (0, 0, c), situados no eixo Oz, uma vez
que

Ci00=1{1(0,0,2z) : zeR}.

13 Da condicdo x* + 2y? > 0 resulta que o dominio da funcio T é
IR3, uma vez que o seu denominador nunca se anula.

14 D condicdo x* + 2y? > 0, podemos concluir ainda que T ndo
admite isotérmicas para temperaturas superiores a 100°C. Em
termos praticos, a impossibilidade de termos isotérmicas para tem-

eraturas superiores a 100°C, deve-se ao fato de a dgua que ali-
p p gua q
menta a caldeira ja ter atingido o ponto de ebuli¢do.
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Em particular, este caso pode ser descrito em termos
do limite
lim T(x,v,z) =100.

(x,y,z)c—>(0,0,c)

Ou seja, podemos encontrar uma aproximacdo [as-
sintotica] para a temperatura das isotérmicas situadas
no eixo Oz, em termos das isotérmicas com temperatu-
ras muito proximas de 100°C.

Exemplo 3.3.2 (Superficies Equipotenciais)
Considere agora um potencial elétrico U(x, v, z) de um
ponto (x,y,z) de R3, dado por

c

U(x,y,2) = \/r2—x2—y2—z2’

onde r e ¢ sdo constantes positivas.

Esta fungdo tem como dominio () a bola aberta
B,(O), de centro em O = (0,0,0) e raio r:

B,(0O) = {(x,y,z) eR® : \x2+p2+22< r}
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ou seja, o dominio () = B,(O) descreve como lugar
geométrico interior de uma esfera centrada na origem,
ederaior.

Observe que U(x,v,z) pode ser reescrito como

U(x,y,2) = V(x,i,lyz + 22),

onde V corresponde ao potencial elétrico do item (b) do
exercicio[7] da se¢ao|2.6 Exercicios (Capitulo|2).

Assim, para valores de € > 0 os conjuntos de nivel
de U:

Ce

{(x,9,2) €B,(0): U xy, ) = ¢}

(x,9,2) € R®: [ 12 = Jx2+y2+z22<r

podem ser descritos como superficies de revolugdo dos

conjuntos de nivel do potencial V, em torno do eixo de
revolugdo Ox 1 yz.
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Em particular, para o subconjunto N, deC,, dado
por

2
N ={(x,0,0) : x:\/rz—c—z e0<x<r
€

temos que o limite

[ 2
lim  U(x,y,z)=limV|[4[r? - C—2, 0
(x,9,2)—(r,0,0) c—0 £

Ne
ndo existe.

Se interpretarmos fisicamente a constante ¢ como
carga elétrica, garantimos com base no limite anterior,
a impossibilidade de descrever superficies equipotenci-
ais

S Uxyz)=¢
para cargas elétricas [assintoticamente] proximas de
zero.

Para finalizar esta secdo vamos dar um exemplo

um pouco mais técnico.
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Exemplo 3.3.3 Pretende-se averiguar a existéncia do
limite
lim f x,7)
(x,9)—(0,

para a fungado f(x,y) = m de dominio

Q:{(x,y)ele tx=0 e y;tSlr;(x)}.

(i) CONSTRUCAO INTUITIVA DOS CAMINHOS

Analisemos primeiro o comportamento de f para
subconjuntos C,. descritos para valores de k > 1
em termos da equagdo y = x~.
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Observe que

K

lim f(x,x*) = lim ——MMM
x—>0f( ’ ) x—0 sin(x)—x"”
1
= lim—
x—0 sin(x)
xK
0 ,sex>1
1 ,sex=1

Em particular, para os valores k =1 e x = 2:

lim (x,y)=120= lim (x%,9).
(x;y)c—l>(0,0)f Y (x,y)c—2>(o,0)f y

(ii) CONSTRUCAO DOS CAMINHOS A PARTIR DOS
CONJUNTOS DE NIVEL DE |

Podemos facilmente verificar que o conjunto de
nivel de f é dado por

CK:{(x,y)EQ : y:M}.

1+xx
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Além disso, o ponto O = (0,0) é um ponto de
acumulagao de C., para todo o x € R pelo que
podemos estudar o limite de f (x,v) quando (x,7)
se aproxima da origem do plano xy, segundo a
familia de caminhos C,. (k € R).

Observe-se que para cada k¥ € R, Cy da-nos o

grafico da fungao

_ ksin(x)
8(¥) = 1+xx

Esta fungao é continua no ponto x = 0. Adicio-

nalmente
. . ksin(x)
| = 1
xl—r>r(1JgK(x) xl—r>r(1J 1+xx
_ xsin(0)
T 1+4x.0

= 0.
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Escolhendo dois niveis diferentes k1 e x, (k1 #
K, ), temos entdo que

lim fx, = lim f(x, g, (x))
(%)~ (0.0 x—0
"1
8, (%)
= lim ————
x—0 sin(x) — g, (x)x
= Kl
hm fxy = lim f(x, g, (x))
(xy) x—0
Kz
ng(x)
= lim ————
x—0 sin(x) — g, (x)x
= Kj.
Portanto:

lim f(x,y)=x;#k,= lim f(xy).
(x9) = ( 0) (x9) > (
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Conclui-se entdo, com base na Proposi¢do
que ambas as abordagens nos conduzem d mesma con-
clusdo:

O limite lim L nao existe.
(x,9)—(0,0) sin(x) — yx

3.4 Propriedades dos Limites

Nesta secdo iremos resumir algumas das proprieda-
des elementares de limites, que podem ser provadas
por definicdo, tendo como referéncia a condi¢do L da
Definicio As técnicas de demonstracio sdo
essencialmente as mesmas que ja foram utilizadas

para fun¢des de uma variavel}

Proposicio 3.4.1 (Operacdes com Limites)
Sejam f e g duas funcoes bem definidas em () C R",
A € R, e seja ainda A um ponto de acumulagdo de

15 As demonstragdo das propriedades ndo irdo ser abordadas ao longo
deste curso. Apenas a sua aplicabilidade no calculo de limites.
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Q. P dos limites li X li X
ara o caso dos lmlesxﬂf( )exﬂg( )

existirem, sdo validas as seguintes propriedades:
PL1: li X)=leli X)—-{]=0.
1: lim f(X) lim |f(X) -]

PLz2: lim (Af(X)) = A lim f(X).

lim
X—A X—A

PL3: Jim (f(X)+ (X)) = Jim f(X) = lim g(X)

PLg: Jim (£(X)g(X)) = (lim £())(Jim g()).

>< .
G
X

e f(X) .
PLs: )1<1£}4 X)) )I(irr}\g(X)’ se %ﬂg(X):tO.

Para o caso de particular de fun¢des de duas ou trés
variaveis, existe ainda um resultado pratico que nos
permite calcular o limite para uma funcéo de vérias
variaveis, quando esta é escrita como o produto de
duas ou trés fun¢des de uma variavel.

Este resultado é uma consequéncia direta definicao
de limite, e da propriedade PL4 da Proposi¢io
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Corolario 3.4.1 (Separacao de Variaveis)
PARA DUAS VARIAVEIS X E y: Se para as fungoes
hi e hy de uma variavel, os limites

lim hy(x) e lim hy(y)

x—a y—»b
existem, entdo o limite da funcdo

f(x,9)=hi(x)hy(y)

em (a,b) também existe e pode ser calculado
como o produto

lim f(x,y)= (}ci—rghl(x))(hm hz(y))

(x,p)—(a,b) y—b

PARA TRES VARIAVEIS X, ) E z: Se para as fungoes
hi, hy e h3 de uma variavel, os limites

lim hq(x), hmhz(y) e limhs(z)

X—a y—> zZ—C
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existem, entdo o limite da fungdo

f(x,9,2) = hi(x)hy(y)h3(z)
em (a,b,c) também existe e pode ser calculado
como o produto

1. i ’ =
(x,y,z)lir(la,b,c) f(X y Z)

- (limhl(x))(;i_r)ré h2<y>)(1im hs(2)).

X—a Z—C

Iremos comecar por ilustrar a Proposicio e
o Corolario[3.4.1|com exemplos muito proximos dos
foram considerados na secéo [62| Graficos de Super-
ficies Cilindricas, do capituloFung()es, Graficos
e Conjuntos de Nivel.

Exemplo 3.4.1 (Funcdes que definem cdnicas)
Como teve oportunidade de estudar em Geometria
Analitica (GA), conicas podem ser definidas como base
na equagao

ayx% + a,x? +Bxy+yix+yy+e=0,
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onde ay,a,, B, Y1 ey, sdo constantes reais.

’REVISA0’ DE GEOMETRIA ANALITICA (GA)

A equagdo acima pode ser reescrita na forma matri-
cial
X'AX+C'X +e=0,

onde A corresponde a matriz 2 x 2

com determinant igual a

2
4 ’
16 Observe que —4det(A) = ﬂz —4ayay corresponde ao discrimi-

nante A da equagdo quadratica ajt® + Bt + ay = 0 na variavel
teR.

det(A) = aja, —
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e C, X os vetores coluna 2 x 1, da forma

e=( ) x=(5)
V2 Y
De acordo com a classiﬁcagddi] de conicas, estas

podem ser do seguinte tipo:

(i) ELIPSE: Para o caso dos coeficientes a1, f e a;

satisfazerem a condigdo

B? < 4aya, (equivalente a det(A) > 0).

(ii) PARABOLA: Para o caso dos coeficientes a1, f e a;

satisfazerem a condi¢do

[52 =4aya, (equivalente adet(A) =0).

17 A classificagdo de conica pode ser interpretada em termos do nii-
mero de zeros do polinomiop(t) = a1 12 +pt+ay variavel t: Elipse
para o caso de p(t) nao admitir zeros (/32 —4aqay < 0); Para-
bola para o caso de p(t) admitir um tinico zero (ﬁ2 —4ayay =0);
Hipérbole para o caso de p(t) admitir dois zeros (132—4a1 ay>0).
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(iii) HIPERBOLE: Para o caso dos coeficientes a1, e
a, satisfazerem a condigdo

B? > 4da;a, (equivalente a det(A) < 0).

LIMITE DA EXPRESSAO QUE DEFINE A CONICA
Se denotarmos por f(x,v) a fungdo

) =a1x> + ay’ + Bxy + 1x+yry + ¢

podemos facilmente concluir com base no Corolario

e na propriedade PL2 da Proposi¢do(3.4.1| que

limx=a limy="»

X—a y_>h
limx® =a®> limyp? = b?
xX—a y—>b
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as seguintes identidades:

lim  ax? aq (limxz)(liml) = aya’
(x,9)—(a,b) x—a y—b

lim a2y2 az(liml)(hmy) a,b?

(x,y)—(ab) x—a J\y—b

L (iﬂr},x)(;féy ) = pab
wan?* (}g}zx)(;l—rﬂzl) =na
(ep)alab) > um (ylgzl;y) ¥
lim ¢ = s(liml)(liml):
(x,9)—(a,b) Da Ny o

Adicionalmente, com base nas propriedade PL3 do
Proposi¢do(3.4.1} podemos concluir que

lim X, ab).
g (abf y)=f(ab)
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Exemplo 3.4.2 (Reformulac¢io do Exemplo

De modo andlogo ao que foi feito no Exemplo|[3.4.1]
podemos concluir com base nas propriedades

limx=a limy=b limz=c

X—a y;)b Z—C
lim x? = a? hmy =b? limz?=¢?
X—a X—a Z—C
que as fungoes da forma
g(xv,2z) = a1x2 +a2y2 +a3zz+
+ Praxy + Pa3yz+ Pi3xz
+ YV1X+Y0+Y3z2+0

satisfazem a propriedade

li ,2) = b,c
(x,y,z)lg(la,b,c) g(x,y,z) =g(ab,c).

Para o caso particularF_gI de g(x,v,2) = f(x,v), onde

18 Para este caso particular, a equagdo f(x,y) = 0 define uma das
superficies cilindricas consideradas no Exemplo[2.2.2] da secdo
Grificos de Superficies Cilindricas (capitulo[2] Funcées,
Gradficos e Conjuntos de Nivel.)
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f denota a funcao quadratica considerada no Exemplo
facilmente podemos concluir que

]" ' s
(x,y,z)lg’(la,b,c)g(x y Z)

(( lim f(x,y))(liml)

x,9)—(a,b) z2—-c

f(a,b).

De seguida, iremos realizar uma analise exaustiva
de varios exemplos, similares aos que teve oportuni-
dade de estudar em Bases Matematicas (BM).

Exemplo 3.4.3 (Divisao de Polinémios)
Queremos determinar, caso exista, o limite da funcdo

x% +3x%y + 3xy? + 93

flxp)=

x3+p3

no ponto A = (1,-1).

Antes de realizarmos o calculode  lim  f(x,y),
(xy)—(1,-1)

observe-se o seguinte:

0

INDETERMINAGAO DO TIPO
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(i) Poraplicagado das propriedades PL1 e PL3 da Pro-
posi¢do|[3.4.1] obtemos a seguinte igualdade:
lim (P+p3)=13+(-1)°=0.
(x,9)—>(1,-1) ’

(ii) Pela mesma ordem de ideias, concluimos por apli-
cagao das propriedades PL1,PL2 e PL3 da Pro-

posigao que

lim x3 +3x%y +3xp% +73) = 0.
(x’y)ﬁ(l’_l)( y+3xy°+p7)

"DivisAo’ DE POLINOMIOS NAS VARIAVEIS X E ).

(iii) O polinomio p(x,y) = x> +y> — denominador
de f(x,v) — anula-se para valores de x = —y.
Assumindo, de forma ’simbélica’, que a variavel y
¢ uma constante, obtemos com base no algoritmo
da divisao que

X3+ y3 =(x+ y)(x2 - XY+ yz).
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(iv) O polinomio q(x,y) = x° + 3x%y + 3xp? + 3 -
numerador de f (x,) — também se anula para va-
lores de x = —y. Assumindo novamente, de forma
’simbolica’, que a variavel y é uma constante, a
aplicagao do algoritmo da divisdo leva-nos a se-

guinte fatoragao:
X3+ 3x%y + 3xp% + 9% = (x +p)(x% + 2xp + v2).

Com base nas observagdes anteriores, podemos con-

cluir que
2 2 2
lim  flry)= lim OS24y
(x,9)—(1,-1) (x9)—(1,-1) (x+)(x? —xy +7v?)
C im x% +2xy +p?

(ey)=(1-1) X% —xy+p2
Da aplicacdo direta propriedades PL1,PLz e PL3,

resulta que

lim (x*+2xy+79v%) = 0
(x'y)ﬁ(lr_l)( y y )
lim (x*-xp+p%) = 3

(xy)—(1,-1)
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Ora,como  lim (x> —xy +p?) =0, resulta da
(xy)—(1,-1)

propriedade PL5 da Proposi¢do|3.4.1) que

l'm x22+2xy+yzz:
(x,y)—(1, X=Xy +7y

lim X“+2xy +
= (1_1( y y)___o
B lim (Z-xp+v?) 3
(x,y)—>(1,—1)( y+y7)

Portanto, lim X,
(xy)— (00f y)=

Observacio 3.4.1 (Analise do Exemplo[3.4.3)
Com base no raciocinio realizado ao longo do Exem-
plo[3.4.3 tem-se que para valores de x = —y, a fun¢do
f pode ser reescrita na forma

x%+2xy +y?

Obviamente que a simplificacdo anterior nao faz

flxy)=

sentido para valores de x = —y, uma vez que o dominio
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de f é dado por

Q

{(x,y)eIR2 tx+yp =0}
R*\{(-y,9) : y€R}.

No entanto, pelas defini¢oes de ponto de acumula-

cad™) e de limitd™| é possivel considerar a expressao
anterior para calcular os limites da forma

lim f(x,y) (aeR).
(x,9)—>(-a,a)

Das igualdades

lim (22 + 2xy + yz) = (—a)? +2(-a)a+a* =0
(x,y)—(-a.a)

lim  (x*—xy+79?) = (-a)*> - (-a)a +a°® = 3a°
(x,9)—(-a,a)

19 Veja Deﬁnig:do introduzida na segdo Definicdo de Li-

mite.

20 Veja Deﬁnig:do introduzida na segdo Definigao de Li-

mite.
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podemos concluir, com base na propriedade PL5 da
Proposicao[3.4.1) que

0
lim X, =0 (a=0).
(xy)—(-a f )= 3a?

Para o caso dea = 0, a propriedade PL5 da Proposi-
€d0[3.4.1 ndo pode ser diretamente aplicada, pelo que
temos de recorrer ao resultado da Proposi¢do

para provar que  lim  f(x,v) ndo existe.
%,9)—(0,0)

De fato, a inexisténcid’"| do limite acima pode ser
comprovada com a escolha dos seguintes caminhod™}

€1 = {(-»9) : yeR\{0}}
C = {(»y) : yeR\{0}}.

21 lim (x,v)=0& lim (x,p) =
(x,y)c—f(O,O)f Y (x,y)c—2>(0,0)f Y

22 O caminho Cy foi definido com base da bissetriz dos quadrantes
pares, enquanto que o caminho C foi definido com base na bissetriz
dos quadrantes impares.
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Exemplo 3.4.4 (Limite envolvendo Raizes I)
Pretendemos averiguar se o limite

4dx+5
lim Xroy

(x9)—>(5-4) \J4x + 5y +1 -1

existe.

Fazendo a mudancga de variavel u = \/4x+5y + 1,
obtemos que

(x,y) > (5,-4) = u— 1.

Adicionalmente, com base na igualdade 4x + 5y =
u? — 1, conclui-se que

. 4x + 5y w1
lim = lim
(x9)>(5,-4) \J4x+ 5y +1 -1 u—1 u—1
~ lim (u—1)(u+1)
u—1 u-—1
= lim(u+1)
u—1
= 2.
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Portanto

lim dx+5y =2.

(x9)—=(5-4) \J4x + 5y +1 -1

Exemplo 3.4.5 (Limite envolvendo Raizes IT)
Pretendemos agora averiguar se o limite

i 4x + 5y
lim _
(x,9)—(5-4) \/x2 + 4y -3
existe.

Fazendo a ’mudanca de variavel’ u = /x? + 4y,
obtemos que

()= (5,-4)=u—3.
u? —x?
—

. . u
Assim, com base na substituicdo y =

Por outro lado, temos que y =

2_42
o li-
mite anterior pode ser transformado num limite, envol-

vendo polinémios nas variaveis x e u.
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Em particular:

4x + 5y ) 4x +2(u? - x?)
lim ———= lim ————
(x9)—=(5-4) \[x2 +4y -3 (xu)>(53) u-3
. 5u? +16x — 5x2
= lim

(x,u)—(5,3) 4(u - 3)

. 2 —_ 2 3 . .
Se assumirmos que % representa ’simboli-

camente’ o quociente entre dois polinémios na variavel
u, pode obter-se com base no algoritmo da divisdo de
polinémios que

5u?+16x=5x% = (u—=3) (5u + 15)+ (=5x + 16x + 45),
——

quociente resto
ou seja, para (x,u) # (5,3) :

5u? —16x — 5x2 5 —5x2 +16x + 45
=——(u+3)+
4(u -3) 4 4(u -3)

1
Ora, como o limite hm ——— ndo existe e
u—3 4(u 3)

lim (=5x2 + 16x +45) = 0

x—5
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podemos assim concluir que o limite
. 4x + 5y . 5u? +16x — 5x2
lim —————=Ilim
(xy)=05-4) \x2+4y -3  (xu)-(63)  Hu-3)

ndo existe.

Observacio 3.4.2 (Limites Iterados) Com base na
definicdo de limite, podemos ainda concluir que no caso
de lim f(x,v)=¢, que

(x,9)—(a,b)

lim(limf(x,y)) - lim(limf(x,y)) ~¢

x—a\y—b y—b\x—a

A semelhanca da Proposit;da este resultado
oferece-nos um critério para provar, no caso particu-
lar de uma funcao de duas variaveis, que o limite

lim f(x,y) nao exist

(x,9)—>(a,b)

23 Veja o exercicio da segdoExercicios.
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Aplicando diretamente este resultado ao Exemplo
resulta que o limitd™|

. 5u?+16x—5x2
lim
u—3 4(u -3)

ndo existe para valores de x = 5, pelo que o limite
iterado

(. 5u?+16x—5x?

lim | lim

x—5\u—3 4(u - 3)

também nao existe.

Exemplo 3.4.6 (Limites Iterados II) Considere os
limites da forma

cot(y —x)
mm —_—.
(xy)—(%,m) cot(y + x)

2 . 5u?+16x—5x2 . .
4 Ao calcularmos o limite lim ————————— assumimos sim-
u—3 4(u-3)

bolicamente que a variavel x é constante.
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Observe que estamos perante uma indeterminagdo

Q 4ma vez que

lim cot(y—x)= cot(%) =0

(xy)—(5,m)
3
lim cot(y+x)= cot(—n) =0.
(xy)—(5m) 2

Para estudarmos este limite, consideremos a mu-
danga de variavel u = y — x. Daqui facilmente se con-
clui que o limite anterior pode ser reescrito na seguinte
forma:

i cot(y —x) ) cot(u)
lim ———== i _
(x9)—(Zm) cot(V+x)  (xu)—(%,%) cot(u + 2x)

Adicionalmente, com base identidades trigonométri-
cas

cos(u + 2x) = cos(u) cos(2x) — sin(u)sin(2x)

sin(u + 2x) = sin(u) cos(2x) + cos(u) sin(2x)
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obtemos que

sin(u+2x)
cot(u)  Tsin(u) _ cos(2x)+cot(u)sin(2x)
cot(u +2x)  cos(u+2x)  cos(2x) —tan(u)sin(2x)’
cos(u)

Atendendo ao fato que lim cot(u) = 0 e que o limite

u—%

lim tan(u) ndo existe, podemos assim concluir que o
u—I
2

Limite Iteradd™)
2 in(2
tim | 1im cos( x)+c0t(u)31‘n( X)
x—Z\u—2 cos(2x) —tan(u)sin(2x)

nao existe.
. . cot(y —x)
Em suma: O limite lim —=—~ ndo
(xy)—(%,m) cot(y +x)
existe.

%5 A substituicdo u = x—1v foi importante para a aplicagdo do critério
de limite em termos de Limites Iterados, uma vez que nos permi-
tiu, apés algumas manipulagées algébricas, proceder a separacao

cot(u [M—X }/]

das variaveis da funcdo ———>—
f ¢ cot( u+2x
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A observacdo e exemplos a seguir vao ao encontro
do que se concluiu no Exemplo para o caso
em que a equagao f(x,v) é uma fungao quadratica
nas variaveis x e v, e a funcéo g é definida a partir
da equacdo g(x,v,2) = f(x,v).

Observacio 3.4.3 (Limites em Duas Variaveis)

Decorre ’naturalmente’ da definigdo de limite que
nos casos em que a funcio g : Q — R (Q C R3) for
representada em termos de duas das trés variaveis, que

as seguintes propriedades também sdo satisfeitas:

(i) FUNCOES DEFINIDAS EM TERMOS DA EQUACAO
8(x,9,2) = f(x,p):

Se para a funcdo f nas variaveis x ey, o limite

lim X, 1) existe,
(x,y)ﬁ(a,b)f( )

entdo o limite da funcdo g(x,v,z) = f(x,y) em
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(a, b, c) também existe e pode ser calculado como

lim (x,9,z)= lim X,7).
(gt oSV ) (&w_%%mf< )

(ii) FUNCOES DEFINIDAS EM TERMOS DA EQUACAO
8(x9,2) = f(x2):
Se para a fungdo f nas variaveis y e z, o limite

lim  f(y,z) existe,
(x,2)—(a,c)

entdo o limite da funcao g(x,v,2z) = f(v,2) em
(a, b, c) também existe e pode ser calculado como

lim x,v,z)= lim ,Z).
(x,y,z)ﬁ(a,b,c)g( :2) (y;2>—>(b,6>f(y )

(iii) FUNCOES DEFINIDAS EM TERMOS DA EQUACAO
8(x,9,2) = f(x,2):

Se para a funcdo f nas variaveis x e z, o limite
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lim  f(x,z) existe,
(x,2)—>(a,c)

entdo o limite da funcao f(x,v,z) = g(x,z) em

(a, b, c) também existe e pode ser calculado como
l‘ 2 Y = l &)
(x,y,z)li?a,b,c)g(x y Z) (x,z)li}}a,c)f(x Z)

Exemplo 3.4.7 (Revisio’ Limites Fundamentais)
Queremos determinar, caso exista, o limite da funcdo

g:]-1,1[x(R\ (0)? >R, deﬁnia’por

ytan(mx)

xlogit2y) eteya#(0.0.3)

8(x,,2) =

2

K

(1 +tan(mz))= ,se(0,0,z)=(0,0,0)
onde k é uma constante.

26 Observe que o dominio de g corresponde ao seguinte conjunto:
{(x,y,z)eIR3 t-l<x<leyp=#0 ez=0}
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Para tal, temos de averiguar para que valores de
x € R os limites

t 2
im 2 e i (14 tan(rz) S
(x,9)—(0,0) xlog(1 + 2y) z—0

coincidem, de modo a garantirmos que

. ytan(mx)
1 » Y = 1 A\
(x,y,z)g?o,o,mg(x p:2) (x)—(0,0) xIn(1 + 2p)

«2

= lim(1 +tan(mz)) = .
z—0

PARA VALORES DE (x,7,2) # (0,0, 2):

Observe-se que para valores de (x,v,z) # (0,0,z),
tem-se que g(x,v,z) = hy(x)h,(v), onde
_ tan(mx)

& hy() 4

= " Tog(L+29)

Ou seja, de acordo com o Corolario[3.4.1} o calculo

t

do limite lim L(nx)
(x,9)—(0,0) x1og(1 + 2p)

dos limites

reduz-se ao calculo
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lim Ay (x) & liné hy ().
y—)

x—0
No primeiro caso, a igualdade

tan(7cx
lim Ay (x) = wlim # =7
x—0 x—0 X

¢ uma consequéncia direta da identidade

tan(rx) = sm(nx),
cos(7tx)
da formula lin}) cos(rtx) = 1, e do limite fundamental
X—
lim sin(rx) =1
x—0 TTX
No segundo caso, a igualdade
2y 1
lim h =-lim ——— =~
Nmhaly) = 3 lim 7oy 29) 2

foi obtida com base no limite fundamental
lim In(1 + 2yp)

=1.
y—0 2
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Portanto
ytan(rx) ( ) .
(x,y)lg(lo,O)xlog(1+2y) B }cl—rf(l)hl(x) ;1;13})}12(3))
_
= 5

PARA VALORES DE (x,9,2) # (0,0,2):
Tal como no caso anterior, o limite
2
lim (1 + tan(mz)) =
z—0
pode também ser calculado em termos de limites fun-
damentais conhecidos.
Primeiro, comece por observar que para valores de
z# 0, temos

2 2 In(1+tan(7nz))

(1 +tan(7zz))K7 =e z

= X
z tan(7z) z

In(1 +tan(mcz)) In(1+tan(wz)) tan(mz)
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Pela mesma ordem de ideias do caso anterior, obte-

mos que
. tan(mz

lim # =T
z—0 z

Por outro lado, fazendo a substituicdo t = tan(mz),
resulta que
In(1 +tan(rcz)) .. In(1+1¢)
im =lim =1.
z—-0  tan(mz) t—0 ¢

Dagqui se conclui que

x?In(1 +tan(rtz))

lim =K°T.
z—0 z
Logo
. x2 -
lim (1 + tan(mz)) = =e* ™.
z—0
CoNncLUSsAo:

Com base nos calculos anteriores, tem-se que

it

ytan(mx) =1lim (1 + tan(7nz))

lim —S———
(x,9)—(0,0) xlog(1 + 2y) z—0
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se e somente se k ¢é solugdo da equagdo

2 TC
et =,

Resolvendo a equacdo anterior em orde ax,

concluimos que o limite hm g(x,v,2) existd*®
(x,9,2)—(0,0, 0

ln ln
para k = —— oukK=

Para os restantes valores de K, ie. para

CeR\)- lnfz%) ln(%)

’
Tt

2

27 Para resolvermos a equagdo e™" = %, aplicamos a funcgao loga-
ritmo a ambos os lados da igualdade, obtendo assim a equagdo
equivalente — k2 = In ( z )

% Uma vez que 5 > 1, tem-se que In(§) > 0, pelo que

faz sentido calcular a raiz quadrada do nimero

T
O mesmo nao seria vdlido se procurassemos determi-
nar as solugbes da equacdo nK? = ln(%) via radiciagdo

[ln(%) <0. Logo, a equacio mk? = ln(%) ndo admite solug&o].
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o limite lim X,v,z) ndo existe.
(x,y,z)—>(0,0,0)g( y )

3.5 Teorema do Confronto

Pela mesma ordem de ideias também podemos es-
tabelecer o analogo do Teorema do Confronto para
funcdes reais de varias variaveis. Este corresponde
ao seguinte enunciado:

Proposicio 3.5.1 (Teorema do Confronto)

Sejam f, g e h trés funcoes bem definidas em () C R",
e seja ainda A um ponto de acumulagdo de (). Se as
condigoes abaixo sdo satisfeitas

TC1: Existe uma bola aberta B,(A) tal que
g(X) < f(X) <h(X),
para todo o X € QN B,(A).

TC2: li X) = lim h(X)="¢.
2: lim g(X) = lim h(X)
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tem-se que

1
A S0

Nas condi¢des da Proposi¢io podemos
ainda obter os seguintes casos particulares do Te-
orema do Confronto:

Corolario 3.5.1 Nas condicdes da Proposi¢do|3.5.1]
as seguintes propriedades sao validas:

(i) S)|f(X)| < h(X), para todo 0 X € QA N B,(A)
e}l(lrr}l h(X) =0, entdo

Jim e

(ii) Se f(X) pode ser escrita como o produto

29 Este é o caso particular em que temos g(X) = —h(X).

163 | 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

de uma fungao g que é limitadd®] em Q N
B.(A), por fungdo h de limite %in}xh(X) =0,

lim h(X) =0, entdo
X—A

lim f(X)=0.

XHAf( )

Exemplo 3.5.1 (Condigao (i) do Corolario[3.5.1)
Pretende-se mostrar que

2xy?

im ——-=0.
(x,9)—(0,0) X2 + 2

Comecemos por observar que IR\ {(0, 0)} e que (0, 0)
é ponto de acumulacdo de R*\ {(0,0)}

Decorre do fato da desigualdade y* < x* + y? ser

satisfeita para todo o (x,v) # (0,0) que

2xy2 3 2|x|y2

< 2|x].

24y2| x24y2

3% Dizemos que a funcao g é limitada em Q) N B, (A), se existe uma
constante o > 0 tal que a desigualdade |g(X)| < o é sempre satis-
feita, para todo 0 X € QN B,(A).
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Portanto, uma vez que limy,y)_(0,0) 2/x| = 0, pode-
mos concluir com base na condicdo (i) do Corolario
que

2 zxyZ

x? +p?

2xy

ol Al - 0.
x2 +p?

lim
(%,9)—(0,0)

—-0[= lim
(%,)—(0,0)

e consequentementd®'}

2xy?

lim ——=0.
(x9)—(0,0) X2 + 9?2
Exemplo 3.5.2 (Condi¢ao (ii) do Corolario|[3.5.1)
Vamos agora ilustrar a aplicabilidade da condigdo (ii)
do Corolario[3.5.1] Para tal, considere-se a funcao f
definida por

2xy? (1
f(x,y) = WSIH(@)'

31 De fato, a conclusao do limite dar zero é uma consequéncia direta
da propriedade PL1 da Proposi¢do[3.4.1]
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Observe que o dominio de f — intersecdo dos do-
, ~ ; < 2xy?
minios das fungoes definidas pelas expressoes Vg7 €

sin (L )—eIRz\{(O 0)}.

Temos ainda que sm( y) ¢ limitada, uma vez que
a desigualdade

1
-1< sin(—) <1
Xy

é valida em R* \ {(0,0)}, e que
2 2

im Y

(x,9)—(0,0) X2 + 9?2

tal como foi verificado no Exemplo[3.5.1}

Daqui resulta que

2xy? | (1)
lim ———sin|— =0
(x,9)—(0,0) X2 + 2 Xy

=0,

166 ‘ 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

Observacio 3.5.1 (Fun¢des Trigonométricas)
Decorre do fato do contradominio da funcao arcsir?|
ser o conjunto -5, %] que

1 T
arcsin| — || £ —,
Xy 2
1y) ¢ uma funcdo limitada.
Pela mesma ordem de ideias podemos concluir tam-
bém que

ou 36](1 arcsin (

. 2xy? (1
lim ———arcsin| — =0.
(x9)—(0,0) X* + 7 Xy

O mesmo tipo de raciocinio é também aplicavel para
concluir que

2xy? ( 1 )
lim ———arctan| — =0,
(x,v)—(0,0) X +y Xy

32 aresin(6) 1é-se "o arco cujo seno vale 0.
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uma vez que o contradomz’ni de arctan(%) é o con-

junto

]—%,%[Z{ZG]R : —%<z<%}.

No entanto, este tipo de raciocinio ndo poder ser
aplicado no calculo do limite

. 2xy? 1
lim — 5 tan| —|,

(x,9)—(0,0) X* +y Xy
uma vez que o contradominio da funcdo tangente é R.
Exemplo 3.5.3 (Condicao (ii) do Corolario[3.5.1)
Seja agora f a funcao definida por

f5y) 2x*y?
X, =,

Y x2+yt
onde k é uma constante que satisfaz a condigdo xk > 1.

33 arctan(0) deve ler-se ‘o arco cuja tangente vale 0.
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Para k¥ = 1, pode-se concluir que o limite
. 2xy?
lim

——— nado existe pelo simples fatd®4| de
(x9)—(0,0) x2 + p4 p ples f

lim f(v%,v) =1 = -1 = lim f(-v%,v).
y—0 y—0

Para valores de k > 1 temos que

2xy?
fXX;y)ZZEE:jEZX

[t

Na decomposicio acima, “isolamos’ a funcdo x*~!.

Esta funcao satisfaz

lim x*!'=0 (x>1),
(,9)—(0,0)

pelo que somos levados a conjeturar que

lim f(x,y)=0.
(x,9)—(0,0)

34 Para provarmos para k = 1 que o limite ndo existe, considerou-se
os caminhos C1 = {(v%,v) : veR\{0}} eCo ={(-v%p) : v e
R\ {0}}. Para ambos os casos, (0,0) é um ponto de acumulagao.
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Nesse sentido, resta-nos apenas demonstrar que a
xp?
fungdo ——— é limitada, de modo podermos aplicar
X%+

a condigdo (ii) do Corolario|3.5.1
Para tal, consideremos o binomio

(Ix] - £)? = x> = 2|x|t + £2.
Da condicdo (x| — t)*> > 0, resulta que:
2|x|t < x? + 12, para todos os x,t € R.

Em particular, para a substituicio t = 2, obtemos
que

2|x|y2 <x? +y4, para todo o (x,y) € R?\ {(0,0)}.

Esta ultima desigualdade é equivalente a

2
xZPﬂ};A' <1 paratodoo (x,y) € R*\{(0,0)},
donde ) D)
20y” | _ 2y _
x2+pt| x2+pt
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Da arbitrariedade de (x,y) € R? \ {(0,0)}, prova-
2xy?

x2+p4

mos com base na desigualdade anterior que é
limitada em R? \ {(0, 0)}.

Portanto, com base na condi¢do (ii) do Corolario
estao asseguradas as condigdes que nos permitem

concluir que

lim x,7)=0,
(xry)—>(0,0)f( y)

para valores de x superiores a 1.

Exemplo 3.5.4 (Proposicio[3.5.1) Pretendemos
agora calcular o limite de uma fungdo f que satisfaz a

seguinte condicio em IR® \ {(0,0,0)} :
|x] Iyl

—l
Vx2+yp2 422

|f(x, V,2)— Cosh(z)| <

onde cosh(z) denota a fungao

e +e’?

cosh(z) = 3
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Usando a propriedade |t| < a & —a < t < a, pode-
mos reescrever a condigdo anterior na forma

g(x;% Z) < f(x:}f;Z) < h(X;y, z),
onde as fungoes g e h sdo dadas por

|xl Iyl

VX2 +p2+22

x| ]
VxZ+y?+22

Primeiro, comegemos por observar que cosh(z) é

g(x,v,z) = cosh(z)-

h(x,v,z) cosh(z) +

uma fungdo de uma variavel, para a qual

0 -0
+
lim cosh(z) = £re .
z—0 2

Por outro lado, a desigualdade

oo bl
Cx2+y2+z?
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em R3\ {(0,0,0)} é uma consequéncia direta da se-
guinte desigualdad emR3\ {(0,0,0)}:

[y| < /x2+y?+22

Portanto, uma vez (0,0, 0) é ponto de acumulacdo

deR3\ {(0,0,0)}, e

lim lx|=0= lim 0,
(%,9,2)—(0,0,0) (%,9,2)—(0,0,0)

podemos concluir, pelo Teorema do Confronto (Propo-

si¢do[3.5.1) que

lim L —

(x2.2)=(0,0,0) \[x2 + 2 + 22

Adicionalmente, com base na propriedade PL3 da

35 Essa desigualdade é uma consequéncia direta da desigualdade
}}2 <x?+ y2 +z22e do fato da funcdo \/t ser mondtona crescente.
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Proposi¢do|3.4.1} concluimos que

lim xX,7,z) = lim cosh(z) -
(x,y,z)—>(0,0,0)g( y:2) (59,2 3(0,0,0) (2)
. Il Iy
- im S A
(x9.2)=(0,0,0) \[x2 + y2 + 22
=1

lim  h(x,v,2)

lim cosh(z) +

(%,9,2)—(0,0,0) (x,9,2)—(0,0,0)
+ lim L/
(x2.2)(0,0,0) \[x2 + 92 + 22
= 1,
ou seja:
lim x,v,z)=1= lim  h(x,v,2).
(X'V'Z)H(O'O'O)g( b3 (x,9,2)(0,0,0) (x,9,2)

Aplicando mais uma vez o Teorema do Confronto
(Proposi¢do|3.5.1)), concluimos que

lim x,1v,z)=1.
(x,y,z)—>(0,0,0)f( y )
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3.6 Limites vs Continuidade

Ao contrario da nocdo de limite, que esta ligada ao
estudo do comportamento de uma fun¢io f numa
proximidade de um ponto sem tomar em conta o que
acontece no proprio ponto, a nocio de continuidade
relaciona o comportamento de uma funcio de um
ponto com o valor que ela toma nesse ponto.

Definicéao 3.6.1 (Funcao Continua) Seja f : Q —
R uma funcdo real de varias variaveis, e A um ponto
de acumulagdo do dominio (3 C IR". Diz-se que f é
continua em A se e s6 se

lim £(X) = f(A).

X—>A

Para o caso de continuidade, a condicéo de limite L,
considerada na Defini¢ao[3.1]tem de ser reformulada
do seguinte modo:

Co: V5>0 35>0 VXGQ d(X,A) <o = |f(X)—€| <E.
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Note-se que as condicdes L (limite no ponto) e Co
(continuidade no ponto) diferem apenas no seguinte
fato: No caso da condicdo L, excluimos os casos em
que X = A, impondo a condi¢io d(X, A) > 0; No caso
da condi¢do Co, consideramos adicionalmente o caso
em que X = A.

Para o caso da condicdo Co nio ser satisfeita, di-
zemos que f é uma funcdo descontinua no ponto A.
Este fato pode ser formulado em termos da seguinte
definigio:

Definicao 3.6.2 (Func¢ao Descontinua) Seja f
Q — R uma fungdo real de varias variaveis, e A um
ponto de acumulagdo do dominio () C R". Diz-se que
f € descontinua em A se e so se pelo menos uma das
condigoes abaixo se verifica:

(i) AeQ.

(ii) )%irr}qf(X) ndo existe ou da +oo.
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(i) lim f(X) =€ mas{ = f(A)

Exemplo 3.6.1 (Exemplos Func¢des Continuas)
Sdo exemplos de funcgdes continuas:

(i) As funcées quadraticas do Exemplo &
Exemplo[3.4.2]

(ii) As funcoes f : R> — R da forma

g(x,p)h(x,y) ,se(x,p)#(a,b)
flxy) =
0 ,se(x,v) =(a,b)

onde g é uma funcdo limitad emR?\ {(a,b))

e lim h(x,p)=0.
(x,9)—(a,b) (o)

(iii) As fungdes f dadas pela tabeld®’| abaixo

36 Reveja o Corolério Exemplo Exemplo & Ob-
servagdom

37 Revisite o exercicio@ (a) da secdo Exercicios
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) | floy)=h(x+y?)
] Va2 +y?

) sin(y/x? + y?)
cos(t) cos(+/x2 +y?)

arcsin(t) arcsin(/x? +p?)

arccos(t) arccos(/x? + y2?)

(iv) As funcdo f : R® — R do Exemplopara 0
caso de £(0,0,0) = 1.

sin(t
(

Exemplo 3.6.2 (Exemplos Func¢oes Descontinuas)
Sao exemplos de fungdes descontinuas:

(i) As fungées{g_g] f do Exemplo & Exemplo
3-2.2

38 Estas funcdes sio descontinuas em (%, %), uma vez que o limite

lim  f(x,v) ndo existe.
(xy)—(3.3)
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(i) As funcoed| f do Exemplo3.4.4 & Exemplo
3-4.5|

(iii) As fungée@ f:R*> > R do Exemplo
Exemplo|3.5.2] & Observacao|3.5.1]

39 Nestes dois exemplos, estdo contemplados os casos (i), (i) & (iii) da
Deﬁnigdo
4% Todas estas fungoes sio descontinuas no ponto (0,0), embora em

alguns dos casos( %m} flx,v)=
Xy)=
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(iv) As funcoes f dadas pela tabel abaixo:

f(x,9,2) = h(yx? + p? + 22)

arctan %)

1
N

log, (yx2 +y? +22)
tan(y/x2 + y2 + 22)
cot( \/m )
sec(m
cosec( \/m)
arcsin (\/ﬁ )
1

Vx2+y2+22 )
1

arccos

arctan

No caso dos exemplos de fun¢des continuas lista-

41 Todas as fungdes que aparecem na coluna da direita da tabela
apresentam pelo menos um ponto de descontinuidade em R3.
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dos no Exemplo & Exemplo é possivel

decompor o problema do estudo da continuidade de

uma funcao f em pelo menos trés dos seguintes ca-
Sos:

(i) FUNGAO f REPRESENTADA COMO A SOMA DE DUAS
OU MAIS FUNCOES.

(ii) FUNGAO f REPRESENTADA COMO PRODUTO DUAS
OU MAIS FUNGOES.

(iii) FUNGAO f COMO O QUOCIENTE DE DUAS FUNGOES.

De fato, decorre naturalmente da Definicio
e da Proposi¢io[3.4.1] que no caso de termos duas
fungdes é possivel provar facilmente o seguinte re-
sultado:
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Corolario 3.6.1 (Propriedades Continuidade)
Sejam f e ¢ duas funcoes bem definidas em () C R",
A € R, e seja ainda A um ponto de acumulagdo de
Q). Se f e g sao fungoes continuas em A, as seguintes
propriedades sao validas:

Co1: A fungao Af definida por (A f)(X):= Af(X) é
continua em A.

Coz: As funcoes f + g definidas por (f + g)(X) :=
f(X)+g(X) sao continuas em A.

Co3: A funcio f g definida por (f g)(X) := f(X)g(X)
¢ continua em A.

Cogq: A funcgdo g definida por (g)(X) = f é

continua em A, apenas se g(A) = 0.

(iv) FUNGAO f cCOMO A COMPOSIGAO DE DUAS OU
MAIS FUNGOES.

182 ‘ 565



Nelson Faustino | Fungoes de Virias Variaveis

De modo analogo ao que acontece no caso de funcdes
de uma variavel, a funcdo composta hog é uma funcao
continua desde que ¢ : Q, > R (Q, CR") e h:
Q;, = R (Q}, C R) sejam fung¢des continuas.

Este resultado corresponde essencialmente a se-
guinte proposic¢do:

Proposiciao 3.6.1 (Limite e Continuidade) Seja
g: Q> R@QyCR)eh: Q) >R @QLCR)
sejam fungoes, e seja A € (dg. Entao as seguintes
propriedades sdo validas.

(i) Se g(A) € Qy, e h é continua em g(A), entdo

lim (hog)(X) = lim h(t).
lim (hog)(X) Jm, (t)

(ii) se g é continua em A, entdo hog também é conti-
nua em A. Adicionalmente

(hog)(X) = h(g(A)).

lim
X—A
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Observacio 3.6.1 (Dominio de Continuidade)
O dominio de continuidade corresponde ao conjunto
maximal®|Q) para o qual f é continua.

No caso de as funcoes g e h serem continuas em todos
os pontos do seu dominio, o conjunto

Q={XeR": XeQgeg(X)eQy}
corresponde ao dominio de continuidade da funcao hog.

Exemplo 3.6.3 (Gabarito) Na tabela abaixo pode
consultar o dominio de continuidade de algumas fun-
¢oes do Exercicio|9| da secdo [2.6] Exercicios (Capi-
tulo[2| Fungées, Grificos e Conjuntos de Nivel):

42 Reveja a seg&o Dominios do Capitulo Funcgées, Graficos
e Conjuntos de Nivel.
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f(xv) dominio de continuidade
5 {(xy) eR? : = 2x)

Vx+1 2. 2 2
—m {(x,9) e R” : \/x%2 +p% < 1}
lg(xy) {(x,y) € R? : xy >0}

X +arcsin(y + 3) {(x,9)eR? : ~4<y<-2}
2452
%Lzlx AUB, onde
A:{(x,y)ele VLY
ey(x—1)2+y2>1}
B={(x,y)eR? : {x2+y2<1
(x=1)2+92<1}.
In[xIn (y - x?)] ADB, onde
A={(x,)eR?:x>0
ey >1+x?%
B={(x,y)e R?>:x<0
ey <1+x?%).
In[u(x, p)v(x,v)], AU B, onde
A={(x,y) e R?*:{x2+p2>2
u(x,y)=16-x2-p% | e/x2+y2<4)
v(x,y)=x>+92 -4 | B={(x,9) e R?: {x2+p2 > 4}.
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Exemplo 3.6.4 Consideremo agora a fungao por
partes definida por

sin(x* +°)
flop)=3 77
p+Vl-x se x<0.
No caso de x > 0, temo que f(x,v) = (hog)(x, ),

onde

se x>0

sin(t)

o

No caso de x < 0, temos que f(x,v) é dada pela
soma da funcdo y com a funcio V1 - x.

Em particular, f(x,v) é continua em

R*\{(0,y) : y€R},

43 Jtem (i) do Exercicio[ﬂ da segdoExercicios (CapituloFun-
¢oes, Graficos e Conjuntos de Nivel

44 Nao ¢é dificil de verificar que o dominio de h é o conjunto R\ {0}, e
que o dominio da fungdo g é R?, pelo que R? \ {(0,0)} é o dominio
da fungdo hog.

g(x,y) =x*+y5 eh(t) =
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sin(x* +9°)

x4 496
valoresdex >0 ey + \/m é continupara valores
de x < 0.

Com base na condicdo (i) da Proposi¢do(3.6.1] po-

demos facilmente concluir que

uma vez que = h(g(x,v)) é continua para

lim —Sin(fl +Zﬁ) =lim _sin(t) =1.
(xy)—(0,0) Xx*+7v t—0 t

Por outro lado, com base nas condigoes (i) e (ii) da

Proposi¢ao[3.6.1] resulta que

f(0,00=1=lim y+\/1 X).

(x3)—(0,

Logo f também é continua em (0, 0), uma vez que

f(0,0)=1= lim f(x,).
(x,9)—(0,0)

45 A continuidade de v + V1 —x para valores de x < 0 deriva do
fato de {(x,v) € R? : x < 0} ser um subconjunto do dominio de
V+ V1 —x — o conjunto {(x,p) € R? : x<1).
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Em suma: O dominio de continuidade da funcao f é
R%.

Observacao 3.6.2 Pela mesma ordem de ideias do
Exemplo(3.6.4, podemos concluir que o dominio de

continuidade da funcgao
4 +ay6)
x4+ 96

y+Vb—x se x<0.

sin(ax
se x>0

fxp)=

¢ também R?, para o caso de a = \/E eb>0.
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Exemplo 3.6.5 (Baseado no Exemplo[3.6.3) A
fungao
X

Y —2x

se Y#2x
f(xy)=
€ se Y =2x
ndo é continua em (0, 0), independentemente da cons-

tante € escolhida.

Com efeito, se para cada x # x considerarmos os

conjuntos de nivel de TErd

Ce={xy)eR i y=

21<x}
K—X

obtemos que

2Kx
lim x,7) = lim ( )=1<.
s (Oof( v) x_)of
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Em particula@

lim (x,9)=1%2=lim (x,9).
(X,y)z(O,O)f s (x,y)z(o,o)f y

Provamos assim, com base na Proposi¢do|3.2.1, que

olimite lim  f(x,v) nao existe pelo que a fungdo
(x,9)—(0,0)

f nunca podera ser continua em (0, 0), de acordo com

a Definicao

46 No caso particular deste exemplo, escolhemos dois caminhos dis-
tintos com base niveis k = 1 e k = 2. Outro tipo de escolha(s) para

a constante x poderia ter sido feita, desde que x # 0. Esta ultima
2Kx 0

condigdo assegura-nos que lim
x—>0K—X
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3.7 Exercicios

Os primeiros cinco (05) exercicios que se seguem
foram retirados da [Lista 2 de FVV (2015), do
Prof. Mauricio Richartz. Dicas para a resolugio de
cada exercicio podem ser consultadas, clicando em
listazdicas.pdf. Os restantes (exercicio 6. em di-
ante) correspondem a adaptacdes de exercicios gen-
tilmente cedidos pelo Prof. Gil Bernardes, da Univer-
sidade de Coimbra, e a exercicios formulados pelo
professor de Funcoes de Varias Variaveis (DESAFIOS).

ExeERcicros PrRor. MauURicio RICHARTZ

1. Nos exercicios abaixo, determine se o limite
existe. Se existir, determine o seu valor. Justifi-
que a resposta.

3x2 -5x%y3 +3

lim ,
(@) (x,y)1—>(0,0) 7x4y? — 2x2y2 4+ 2
) lim  SrEery
(x,9)—(1,-1) X+7v
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2 2
© lim Xy
(x9)=(0,0) \/x2 + 2 +1 -1
x3y
d lim —2
( ) (x,y)l—I>r(10,0) 2x6 + yz
3 3
 lim ¥
(x,9)—(0,0) X2+
O fim YTEVE2V
(x9)—(0,0) Vx—y
4 .2

(x9)-(0,0) X2 + 2
_x2_y2 _ 1
b lim
(xy)—(0,0) X +v

(1) lim secxtany

(x,9)—(0,0)
() lim Gy n|(x + )]
&  lim =

(x)=(0,0) \/x2 + ?
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O  lim -2
(x)—(0,0) | x|

2
1 1
(m) lim (— + —)
(xp)—>(=23)\x Y
sen(2x)—2x+vy

(n) lim 3
(x,)—(0,0) X°+7y

) lim x2+ 92+ 2%+ 2xy - 2xz - 2yz
(x,,2)—(1,-1,0) X+y—2z

2. Para cada funcio abaixo, determine o conjunto
X de pontos do plano/espaco onde a funcio
é continua (justifique sua resposta). Esboce a
regido correspondente.

@ flry)=xt+pt-—dx®y?
(b) flxy)=vx=7,
(© flxy)=In cos(x2+y2)],
@ flxy)=1tcosx?,
(@ flxy)=tan(%)
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) flxy)= arccos( \/; )

@ f(xy)=x2—4y2+1,

(h) f(x,y,2) = \/JT—;;

i) flxpz)=In(4-x2-p>-22),

() f(xp,2)= arctan(\/l —AxT—9y2 - Zz)’

3. Determine, quando possivel, o valor de a € R

para que a funcéo seja continua em (0, 0). Em
cada caso, analise também a continuidade da
funcéo nos outros pontos do seu dominio.

(a) f(x,y):{"“ryZ se (x,y)i(o,o);
a se (x,9) = (0,0)
sen(x*+y?) )

b p)=1 ,

(b) f(x) {ﬂ se (x,v) = (0,0)
Ho (0,0)

— ] *+y
© f(xy) {a e (5.9)= (0,0)
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LI e (x,9) % (0,0)
d V) = x*+y ,
d) fl(xp) {a e (5.9) = (0,0)
22 se (x,y) #(0,0)
€ floy) {a se (x,) = (0,0)

4. (Limites Iterados)
x2 2

Seja f(x,y) = m
(a) Qual o dominio da func¢éo?

(b) Mostre que

lim [hm Flxy ] — lim [lim f(x,y)] -0
x—0([y—0 y—0L[x—0

(obs: esses limites sdo denominados limites
iterados).

(c) Mostre que l)m(l f(x,v) ndo existe.
(x.y)—

(d) A que concluséo geral sobre os limites ite-
rados vocé pode chegar usando esse resul-

tado?
195 ‘ 565



Nelson Faustino | Fungoes de Virias Variaveis

5. Seja

0 sey<Oouy>x%

flxy)=

1 caso contrario.

(a) Mostre que f(x,y) — 0 a medida que
(x,v) — (0,0) ao longo de qualquer reta
que passa pela origem.

(b) Encontre uma curva que passa pela origem
para a qual f(x,y) = 1 em todos os seus
pontos (com excecdo da origem).

(c) A fungédo f(x,y) é continua na origem?
ExERrcicios Do PROF. GIL BERNARDES

6. Usando caminhos convenientes tire conclusdes
sobre a existéncia dos seguintes limites:

x2

li —_

(@) (x,y)l—I>I(10,O) x? +p?
b lim —2

(x,9)—(0,0) x2 + 32
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i (x-1)yz
|
© (xry,Z)l—{r(ll,O,O) (x— 1)3 + y3 +23
. ny — 2y
d lim —2 <7
(d) (x,9)—(1,0) (x_ 1)2 +}/2
© lim XY y)
(x,9)—(0,0) 343 +p3
(f) lim Xy(x Y)

(x9)>(0,0) X3 +p3

7. Para a funcio g : R? — R definida por

x?2 Lsex?+yi<2y
gxy)={ x+y ,sex>+y?=2y
2 Lsex?+y?i>2y

estude a existéncia do limite quando:
(@) (x,v) tende para (0,0).
(b) (x,v) tende para (1,1).
(¢) (x,v) tende para (0,1).
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8. Calcule, caso existam, os seguintes limites:

X2
li -
m)(anRLZ)x2+y2
sinx 2
(b) lim In ( +(v2)3 )
(x,9,2)—(1/2,1/N2,1/2) 2 Y
2
(c) lim Xy 5
(x)=(1,-1) (x +)
2_.2

@ lim =%
(x9)>(0,0) X+

44

@ lim — 2

(x,)—(0,0) X2+
Xy—2x-y+2

) lim
(y)—(1,3) (x—1)(p? — 4y + 4)

9. Determine o subconjunto de IR? formado pelos
pontos para os quais f é continua:

e% sex =0
@ f(xy)=

2y sex=0
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x+y sexy=0
(b) f(x,p)=

0 se xy =0

x2+9? sex?+y?<1
© fxy)=

0 sex?+p2>1

—xz’f;’z sex?+p2<1
d flxy)=

0 se x> +y2>1

10. Considere a fungao definida por

x*+y? se y>x
2x+1 se p<x.

f(x,y)={

Calcule, caso existam, lim f(x,y) e
(xy)—(0,1)

( 1)1n<1 f(x,v) e dé uma justificagdo muito

xy)—

breve.
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11. Para cada uma das seguintes fun¢des estude a
continuidade nos pontos indicados:

xy/x2 -y sm(xiy) X+y 20

(@) f(xy)=
0 , Xx+y=0
e (3v2/2,-3V2/2).
X se(x,9)#(0,0)
b) f(x,y) = { x> +yl

0, se (x,9) =(0,0)
m (0,0), (1,-1) e (1,0).
DESAFIOS

Para a funca =
12. Para a funcédo f(x,y) = pese
(a) Calcule o dominio de f.

(b) Calcule o limite lim f(x,y), onde
(x9)2(0,0)

R = {(x,mx) : erR\{ 1} (m € R).
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(c) Calcule o limite lim f(x,y), onde
(x,)—(0,0)

P ={(%y) : v € R\{0}}. O que pode

concluir quanto a existéncia do limite

lim (x,1)?
(W);(O,O)f /

(d) Mostre que para valores de a = 0, o limite

lim  f(x,y) ndo existe.
(xy)—(-a%a)

DicA: Use limites iteradod?7l

13. Estude a existéncia dos seguintes limites:

X+2z
li ————— (@eR).
(a) (x’y’z)i)r{;’lj_a) x + y + Z - 1 (a )
(b) lim — : 12 —
(x,,2)—(nm,nm,nm) sin(x) + sin®(y) + sin®(z)
(ne ).

47 Veja Observagdo Observagdo & exercicio
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© lim (sin(x) + sin(p))? — sin?(z)
(x,9,2)—=(nm,nm,nmn) sin(x) + sin(y) + sin(z)
(ne ).

14. Calcule, caso existam, os seguintes limites
. xp(x —
lim Al ) i Z )

(x9)—(0,0) x*+7v

. X-y
b lim —_—_
) (x9)—(0,0) VX + /7

3xy

(@)

(©)

im -7 @

(x,9)—(0,0) sin(rtx? + nyZ)
tan(7xy)

(x,9)—(0,0) tan(3x? + 3y?)

(d)
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15. Dig justificando, se as afirmagdes abaixo
sao verdadeiras (V) ou falsas (F). No caso de V,
faca a respetiva demonstracio. No caso de F,
dé um contra-exemplo.

(a) Se ndo existem os limites )l(in}q f(X)
e )1(111}4 g(X), entdo os limites
li X)-g(X li X)g(X
lim (F(X)-g(X)) e lim (£(X)g(X)
também nao existem.

(b) Se existem os limites )1(11‘1’114 2(X) e
)l(in}\(f(X)—g(X)), entdio o limite
li X) també iste.
Xlg}clf( ) também existe

(c) Se existem os limites )I(in}q 2(X) e
li X)g(X)), e li X) # 0 enta
lim (f(X)g(X)). e lim g(X) # 0 entao o
limite )l(lrr}1 f(X) também existe.

43 Tome em linha de conta o Corolario|3.6.1} assim como os exemplos

listados em Exemplo
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16. Use o Teorema do Confrontd®|para provar que

os limites abaixo déo zero. Justifique conveni-

entemente a sua resposta:

(a)

(d)

(e)

lim (1-e*¥*)arctan (x +y + z)

(%,9,2)—(1,-1,0)

i arcos(x)tan(rmx + 7y)
lim

(x,9)=(1,1) yfarcos? (x) + arcos2(y)

50

51

52

. ZS
lim
(%,9,2)—(0,0,0) +/x16 4+ })16 + 716

In(1 +y)5

lim
| |(3)=(0,0) \/In(1 +x)16 +In(1 +)1°

7xe Wl - 5ye|x|
lim @———
(x)=(0,0)  V7x+ /5y

49 Proposig:do & Corolario

59 Drca: Use a desigualdade |w| < Vu? +v2 + w?2.
5! D1ca: Use a desigualdade [v| < Vu? +v2.
52 Drca: Use as desigualdades eV <1 & el > 1.
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(f) I hm g(x,v,2), com base na desi-
(%,,2)

—(0,0,0)
gualdade
4.4
X-y+z x*y
X,9,2)— < .
8lxy2) Vx+z+y| xt+ptezd

@ [
lim x,7).
(x:y)*(—l,l)g( y)

com base na desigualdade

|\/5(xy —x+y-1)g(x,y) -In(2 +xp)| <

(xy—x+y-1)>
S Vx2+y242x -2y +2
53 Drca: Use a desigualdade u* < u* + v* + wt.

54 Drca: Encontre a mudanga de wvariavel (u,v) tal que

lim X, = lim u,v). Para poder aplicar
o, l)g( y) o, O)g( ) p p
o Teorema do Confronto a g(u,v), tera de substituir x ey por u

e v na inequacgdo dada.
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17. Reformule e resolva o andlogo do Exercicio
em termos das nocdes de (des)continuidade

dadas pela Definicio & Definicio

18. Determing®|o conjunto dos pontos de continui-
dadés¥| das funcdes abaixo:

(a)fxy y2x

0) flry) =

© f(x,y)=In(xy)
d) f(x,y)= ?+arcsin(y+3)

© flup2) =2 3722

2 2_1
O F09) =\ 3

() f(xp)=In[xIn(y-=x?)]
55 Veja oExemplo

56 As funcdes deste exercicio foram retiradas da segdoExercicios
(Capitulo Fung:ées, Graficos e Conjuntos de Nivel).
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(h) f(x,y)=In[(16 -x* —y?)(x* +y% - 4)]

sin(x* +p°)
x40

y+Vl-x se x<0.

se x>0

@ flxy)=

©) f(xp,2) = JI-32 32 =22

() f(x,2,2) = log(x? +p2 - 222).
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19. Determine, caso seja possivel, o valor da cons-
tante k¥ € IR para o qual as funcdes abaixo sdo
continuas em R2.

ey —e™

W se (x,y) * (O, O)
@ f(x,y)=

K se (x,v)=(0,0).

x4y3

_ 0

sin(x6 +96) °C Xy >
) f(ry)=] ST

(1+1<xy)% se xp<0.

2 2

T Y
© flx,y)= Y

K2 se xZ= yz.
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20. Demonstre as seguintes afirmacdes:

(a)

Seja ¢ uma funcéo continua em (a, b, c) tal
que g(a,b,c) = 0, e f uma funcio qualquer
que satisfaz a desigualdade

f(x9,2) - ? <l|g(x,v,2)|

para todo o (x,y,z) € R3.

Prove que f é continua em (4, b, c). Calcule
o valor f(a,b,c).

Dé um exemplo de duas funcoes f e g tais
que:

@ If(xy.2) < |g(x,9,x)l, para todo o
(x,9,2);

(ii) f ndo é continua num ponto (a, b, c);
(iii) g(a,b,c) = 0.

209 ‘ 565



Derivacao e
Diferenciabilidade

210 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

I recoil with dismay and horror at this lamentable
plague of functions which do not have derivatives.
—|Charles Hermite

4.1  Conceito de Derivada Direcional

No estudo de funcdes de varias variaveis é muitas
vezes importante estudar a variacdo de uma funcio
f:Q — R (Q CR") segundo um determinado ca-
minho. No caso desse caminho corresponder a reta

de equacdo
R:X=A+tv, teR
a variacao

Az f(A) = f(A+1V) - f(A)

tv

pode ser interpretada como o deslocamento de f
segundo a reta orientada R que passa pelo ponto A,
e tem a direcéo e sentido do vetor 7.
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-, P
Para o caso em que v é um vetor unitarid'| po-
demos definir, para fun¢des de varias variaveis, o

dh
anélog de h'(a) = E(cz) do seguinte modo:

Definicio 4.1.1 (Derivada Direcional) Seja
f:Q — R (Q € R") uma funcao de varias va-
ridaveis, A um ponto interio de Q) e V um vetor
unitario de R". A derivada de direcional de f no ponto
A na direciio V' ¢é definida por

fA+1V) -~ f(A)

caso o limite exista.

! Dizemos que ¥ é um vetor unitario quando || 7’| = 1.

2 Para evitar possiveis ambiguidades, foi utilizada a letra h para
definir uma fungdo de uma variavel h : Q) — R, de dominio
QpCR.

3 Dizemos que A € R" ¢é um ponto interior de Q) se existe umr >0
tal que B,(A) C Q, onde B,(A) denota a bola de centro A e raio
r introduzida na segio 3.1 Defini¢do de Limite (Capitulo 3|
Limites e Continuidade).
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De fato, no caso a € R ser um ponto interionff|de Qj,,

d
tem-se que — (a) pode ser definido como o limite

dt
dh, . h(a+t)-ha)
A e —

uma vez que todo o ponto interior é também ponto de
acumulagad]

Obviamente que — (a) pode ser interpretado como

dt

a derivada direcional de a na direcio de ¥ =1, uma
vez que
R :x=a+t telR

define uma reta em IR que passa pelo pontoae|l| = 1.
Voltemos agora a nossa atencio para o caso de
f : Q — IR ser uma funcéo nas variaveis x e y. Com

44 € R é um ponto interior de (3, se para todo o x € R, existe um
r>0tal que|x—a| <r=aeQy.

5 Para o caso de x # a, a implicagdo|x—a| < r = a € Qy, garante-nos
que o conjunto {x € Qp : 0<|x—a| <r} é ndo vazio.
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base na formula fundamental da trigonometria, tem-
se que todos os vetores unitarios de IR> podem ser
representados na forma

7 = (cos(6),sin(0)), 0<0O <2,

pelo que a expressdo

Do f(a,b) = lim f(a+tcos(0),b+tsin(0))— f(a,b)
t—0 t

da-nos todas as possibilidades para calculo de deriva-

das direcionais em (a, b), para qualquer vetor unitario

de R?.

Exemplo 4.1.1 (Func¢ao Quadratica)
Pretendemos calcular a derivada direcional da funcao
f(x,v) = x*+y? em (a,b) segundo a direcdo do vetor

V = (cos(0),sin(0)).

Com base nas substitui¢oes x = a+tcos(0) ey =

b+ tsin(0), obtemos que
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f(a+tcos(0),b+tsin(0)) =
= (a+tcos(0))? + (b +tsin(0))
—a?+b%+ t(2acos(0) + 2bsin(0)) +

2
+t2(a® cos?(0) + b%sin?(0)).

Logo
fla+tcos(0),b+tsin(0)) - f(a,b)
. =
_ t(2acos(0) + 2bsin(0)) N t2(a® cos?(0) + b2 sin?(0))
t t '

Fazendot — 0, obtemos que

lirré fla+ tcos(@),b+ttsin(6)) —f(a,b) _
t—

= 2acos(6) + 2bsin(0).

Portanto,

D= f(a,b) = 2acos(0) + 2bsin(6).
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Exemplo 4.1.2 (D-; f (A) nao existe, em geral)
Pretendemos agora averiguar a existéncia da direcional
da fungao

L se xy=0
Xy
flxy)=

0 se xyp=0.
no ponto (0, 0), segundo a dire¢do
V = (cos(0),sin(0)).
Para xy = t?cos(0)sin(0) = 0, temoslﬂ que
_ 2
~ t2sin(20)
Podemos assim concluir que pard’|
T 37 }

9 R Or_r » T~
© \{ 2’72

f(tcos(0),tsin(0))

6 Para obtermos a tiltima igualdade, utilizamos a relacdo trigono-
métrica sin(20) = 2sin(6)cos(O).

70, %,n e 37” s@o os zeros da fungdo cos(0)sin(60) no intervalo
[0,2n[={0€R : 0<6<2m)}.
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a derivada direcional D+ £(0,0) ndo existe, uma vez
que o limite

limf(z‘cos(()),t‘snl(e))—f(O,O) ~lim .2
50 t t—0 t3sin(20)
ndo existe.

- . :
No caso de v ser igual a um dos vetores abaixo:

(1,0) = (cos(0),sin(0))
o1 = fonlZ) )
(-1,0) = (cos(m),sin(m))
01 = (o E)on(2)

podemos facilmente concluir que D~ f (0,0) = 0, uma

vez que para 6 € {0, 7T, 37”}

lim f(tcos(0),tsin(0))— f(0,0) lim 0-0 o
t—0 t t—0
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Exemplo 4.1.3 (D-; f (A) existe) Considere agora a
fungao de duas variaveis f : R> — IR, definida por

x2 42
se X#Y
floy) =1 77
0 se x=71.
Observe que parat # 0
f(tcos(0),tsin(0)) =

2
t(cos(0) —sin(0))

se cos(0) = sin(6)

0 se cos(0) =sin(0).
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Logo
ling f(0+tcos(O),0 +ttsin(6)) —-£(0,0) _
t—

1

W ,Se COS(G) * Sll’l(G)

0 ,se cos(0) =sin(O).

Desta ultima relagdo facilmente se conclui queﬁ
D+ £(0,0) = 0, quandd’]

(5o -(55)

v = 272

Para valores de 6 € R\ {7, T"} temos que a de-
rivada direcional de f em (0,0), segundo a direcdo

8 Observe que cos(6) — ( ) =0 é equivalente atan(0) = 1. No
intervalo [0, 27t[= {9 : 0 <0 <27}, esta equagdo admite
como solugdes 0 = % e 9 51

9 Observe que cos(%) sm(%) = @ e que cos(%) =
sm( SI ) g
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V = (cos(0),sin(0)) é igual a

1

P00 oo —sinio)

Observacio 4.1.1 (D vs %) Definindo h : Q) —
R (Q CR) como

h(t)= f(A+1t7),

podemos concluir facilmente que D f(A) = h’(0),
caso o limite

L FAS ) fA) k- k)
t—0 t t—0 t

exista.

Exemplo 4.1.4 (Funcao de Trés variaveis)
Consideremos a funcdo f : R®> — R dada por

f(x,v,2) = xp + 2%
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Para calcularmos a derivada direcional de f no ponto
(1,2,-1), segundo a dire¢do do vetor unitario

comegamos por definir a funcdo auxiliaf™|

t t V3
ht)= f(1+ i z_i _1+£ _
3 3
Derivando h em ordem a t, obtemos
=X :y :Zz
—_——

b )

= Y
dt 3 3

[
~

S PPl

10 Observe que (x,v,z) = (1,2,-1) + t(g g g) é equivalente
14 t\/§

<‘

a escrevermos x = 1 + t\f , V= 2- t
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Fazendo t = 0 na igualdade anterior, resulta que
w(0)=-¥,
V3

Concluimos assim que D7f(1, 2,-1)= -5

Observacio 4.1.2 (Direcdes Niao Unitarias)
Note-se que o conceito de derivada direcional relativa-
mente a um vetor unitario, ou seja, para definirmos
D f(A) em termos do limite

A - f(A)
t—0 t

consideramos implicitamente que X = A+t varia ao
longo de uma direcio, de ordem de grandeza | V|| = 1.

Tal como ilustrado no Exemplo Exemplo
& Exemplo a condicao |[ V]| = 1 resulta
da necessidade de se poder comparar a variagao [infi-
nitesimal] de f ao longo de diregdes diferentes.

Ou seja, quando X varia ao longo de duas ou mais
diregdes, é necessario supor que aquela variagao é reali-

222 ‘ 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

zada com a mesma rapidez — que entdo se convenciona
ser o vetor unitario.

Assim, se a dire¢do segundo a qual se pretende cal-
cular a derivada for indicada através de um vetor nao
unitario, é preciso normalizar este vetor de modo a
obter um vetor unitaridk

Em particular, para a mudanca de variavel t =
ﬁ
s||V'||, obtemos que

S(agh) @ p(aesT)-f)

t—0 t s—0 sl

1 Pelas propriedades de norma podemos facilmente concluir que
A7 = |A| [ 7]l. No caso de ¥ = 6) a igualdade | A7) =1 ¢é
satisfeita para A = m
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Com base na Observacio & Observacio
podemos obter a seguinte generalizagio para o
conceito de derivada direcional.

Definicio 4.1.2 (Generalizacio da Definicio
Seja f : Q3 = R (QQ € IR") uma funcgao de varias va-
riaveis, A um ponto interioﬁ de Q). A derivada de
direcional de f no ponto A na dire¢ao V é definida

por

DofA) = — Lifa+ )0

caso a funcao h(t) = f(A+ t7’) seja diferenciavel em
t=0.

2 Dizemos que A € R"™ é um ponto interior de Q) se existe umr >0
tal que B,(A) C Q, onde B,(A) denota a bola de centro A e raio
r introduzida na segio[3.1] Defini¢do de Limite (Capitulo 3|
Limites e Continuidade).
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Exemplo 4.1.5 (Duas Formas de Calcular D-; f (A))
Pretende-se calcular a derivada direcional de
f(x,v) = xy no ponto (1,0), e segundo a diregio
do vetor v = (1,—-1).

Uma vez qu 7|l = V2 # 1 nao podemos apli-
car diretamente a Definicdo[q.1.1} Temos entao duas
possibilidades para calcular D f (1,0):

[+

L
Il

Para este caso, definimos a fungao auxiliar

(i) CaLcurar D f(1,0) PARA T =

- S

para pontos (x,v) da forma

v (1 ,1V2 _ﬂ)
Il 27 2 )
3Para v = (1,-1), temos||(1,-1)|| = Y12+ (-1)2 = V2.
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Daqui facilmente se conclui que a derivada dire-
cional de f em (1,0) na direcio v = (1,-1) é

igual a —Q, uma vez que
wor [ V2( Y2\ N2 V2
O = [7(‘7)‘7(“7)L0
2
.

(ii) Carcurar D->f(1,0) via A Definigdo

Para este caso, definimos a funcdo auxiliar

=x =y
W =(1+0) (1) =2

para pontos (x,y) da forma
(x,9)=(1,0)+tV = (1 +t,—t).

De seguida, calculamos h'(0), e dividimos o re-

sultado obtido por ||V|| = V2:

h’(0) 1

7l V2 2

S

W(0)= -1 = D= £(1,0) =
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Exemplo 4.1.6 (Funcao Quadratica de n Variaveis)
Para um ponto genérico de R", de coordenadas
X = (x1,%3,...,%y), considere a funcao f : R" — R
definida por

fX)=xt+x3+...+x2

Se para um ponto A de coordenadas A =
—> .
(ai,az,...,a,), e um vetor v = (v1,vy,...,V,) consi-
s~ - .
derarmos a substituicio X = A+t v ie.

xi=a;j+tv; (i=1,2,...,n).

obtemos, com base nas igualdades

d .
%[(ai + tvl’)z]t:() =2a;v; (i=1,2,...,n)

[Pl = 02 + 3 +... 423

14 Este exemplo corresponde a uma generalizagdo do Exemplo
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que

_ 2a1vy +2a5v0 +... 4+ 24,0,

Dz f(4)
\/vlz+v§+...+v,%

Em termos da nogdo de produto escalar introduzida
na se¢do[1.3| Produto Escalar, Norma e Distancia
do Capitulo Vetores e a Geometria do Espaco R",
as formulas de f (X) e D f(A) podem ser reescritas
numa forma mais compactd 3}

204 o7
— oV
f(X)= ||OX||2 & D?’f(A) = W

onde O =(0,0,...,0) é a origem do referencial cartesi-
n 6
anode R", e OX, OA os vetores de coordenada
—
OX = (x1-0,x,-0,...,x,-0)
—
OA = (a;-0,a,-0,...,a,-0).
1 _ — =\ AR L N2
5 Observe que para X = A+tv, f(A+tV) =||OA +tV||*.

6 — e
1% Observe que OX =X-0e OA =A-0.
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A descrigdo anterior permite-nos adicionalmente es-
tabelecer a seguinte relagdo tangivel entre os conceitos
de derivada direciona e projecdo ortogona@

_ @l ==

—_—
f(X) = 10X ” = D f(4) = =~ proj» OA.

4.2 Derivadas Parciais e Vetor
Gradiente

No caso de v coincidir com um dos vetores
— — — A .
e;,es,..., e, da base canomc de IR", a derivada

direcional Dy f (A) é designada por derivada parcial.

17 Isto é, para f(X) = ||O—X>||2 a derivada direcional D f(A) € a

R >
menos da constante @ ‘igual’ a projecao ortogonal proj-» OA

—
(faga|[V]|=2).

18 Revisite a segéo Projeg¢do Ortogonal ( CupituloE] Vetores e
a Geometria do Espaco R").

19 Observe que os vetores da base candnica satisfazem a relagao de
perpendicularidade e; 1 ef, parai = j.
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Mais concretamente, parg|

ou seja, para A = (ay,...,a;_1,8;,4;41,.-.,4,) as de-
rivadas parciais 5:-(A) correspondem aos limites da
1

forma
lim f(ay,...,a;_1,a; +t,a;1,...,4,)— f(ay,...,a,)
t—0 t

Note-se que no limite acima, a varia¢do das com-
ponentes ay,...,4;_1,8;41,---,4, de A da zero, com
excepcdo da componente 4;, cuja variacdo é igual a t.

, s .~ b d
20 0 nimero 1 aparece na i—ésima posigdo do vetor e; .
- .
21 Observe que||ej || = 1, para todooi =1,2,...,n
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Note-se ainda que|

0 ) )

—:=D-», — :=D-, —:=D-,

dx i’ dy 7 0z k
onde i, j e k denotam os vetores unitarios que
definem os eixos Ox, Oy e Oz, respetivamente.

Observacao 4.2.1 (Existéncia Derivadas Parciais)
Voltemos a nossa ateng¢do para o Exemplo &

Exemplo

(i) No caso da fungao f do Exemplo[q.1.2}

1
— se xy=0
X
fopy={ ™

0 se xp=0.

22 Revisite o Exemplo da segdo Produto Escalar, Norma
e Distancia (Capitulo[1] Vetores e a Geometria do Espagco
R").
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verificamos que D f(0,0) = 0 para vetores v
de R? da forma

(1,0) = (cos(0),sin(0))
01 = for(Z)on(3)
(-1,0) = (cos(m),sin (7))
01 = eof )]
Em particular, %(0,0) = D?f(0,0) e

%(0, 0)= D7>f(0, 0) existem e ddo zero.

(ii) No caso da funcdo f do Exemplo|q.1.3}

x% +7y?

fey =1 77
0 se xX=1.

se X#Y

verificamos que D~ f (0, 0) existe, independente-
d .
mente do vetor v'. Em particular,
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£:(0,0)=D£(0,0) e £,(0,0) = D £(0,0)

também existem.

Adicionalmente, das igualdades
7= (cos(0),sin(0)) & 7 = (cos(%),sin(%))
resulta que f,(0,0) =1 e £,(0,0) = -1.

Existem varias notac¢des alternativas para as deri-
vadas parciais, que nos permitem abreviar o simbolo

9 Abaixo pode encontrar algumas delas:

axi'
_ df
fxi - a_xl
8xn+1 . af _
o ox [xXn41 = F(X)]
)
axif = %

233 ‘ 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

Observacio 4.2.2 (Nota Historica) Foi o matema-
tico Adrien-Marie Legendre o primeiro a adotar a no-
tacdo 0:

Pour eviter toute ambiguité, je représentarie par
% le coefficient de x du de x dans la différence de
u, & par ‘;—z la différence complette de u divisée
par dx.

-Legendre, Adrien-Marie. ’Mémoire sur la
maniére de distinguer les maxima des mi-
nima dans le Calcul des Variations’. Histoire
de ’Academie Royale des Sciences, Année M.
DCCLXXXVI (1786), pp. 7-37, Paris, M. DC-
CXXXVIII (1788)

Ao fim de algum tempo, Legendre acabou por aban-
donar a notagdo que ele proprio havia introduzido para
definir o conceito de derivada parcial. Anos mais tarde,
o matematico alemao|Carl Gustav Jacob Jacobi rein-
troduziu o simbolo 0:
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Sed quia uncorum accumulatio et legenti et scri-
benti molestior fieri solet, praetuli characteristica
d differentialia vulgaria, differentialia autem parti-
alia characteristica o denotare.

—Jacobi, Carl GJ. "De formatione et proprie-
tatibus Determinatium."Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik 22 (1841): 285-
318.

Devido a este manuscritd™| influente de Jacobi, o sim-
bolo d (letra d dolalfabeto cursivo russq?¥)) passou tam-

bém a ser conhecido por delta de Jacobi.

23 O manuscrito de Jacobi pode ser baixado gratuitamente, a partir
do link https://eudml.org/doc/147138,
24 Significado de "cursivo’- https://www.priberam.pt/dlpo/cursivo.
235 | 565


http://www.omniglot.com/writing/russian.htm
https://eudml.org/doc/147138
https://www.priberam.pt/dlpo/cursivo

Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

Definicao 4.2.1 (Gradiente) Dada uma funcao f :
Q - R (Q € R") de variavel X = (x1,%,...,X%,), €
um ponto A = (a,ap,...,a,).

Definimos o gradiente de f em A como sendo o ve-

tofS|Vf (A), de coordenadas

Vf(A) = (9x, f(A), 04, f(A),..., 05, f(A)),
no caso de existirem todas as derivadas parciais

0
dy.f(A 83{ ) (i=1,2,...,n).

Observacao 4.2.3 (Regra Pratica) Para calcular a
derivada partical relativamente a uma varidavel x;, po-
demos tratar ‘simbolicamente’ restantes variaveis X;
(j # 1) como constantes.

Na tabela abaixo vamos exemplificar o calculo das
derivadas parciais - 8f de uma funcao

f(X) ::f(xlfol---rxn)

25 Também é comum utilizar a notagdo gradf (A) ao inés de Vf(A)
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para casos ja estudados em Fungoes de Uma Variavel
(FUV). Em concreto, para casos em que f ¢ definida
pela regra de composicao f (X) = h(g(X)):

()= 4 O f = 5L
=3 I iy e
(tl") =~ I, (g(?lQ” ) = _g(xl)”+1 9x;8
() = et 2, (X)) = kg(X)*9,
y_ 1 _ 1
(\/Z) - ?} an( g(X)) 2\/@ x]g
(Wfiy = Lix- 2. (Y2(X)) = Lg(X)} 10, g
(a') =1n(a)a* ax/(agm) = 1n(a)ag<X>ax]
(loga(t))/ = ln(la)t axj(loga(g(x))) = 1n(u)lg(x)axjg
(sin(t)’ = cos(t) | 9y, (sin(g(X))) = cos(g(X))dyg
[cos(t)]’ = —sin(t) | Iy, (cos(g(X))) = ~sin(g(X))Js g
[tan()]’ = sec2(t) | s, (tan(g(X)) = sec?(g(X))ds g
[cot(t)]” = cosec?(t) 8xj(cot(g(X)) = cosecz(g(X))ﬁx].g

De modo a entendermos a regra pratica dada pela
Observacio[q.2.3] vamos ilustrar a construgéo de f,
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e de f, para o caso de f ser uma funcéo nas varidveis
xevy.
. .
Ao fazermos variar (x,y) segundo as diregoes i =
—
(1,0) (eixo Ox) e i = (0,1) (eixo Oyp), estamos a
definir duas novas fungdes reais de variavel real, f, e
fy respetivamente:
flx+tp

lim
t—0

f(%,9)

f(x)
X,y

)_

t
f&w+ﬂ—f(,)

t

fy(x’y) = lim

t—0

Fazendo as mudancas de variavel u = x+tev =
v +t, obtemos que f, e f, podem ser reescritas em
termos dos seguintes limites:

flxy) = lim DT
o[- fy)
fibey) = lim 22
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No caso dos limites acima existirem, resulta que

L]

fey = |G|
v=y

fx(%,9)

Para o caso de f(x,y) = h(g(x,v)), onde g é tam-
bém uma funcéo nas variaveis x e y, podemos rees-
crever os limites acima na seguinte forma:

h(g(u,y)) —h(g(x,v)) g(u,y) —g(x,v)

flxy) = lim

u—x  g(u,y)—g(x,v) u—x
e Mgk v)) - h(g(x,9)) g(x, v) —g(x, )
L T e =
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Em particular, se g,(x,9), g,(x,y) e ’(g(x,y)) exis-
te , temos que

2(xpy) = lim

u—Xx I,{—x
&y = 5er;g(x’vv:§(x’y)
, . h(g(u,9)) - h(g(x,p))
: = 1
Hglxy) uox g(u,y)-g(x)

As identidades acima garantem a existéncia das
fungdes f, e f,. Com base nas propriedades dos limi-
tes, resulta que f, e f, sdo unicamente determinadas

26 Observe que h'(g(x,v)) é calculado a partir da regra
dh

h’(g(x,y)):[ﬁ] )
t=g(x,y
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pelas formulag”|
fxy) = H(g(xv)g(xp)
fHxy) = H(g(x)g(xy)

Adicionalmente, o gradiente de f em (x,y) pode
ser calculado a partir da f()rrnul

VE(x,y) = (1(g(x9)8(x,9), h(8(x,)g,(x,9))

Le. Vf(x,y)=H(g(x,9)Vg(x,p).

27 Em termos da notagdo d de Jacobi, as derivadas da fungao f (x,y) =
h(g(x,v)) podem ser representadas por

of _dhdg o 9f _ dhdg

dx ~ dgdx < dy ~ dgdy’

28 Neste passo utilizamos a identidade (Avy, Avy) = A(vq,v3), para
o casode V = (vq,vy) ser um vetor de R e A € R. Em particular,
consideramos as substituicoes

(v1,v2) = (8x(x,9), 8y (x,9)) e A = 1(g(x,9)).
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Exemplo 4.2.1 (Funcdes de Duas Variaveis) Na
tabela abaixo pode encontrar varios exemplos de
fungdes, calculados com base na Observagaoly.2.3}

d J
f(x) f=% f=%
x2+y?+xy+x 2x+p+1 2y +x
%2 2 2 _ 3%
VIR g | Ve
: 2 2x
arcsin(x”) Y g
arctan(e?) (1) 1+ny
In (Xy) X ;
ex+y)? 2(x+ y)e("*l’)2 2(x+ 3/)6(“7)2
ycos(x) + tan(y) —ysin(x) cos(x) +sec2(y)
ysin(xyp) 2 cos(xy) xy cos(xy)
xy y? —2x?
y—2x (y—2x)2 (y—2x)2
1 x Y
Vi-x2—p2 V(1-x2-y2)3 V(1-x2-y2)3
arctan(}y—c) xZ‘_T;ﬂ Xzf—yz
VxZ+y? (x*+3)ly| (x2+y2)ly|
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A préxima proposicdo é uma generalizagao para
dimensdes superiores da igualdade

Vf(xy)=h(g(x,9)Vg(x,y) [f(x,y)=h(g(x,))]

Proposicio 4.2.1 (Gradiente da Fun¢ao Composta)
Dada uma fungio g : Q, — R (Qy C R") de va-
riavel X = (x1,X,,...,x,), uma fungdo g : QO — R
(Qp, CR) eum ponto A = (ay,ay,...,a,).

SeVg(A) eh’(g(A)) existem, entiao V f (A) também

existe e é dado por

Vf(A)=H(g(A)Vg(A).

Exemplo 4.2.2 (Funcdes de Trés Variaveis) A
funcdo f nas variaveis x,y e z tal que

f(xv,2) = \/ln(x2 +};2 —222)

pode ser escrita como a composicdo da fungdo h(t) =
In(t) com a funcdo g(x,v,z) = x* + y? — 222,
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Das identidades

% _ox, B_gy s Bo4

ox dy Y dz
resulta que Vg(x,v,z) = (2x, 2y, —4z).

Por outro lado, temos que

Wi - () 1
~ 2yIn(t)  2ty/In(t)

Dagqui se conclui que

Vfxy2) = K(gxy,2)Vg(x,2)
1

(2x2 +2y2 — 422)/In(x2 + y2 — 222)
X (2x,2y,—4z).

Exemplo 4.2.3 (Funcdes de Trés Variaveis II) A
funcao f nas variaveis x,y e z tal que

x?+y?—2z2
=\
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pode ser reescrita como como f(x,v,2) = \/g(x,7,2),
onde
2,2 2 2
X“+y -2z 3z
PRI R Ay [ a—
8(%y:2) x2+y2+22 x2+y2+22

Dagqui resulta qud™)

1
VIi(xy,2) = —————(8x(%,9,2), §(%,9,2), 8:(x, 9, 2))
2y8(x,9,2)
1 [ x2+y? 4z y
2\ x2+y2-222
6xz? 6yz? —62(x? +?)
(xz +}/2 + Z2)2’ (xz +}/2 + 22)2’ (xz + 3}2 + 22)2
3

= xz2, 972, —z(x* + 9?)).
Vx2+y2+22)3 (x2+y2—2zz)( y y ))

29 Para simplificar os calculos tediosos, fez-se uso da propriedade

(/\111, /\7/2, AV3) = /\(vl, v, 1/3) para

6

— 2 2 2 2 —
(7/1,7/2,7/3)—(XZ ¥z ,*Z(X +y ))EA—m

245 ‘ 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

Observacio 4.2.4 (GeoGebra) A wverificacdo dos
calculos das derivadas parciais realizados no Exem-

plo Exemplo & Exemplo|q.2.3 pode ser

realizado em GeoGebrd>®| com recurso ao comando
Derivada[ <Funcao>, <Variavel> ]
Nos ficheiros GeoGebra

arccosExemplog21.ggb & Exemplog22.ggb

pode encontrar uma ilustragdo destes comandos para
as funcgoes

arccos( X ) e+/In(x? +y2 - 222).

x2+y?

3¢ App de GeoGebra: hitps://www.geogebra.org/apps/
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4.3 Diferenciabilidade

Em funcdes de uma variavel foi introduzido o con-

ceito de diferenciabilidade no ponto com base na
existéncia do limite

[ hatt) - ha)
t—0 t

num ponto a € )y, onde 3y, € R é um intervalo
abertoe h: Q) - R

Uma forma alternativa de introduzir o conceito
de diferenciabilidade passa por fixar condi¢des sobre
uma funcdd’’| ¢(t), para as quais

h(a+t)=h(a)+ K (a)t + (t).

Ou seja, pretendemos determinar em que condi-
¢des o grafico da funcio h pode ser aproximado numa

31 Conhecida por erro de aproximagdo linear.
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vizinhanga do ponto a pela equacéo da reta tangentd>’]
ao grafico de h no ponto (g, h(a)).

Com base na propriedade PL1 da Proposicio
(n = 1), a existéncia do limite anterior pode
ser provada com base na igualdade

lim h(a+t)—h(a)

t—0

-{|=0,

onde ¢ denota o valor do limite da razdo incremental?3]

h(a+t)—h(a)
t ’
para valores de u assintoticamente proximos de zero.
h(a+t)—h(a)

" —{| pode ainda

Note ainda que

32 Para t = x — a, tem-se que y = h(a) + I’(a)(x — a) é a equagdo da
reta tangente ao grafico de h no ponto (a, h(a)).

33 A razao incremental corresponde ao declive da reta secante ao

grdfico de h, nos pontos de coordenadas (a,h(a)) e (a+t,h(a+1)).
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escrever-se numa das seguintes formas:

h(a+t) - h(a) ‘h(a+ t) - h(a)

t t
—h(a)
|t]

—{t

_g'

lh(a+1t) — et

Portanto, podemos concluir provar que € = h’(a) é
o valor do limite

lim h(a+t)—h(a)
u—0 t
é equivalente provar que
lim el _ =0
t—0 t
para &(t) = h(a+t) — h(a) — h’(a)t, uma vez que
Jim |MA+D =@l Z o
t—0 t
— lim ﬂ‘ ~1im O
t—0| t t—0 |t
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Observacio 4.3.1 (Linearizaciao) Em termos geo-
meétricos, provamos que a aproximacdo do grafico de
uma fungdo h, numa vizinhanga de a, pela reta tan-
gentey = h(a) + h'(a)t:

h(a+t)~ h(a)+Hh (a)t

corresponde essencialmente a linearizacdo de h em
torno de a. Adicionalmente, a equacgdo

h(a+t)=h(a)+h (a)t +&(t)

definida com base na condi¢do de limite

lim @

t—0 f

=0

da-nos a formula de Taylor de ordem 1 para a funcdo
h, numa vizinhanca de a.
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Seja agora f uma func¢do nas variaveis x e Y, e
z = f(x,y). Note que a variacdes u e v das variaveis
independentes x e y, respetivamente, corresponde a
uma variacdo na variavel dependente z:

Az=f(x+u,y+v)-f(x,).

Esta ultima equagdo pode ainda ser reescrita na

seguinte forma:

Az = f(x+u,y+v)-f(x,v+v)+
+ floy+v)-f(xp)

Tendo como referéncia as igualdades

fx+u,y+v)-f(x,v+v)

lim /¥ + )= f

v—0 v

lim
u—0

fix,y+v)

:

fx(x,9)

podemos recorrer a formula de Taylor de ordem 1
para obter uma aproximagao do grafico de f nos
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pontos (x +u,v +v) e (x,v + v), com base nas retas
de equagéo

fxy+v)+ filx,y+v)u
z = fxy)+fH(xy)v.

N
Il

Na mesma ordem de ideias do que foi deduzido
para o caso unidimensional, isto é equivalente a ga-
rantir a existéncia de duas funcdes, &1(u) e &,(v)

respetivamente tais que

fx+u,y+v)-f(x,y+v) = filx,y+v)u+er(u)
fxy+v)-f(xy) = fi(x,y)v+er(v).

Daqui resulta que
Az = fi(x,y +v)u+ fo(x,p)v + e (u) + &2(v),

onde €1 (u) e &,(v) satisfazem as condi¢des

. &\u .

lim 1 )=hm

u—0 U -0 v
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Para o caso de as fungdes f,(x,7) e f,(x,y) existi-
rem, a deducéo anterior conduz-nos naturalmente ao
conceito de diferenciabilidade em R?, em termos do
quociente de Newton

Az—fo(x,p)u = f(x,9)v
Vu? +v2 '

Este conceito corresponde a seguinte definicéo:

Definicio 4.3.1 (Fun¢io Diferenciavel em RR?)

Seja Q) C IR? um conjunto abertf : Q) > R uma

funcdo nas variaveis x ey, e (a, b) um ponto de Q.
No caso de as fungoes f, = ﬁ efy= — estarem

definidas em (a, b), dizemos que f é dlferenczdvel em
(a,b) quando

) fla+u,b+v)—f(ab) - fila b)u- f,(a b
lim

=0.
(1,0)-(0,0) \/u +v2

34 Dizemos que Q) C IR™ é um conjunto aberto se para todo o ponto
A €Q, existe um r > 0 tal que B,(A) CR".
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Observe®|que para Az = f(a+u,b+v) - f(a,b)
Ma-flabu-flaby e

(1,v) =(0,0) Vu2 + 2 u—0 |ul
Az - fya, by f,(a, b

lim = lim £2(v)

(1,0) =(0,0) ViuZ+ 2 v—>0 |v|

fla+u,b)—f(ab)- fi(abu
&(v) = f(a,b+v)—f(a,b)—fy(a,b)v

™
N
—
<
=
Il

denotam os erros de aproximacio linear.
35 Asnotagbes  lim e  lim  foram utilizadas para deno-
(u,v) = (0,0) (u,v) = (0,0)
=0 u=0
tar que estamos calculando os limite de (1, v) segundo os caminhos

Cy={(u,0) : ueR\{0}} eC, ={(0,v) : ueR\{0}},

respetivamente
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Por outro lado, temos que f,(a,b) e f,(a, b) existem
se e so se os limites abaixo existirem:

fla+u,b)—f(ab)

flab) = lim ;
.. fla,b+v)-f(a,b)
Blab) = lim HEE

Tomando como referéncia as igualdades

. e1(u) . |fla+u,b)-f(aDb)
im G = | |
e

podemos estabelecer as seguintes correspondéncias
entre existéncia de f(a,b) e f,(a,b) e os limites de

Az - fi(a,b)u - f,(a,b)v

u? +v?

quando (u,v) se aproxima de (0, 0) segundo os eixos
Ou (v=0)e Ov (u=0).
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of

(i) EXISTENCIA DE f, = 5- EM (4, b): Provar que

fr(a, b) existe é equivalente a provar que

Az - fi(a,b)u - f,(a,b)v
lim

=0.

of

(ii) EXISTENCIA DE f, = 7y EM (a,b): Provar que
fr(a, b) existe é equivalente a provar que

Az - fi(a,b)u - f,(a,b)v
lim
(u,v):o(0,0) Vu2 +v2

=0.

A deducgio obtida anteriormente conduz-nos a se-
guinte proposicéo:
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Proposicao 4.3.1 (Diferenciabilidade vs 5~ )
As seguintes afirmacoes sdo verdadeiras:

(i) Toda a funcao f diferenciavel em (a,b) admite
derivadas parciais f, = a—i efy= g—j; em (a,b).

(ii) Se f(a,b) ou f,(a,b) ndo existem, entdo f ndo é
diferenciavel em (a, b).

Observacio 4.3.2 (Diferenciabilidade — a%, 8% )
Como mostramos atras, o conceito de derivada parcial
no ponto é um caso particular de diferenciabilidade
no ponto. Em concreto, mostramos essencialmente
que a diferenciabilidade de f em (a,b) assegura au-
tomaticamente a existéncia de f, = % efy= 3_]; em
(a,b).
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Observacio 4.3.3 (Variaciao Infinitesimal)
Podemos estudar a continuidade e a diferenciabi-
lidade de uma funcao f de duas com base na variagao

Az=f(a+u,b+v)-f(ab)

e na fungdo de erro

e(u,v) =Az- f(a,b) - fr(a,b)u - f,(a,b)v.
Em concreto:

(i) Mostrar que f é continua em (a,b) é equivalente
a provar que lim Az =0, uma vez que
P 1 (u,v)—(0,0) 1

lim (x,p)= lim a+u,b+v).
(x,y)—>(a,b)f Y (1,v)—(0,0) fl

(ii) Mostrar que f é diferenciavel em (a,b) é equi-
valente a provar que

lim -2

— .
(11,0)—(0,0) Vi 2 + 12
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Na sequéncia da Observacio |4.3.3| observe que a
variacdo Az pode ser reescrita nas seguintes formas,
para o caso de (1, v) = (0, 0):

Az

e(u,v) + fr(a, b)u +fy(a,b)v

- \/%m"'fx(“:b)u +fy(a,b)v

Das igualdade

lim uz+v? = 0
(u,v)—(0,0)

li b b
Wlim (e byu+ fyfa b)

I
o

podemos adicionalmente concluir, pelas propriedades
de limite, que

lim £(w,v) =0 = lim Az=0.

(1,v)—(0,0) Vy 2 4 p2 (1,v)—(0,0)

30 Estamos a assumir que fy(a,b) e fy(a,b) sao constantes.
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ou equivalentemente, que

im Az20 —  lim %Y g

(u,v)—(0,0) (1,0)=(0,0) V2 + 12

Com base nas implica¢des acima, podemos formu-
lar a seguinte proposig¢ao:

Proposicio 4.3.2 As seguintes afirmacoes sio verda-
deiras:

(i) Toda a fungao f diferenciavel em (a,b) é continua
em (a,b).

(ii) Toda a funcao f descontinua em (a,b) nao é di-
ferenciavel em (a, b).

260 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

Exemplo 4.3.1 (Item (i) da Proposi¢io
Comegemos por verificar que a fungio f : R?> — R
definida por

xe 2 ,se(x,y)=(0,v)

flxy)= ye?iZ ,se(0,v)=(0,0)

0 ,se(x,v)=1(0,0)

¢ diferenciavel em (0, 0).

1
Com base na identidadé®’|lime > = O obtemos que

t—0
1
— Tz
lim L0 =f00 _,ue 2=0_,
u—0 u u—0 u

37 Esta identidade pode ser deduzida por aplicagao do Teorema do
Confronto, uma vez que 0 < e 12 < t2, para todo ot # 0, e

lim t2 = 0.
t—0
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v—0 v v—0 v

donde se conclui que f,(0,0) = £,(0,0) = 0.
Observe agora que para (u,v) = (0,0) se tem

Az = f(u,v)-£(0,0) = we

Az—-uf,(0,0)-v£,(0,0) B u

—e¢
Vu? +v? Vu? +v2
Da desigualdade |u| < Vu? +v? resulta que —%

_L
u? |

i o Vu?+v?
é uma funcdo limitada, uma vez que
u |u|
= <
Vu? +v2|  Vu?+v2

Em particular, a diferenciabilidade de f em (0,0) é
uma consequéncia do Teorema do Confront uma vez

38 Veja CoroldrioM
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— Y __ limi 2 1 Tu? =
que =— limitada em R” \ {(0,0)} & il—%e 0
implica

. u 1
lim w2 =0,

——e
(1,2)=(0,0) V2 + 2
Logo, com base no item (i) da Proposi¢aol4.3.2| con-
cluimos que f também é continua em (0, 0).

Exemplo 4.3.2 (Item (ii) da Proposi¢io[4.3.2)
Consideremos a funcdo

[SSLN}

,sexy =0

flxp)=

% ,sexy =0
E claro que existem £,(0,0) e £,(0,0), uma vez que

f(4,0)-£(0,0)

u—0 u

Il
5.

/x(0,0)

Il
o
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f(0,v)-£(0,0)

500 = i 2
5 5
= lim+-2
v—>0 vV
= 0.

No entanto f nao é continua uma vez que o limite

lim X,7) ndo existg>®
(x,y)—>(0,0)f( 2

Logo, pelo item (ii) da Proposi¢do|4.3.2| podemos

também concluir que f nao é diferenciavel em (0,0).

Observaciao 4.3.4 A Proposicdo|[4.3.2] garante-nos
essencialmente que a diferenciabilidade de uma fungdo
implica a continuidade da funcdo, tal como no caso de
fungdes de uma variavel.

39 Calcule, por exemplo, o limite quando (x,vy) tende para (0,0),
segundo os caminhos

C1 ={(x,0) : xe R\{0}} eCy ={(x,x) : xR\ {O}}.

264 | 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

No caso de fungoes de uma variavel, a condigdo de
diferenciabilidade dada pela equivaléncid™)
e(t)

lim—— =0 < lim
t—0 t t—0

Wa+t)=ha) _

permite-nos garantir a existéncia da derivada da fun-
¢do no ponto, e por conseguinte, a continuidade da
fungdo no ponto.

No entanto, tal como teve oportunidade de verificaf™|

no Exemplo|4.3.2| tal nem sempre se verifica fungoes
de duas variaveis, isto é:

As derivadas f.(a,b) e f,(a,b) podem existir,
mesmo que que a func¢io f nao seja continua
ou diferenciavel?lem (a,b).

40 Estamos considerando &(t) = h(a +t) — h(a) — h’(a)t.

41 Assim como ira ter oportunidade de verificar em alguns dos exerci-
cios da segdoExercicios.

42 Observe que pode haver casos em que uma fungdo pode ser continua,
embora nao seja diferenciavel.

265 | 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

Como verificamos no Exemplo & no Exem-
plo o célculo dos limites da forma

lim fla+u,b+v)—f(ab)- f(abu fy(ab
(1u,2)—(0,0) Yu? +v2?

pode tornar-se numa tarefa bastante trabalhosa. O
resultado que se segue permite contornar esta difi-
culdade:

Proposicio 4.3.3 (Critério Diferenciabilidade)
Seja Q) C R? um conjunto aberto e f : Q) — R uma
funcao nas variaveis x e .

f

Se as fungoes f, = W efy= gy existirem em Qe
forem continuas em (a,b), entdo f é diferenciavel em

(a,b).

Exemplo 4.3.3 As derivadas parciais f, e f, das fun-
¢oes f que se encontram listadas na tabela abaixo sao
continuas em R? e, por conseguinte, continuas em qual-
quer ponto (a,b) € R?:
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fx) fi=% 6=
x2+y?+xy+x 2x+p+1 2y +x
arcsin(x?) 2xx4 0
arctan(e?) \/T lizy
elx+y)? 2(x+ y)e(x“’)2 2(x+ y)e("’ry)2
ycos(x) + tan(y) —ysin(x) cos(x) +sec?(y)
ysin(xy) y?cos(xy) xy cos(xy)

Com base na Proposig¢do podemos concluir que
todas elas sao diferenciaveis em qualquer ponto (a,b) de IR?.

4.4 Derivada Direcional vs Gradiente

Observe que o limite

fla+u,b+v)—f(ab)- fila b)u - fy(ab)v

lim
(u,v)—(0,0)

Vu? +v?
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pode ser reescrito comd®]

lim fla+u,b+v)-f(a,b)-Vf(ab)e (u,v)'
(11,0)(0,0) (2, )l

Para reformular a nocéo de diferenciabilidade em
termos da nocdo de derivada direcional, denotemos
por £1(a,b) e £5(a, b) os seguintes limites:

fla+u,b+v)—f(ab)

l1(a,b) = lim
T e TRl
. Vf(a,b)e(u,v)
€ a, b = llm _ .
2(@?) (1,v)—(0,0) [|(u, v)|

No caso de f ser diferenciéve em (a,b), tem-se
que os limites €1 (a, b) e €5(a, b) coincidem, indepen-

43 A quantidade ||(u,v)|| = Vu? +v2 corresponde a norma do vetor
(u,v), enquanto queV f (a, b)e(1,v) = fy(a,b)u+f,(a, b)v denota
o produto escalar entre o vetor Vf(a,b) = (fx(a,b), fy(a, b)) e o
vetor (u,v).

44 Provar que f ¢é diferenciavel em (a,b) é equivalente a provar que
os limites €1 (a, b) e €5(a, b) coincidem.
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dentementd®|do caminho descrito por (a+ u,b +v)
na sua aproximacio a (a, b).
Em particular, a variacdo

Az=f(a+u,b+v)-f(ab)

provocada nos valores de f quando a variavel (x,y)
varia ao longo do segmento de reta

{(a+tu,b+tv) : 0<t <1}
¢ dada aproximadamente por
Vf(a,b)e(u,v)=fiab)u+f,(ab)v.

Assim, para as mudangas de variavel

t=1|(u,v)ll
u=tcos(0) , 0<0<2m
v = tsin(6)

45 Reveja a segdoLimites segundo Caminhos do Capitulo
Limites e Continuidade.
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obtemo que

— - fla+u,b+v)—f(ab)
t1(a,b) = ||(u£1;r)]|[|1_>o (2, v)]]
_ lir% f(a+tCOS(Q),b+ttsin(9))—f(a,b)
t—

Vf(a,b)e(u,v)
w0 I, v)ll
lil’I(l) Vf(ab)e (tc?s(e), tsin(6))
t—
= Vf(ab)e(cos(0),sin(0)).

{5(a,b)

Das igualdades acima concluimos que ¢;(a, b) cor-
responde a derivada direcional de f em (a,b), se-

gundo o vetor unitario

_ u v

\VuZ 02 Vuz 12

©pgra 0 <t <1e0 <0 < 2m, temos que ||(u,v)] =
\/t2 cos2(0) + t2sin%(0) = t.
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e que o limite

u v

blab)=Vflab)e VuZ +v2 VuZ + 2

é independente do vetor (#,v) — (0, 0) escolhido.
Deduzimos assim com base na Defini¢ao o
seguinte resultado:

Proposi¢io 4.4.1 (D) f vs Vf) Seja Q) C R? um
conjunto aberto contendo (a,b), e f : 3 — R uma
fungdo nas variaveis x e .

Se f é uma funcao diferenciavel em (a,b), entdo
para todo o vetor (u,v) ndo nulo de R? se tem

, (w)
T,

Os resultados sobre diferenciabilidade de uma fun-

D(u,v)f(aib) = Vf(arb)

¢do f num ponto (a,b) obtidos até aqui podem ser
resumidos no seguinte diagrama:
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f continua
em (a,b)
fx e f, continuas (I
num aberto < f diferenciavel
contendo (a,b) = em (a,b)
[
un)f (ﬂ,b)
= Vf a,b)e (1,0)

| (u,v)]

v (1, )¢(,0)

No Di1aAGrAMA: Esquematizagéo de implicacdes en-
volvendo Proposicao [4. Proposu;ao | Pro-
posicady.3.3| & Proposu;ao

A formulac¢ido anterior em termos de célculo ve-

torial conduz-nos naturalmente a seguinte generali-
zacdo para a Definicido para uma funcdes em
n variaveis, assim como a uma generalizacdo muta+
tis mutandisda Proposi¢ao[4.3.1] Proposu;ao
Proposi¢ioy.3.3| & Proposu;ao
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Defini¢do 4.4.1 (Generaliza¢ao Defini¢ao[4.3.1)
Seja O C R" um conjunto abertd”] f : QO — R
uma fung¢do na variavel X = (x1,Xp,...,Xx,), e
A =(ay,ay,...,a,) um ponto de Q).

No caso do gradiente V f (A) existir, dizemos que f
¢ diferenciavel em A quando

fA+D) = f(A)-Vf(A)e T _

lim
H
750 IVl

0.

Proposicio 4.4.2 (Generalizacao R") A generali-
zagdo da Proposi¢do|4.3.1, Proposicaolg.3.2, Propo-
si¢ddq.3.3|& Proposicdoly.q4.1| para funcoes de varias

variaveis pode ser resumida pelo seguinte diagrama:

47 Dizemos que QQ C IR" é um conjunto aberto se para todo o ponto
A €Q, existe umr > 0 tal que B,(A) C R".
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f continua
em A
fx, continuas Ty
num aberto < f diferenciavel
contendoA = em A
(1=1,2,...,n) fl
Dy f(A)=Vf(A)e Lo,
para todo oV = 0.

A abordagem utilizada na secéo Angulos en-
tre Vetores para determinar o 4ngulo entre dois veto-
res de IR” pode agora ser reajustada para determinar
para quais dire¢des D- f (A) atinge o valor maximo
ou minimo.

Com efeito, assumindo que f é diferenciavel em
A, podemos escrever D f (A) numa das seguintes
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formas:
Dyf(A) = Vi(A)e 5
||V||
= |IVF(A)l ” ” cos(0)
= |IVF(A)ll cos(6

Da condi¢do —1 < cos(0) < 1 resulta que
—IVF (Al < D3 f(A) <[[Vf(A)

Portanto D f(A) atinge o seu maximo quando
cos(0) =1, e o seu minimo quando cos(0) = —1.
Daqui se pode extrair o seguinte resultado:
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Proposi¢io 4.4.3 (Maximos e Minimos D-;)
Seja f uma funcao diferenciavel num aberto Q) de R",
contendo o ponto A. Entdo:

(i) Ovalor maximodeD-; f(A) éiguala|Vf(A)|.
Este ocorre quando 7 tem a mesma direcio e
sentid de Vf(A), ou seja, quando

Vf(A)
IVf Al

-

=

(i) Ovalor minimo de D=; f (A) é igual a||Vf (A)l.
Este ocorre quando ¥ tem a mesma direcdo mas
sentido opost@ de Vf(A), ou seja, quando

v __ V4
@ v

48 Neste caso, 0 valor méximo é atingido quando ¥ e V f (A) formam
um dngulo de 0 radianos.

49 Neste caso, 0 valor minimo é atingido quando v eV f(A) formam
um angulo de Tt radianos.
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Geometricamente, a Proposic¢aolg.4.3|diz-nos que
a direcdo na qual a funcéo f cresce/decresce mais
rapidamente é a direcdo do vetor gradiente. Para
ilustraiP| esta propriedade considere o seguinte pro-
blema pratico relacionado com a medicio de Indice
de Massa Corporal (IMC):

Problema 4.4.1 (Aumento/Reducio do IMC)

O Indice de Massa Corporal — ou indice de Quetelet —
corresponde ao racio entre massa (m) de um individuo
(em kg) e o quadrado da sua altura (h*) (em metros

ao quadrado):

m

ﬁ-

Segundo alguns especialistas, o IMC introduzido por

IMC =

Quetelet (em 1832) é uma medida bizarra pois ndo

500 exercicio da segdoExercicios corresponde a uma outra
aplicacdo pratica da Proposigdo

51 Este exemplo foi criado com base na informagao que consta na pa-
gina https://people.maths.ox.ac.uk/trefethen/bmi.html gerida pelo
professor Lloyd N. Trefethen| da Universidade de Oxford.
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toma em linha de conta fatores como a idadd>®} e altura
médid®3| de uma populacao.

Uma outra possibilidade de calculo do IMC, |proposta
pelo Professor Lloyld N. Trefethen, é dada pelo racid®]

1.3m

CoNjUNTOS DE NIVEL pA FUNCAO IMC

Se a variavel x representar a altura de um individuo,
e a variavel y a massa de um individuo, as funcoes de
IMC descritas acima correspondem ds fungoes

1.3
flxy)= % & g(xy)= fo

52 Ha uma propensdo de aumento do IMC com o avangar da idade.

53 De acordo com uma carta escrita por Trefethen ao jornal "The
Economist’ em 2013, esta medida é imprecisa ao ponto de termos
milhoes de pessoas baixas que se podem considerar mais magras
do que realmente sdo, e milhdes de pessoas altas que se podem
considerar mais obesas, daquilo que realmente sdo.

54 No link|https://people.maths.ox.ac.uk/trefethen/bmi_calc.html pode
calcular o seu 'novo’ IMC, de acordo com a formula introduzida
pelo Prof. Trefethen.
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de dominio Q = {(x,y) € R* : x>0 e y>0}.
Os conjuntos de nivel representados no ficheiro Geo-
Gebra

IndiceMassaCorporal.ggb

correspondem aos valores a partir dos quais um deter-
minado individuo atinge um certo ‘grau de obesidade’:

IMC | Classificagdo
16 Magreza moderada

17 Magreza leve

18.5 | Saudavel

25 Sobrepeso

30 Obesidade Grau I

35 Obesidade Grau II (severa)
40 Obesidade Grau III (mérbida)

Os valores (m, h) de IMC situados ’abaixo’ do con-
Jjunto de nivel IMC = 16 tém a classificacdo de ma-
greza grave.
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DimiINuIR 0 IMC

Suponha que um individuo com 85kg e 1.74m (so-
brepeso) quer atingir um IMC na ordem dos 18.5 (sau-
davel). A determinagdo do peso e o peso e altura ideais,
corresponde a determinacdo de um vetor v = (a, b) tal

que a equacgado
(x,v) = (1.74,85)+ v

nos da um ponto (x,y) situado num conjunto de nivel
dado pela equagido IMC = 18.5.

Se ele utilizar a funcgdo f como indicador de IMC,
ele tem de obter um vetor V = (a,b) da forma

AVf(1.74,85) ~ (—-32.271,0.331) (A <0).

Caso ele optasse por utilizar a funcao g como indi-
cador de IMC, o vetor 7 = (a,b) era daforma

AVg(1.74,85) ~ (-39.751,-39.751) (1 <0).

55 Verifique este calculo "interessante’.
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Observagdo: Para o caso em que a altura do indi-
viduo ndo se ird alterar, a escolha do vetor v = (a,b)
corresponde a fixar b = 0 uma vez que neste caso o
gradiente a determinar, envolve apenas uma funcgdo na
variavelP®| x.

AUMENTAR 0 IMC

Como exercicio:

(i) Use as funcoes f e g para calcular o IMC de um
individuo de 1.66 metros de altura e 47 kg de

massa.

(ii) Supondo que a altura do individuo ira permanecer
constante, calcule para ambos os casos o vetor v
para o qual o individuo ira atingir um ponto (x,y)
de IMC igual a 18.5.

56 Para o exemplo dado, fixamos x = 1.74 como a altura a atingir
para um IMC de 18.5. Para este caso, teriamos de calcular o
gradiente nas varidveis x ey das funcoes f(x,1.74) e g(x,1.74)
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4.5 Aproximagao Linear e Equagdo do
(Hiper)plano Tangente

Nesta se¢ao iremos assumir () € R” é um conjunto
aberto contendo A = (ay,4y,...,a,), e que f : Q —
R é uma funcéo na variavel X = (xq,xy,...,%,,) di-
ferenciavel no ponto A. Em termos da variavel
X=A+7,a Deﬁnigio é equivalente a termos

f(X)=f(A)+Vf(A)e(X-A)+e(X-A),

com
. &X-A)
lim —— =0.
X—A || X —Al|
Com base no limite anterior, podemos extrair se-
guintes informacdes analiticas e geométricas sobre a

funcéo f:
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(i) APROXIMACAO LINEAR: Para v = X — A

fX)= f(A)+Vf(A)e(X-A)

da-nos a aproximacdo linearP’|de f em torno do
ponto A.

(i) EQuacAo po HIPERPLANO TANGENTE: A
equacao

Xpr1 = f(A)+V[f(A) e (X -A)
da-nos a equacdo do hiperplano tangente ao gra-

ﬁc de f no ponto (A, f(A)).

A nocéo de hiperplano tangente corresponde a uma
generalizacdo para funcoes de varias variaveis do

57 Esta formula corresponde a uma generaliza¢do da formula de
Taylor de ordem 1, para fungoes de varias variaveis.
58 0 grafico da funcdo f é dado pelo conjunto

Gf ={(X,xps1) ER™ - X €Q & x4 = f(X)).
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conceito de reta tangente ao grafico de uma funcio h
no ponto (4, h(a)):

v =h(a)+ K (a)(x —a).

Desta ultima equacid®| podemos concluir que o
vetor
W = (H(a),~1)

é perpendicular a reta tangent ao grafico de h no
(a, h(a)).

No caso de f ser uma fungao nas variaveis x e y,
podemos concluir, com base na igualdade

Vf(a,b)e(x=a,y-b) = fi(a, b)(x—a)+fy(a b)(y—D)

59 Veja o Exercicio@ da segéoExercicios do Cupitulo Vetores
e Geometria do Espaco R".

60 Esta conclusdo resulta do fato da equacio da reta tangente ao
grafico de h no ponto (a, h(a)) poder ser reescrita na forma normal:

h'(a)(x —a) + (=1)(y — h(a)) = 0.
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podemos concluir que

z= f(a,b)+ fx(a,b)(x —a) + fy(a,b)(y — b)

corresponde a equagdo de um plano - a equacao do
plano tangente.
Esta dltima equacéo pode ser reescrit na forma

ux+uy+uzz+w=0,
onde as constantes uy, 1, u3 e w sdo dadas por
uy = fu(a,b), up = fy(a,b), uz=-1
ew=f(ab)—af(ab)-bf,(ab).

Desta ultima equacio resulta que

7 = (fx(a,b),fy(ﬂ,b);—l)

nos da um vetor normal ao plano tangente do grafico
de f no ponto (a,b, f(a,b)).

61 Reveja a segﬁo Produto Vetorial e Produto Misto do Capi-
tulo Vetores e a Geometria do Espaco R".
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Observacio 4.5.1 (Diferenciabilidade)

Geometricamente. o conceito de diferenciabilidade de
uma fungao f nas variaveis x,y em um ponto (a,b)
esta intimamente relacionado com a existéncia de um
plano tangente ao grafico de f no ponto (a, b, f(a,b)):

z—f(a,b) =uj(x—a)+uy(y-D).

No caso da funcao f do Exemplo[y.1.3]

se X#Y

0 se x=71.

podemos verificar facilmente pela defini¢do de derivada
parcial que £,(0,0) =1 e £,(0,0) = —1.
No entanto fy(a,a) e f,(a,a) ndo existem para valo-
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res de a = 0, uma vez que os limites

a+u,a)— fl(a,a 2au + u? + 242
u—0 u u—0 u

aa+v)—f(aa 2av +v2 + a?
limf(, )= flaa) _ L 2Vt v +a’
v—0 v v—0 7}2

nao existem, pelo que o grafico da funcao f nao admite
plano tangente para os pontos da forma (a,a,0), com
a=0.

Como podera facilmente visualizar a partir do gif

animado gifanimad
Exemplog13.gif

o grafico de f ndao interseta o plano x —y = 0 para
valores de z # 0.

%2 Ficheiro GeoGebra: Exemplog13.ggb
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Para o caso mais geral, a equac¢do normal do plano
ﬁ
We(x—ay—bz-c)=0
. 4
associada a um vetor ' de coordenadas
H J—
U = (uy, up, u3)

nos da uma forma geral para determinarmos a
equagado do plano tangente para o caso em que uma
funcdo f de duas variaveis é definida implicitamente

por uma fungéao F nas variaveis x,y e z.

(i) Casoz=f(x,v):
Definimos F(x,y,z) = f(x y — z e calculamos
=VF(a,b,c)em (a,b,c) = (a,b, f(a,b)):

7 = (fla,b), f,(a,b),~1).

%3 Temos que VF(a,b,c) o (x —a,y —b,z—c) = Fx(a,b,c)(x —a) +
Fy(a,b,c)(y—b)+Fy(ab,c)(z—c)
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Para este caso, obtemos que a equacdo do plano
tangente ao grafico de f no ponto (a,b, f(a,b))
é dada por

z—f(a,b) = fx(a,b)(x —a) + fy(a,b)(y - b).

(i) Casoy = f(x,2):
Definimos F(x,y,z) = f(x,z) — v e calculamos
U =VF(a,b,c) em (a,b,c) = (a, f(a,¢),c):

o = (fela,0),~1, fo(a,c)).

Para este caso, obtemos que a equacdo do plano
tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a,c),c)
é dada por

y—flac)=filac)(x-a)+ f:(a,c)(z-0).

(iii) Caso x = f(y,z2):
Definimos F(x,v,z) = f(y,z) — x e calculamos
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U =VF(a,b,c) em (a,b,c) = (f(b,c),b,c):

T = (-1, £,(b,¢), (b, 0))

Para este caso, obtemos que a equacéo do plano
tangente ao grafico de f no ponto (f(b,c),b,¢)
é dada por

x—f(b,c) = fy(b,c)(y —a) + f(b, c)(z—c).
(iv) ASO F(x,9,2) =k

Calculamos % = VF(a,b,c) para um ponto

(a,b,c) da superficie de nive
F(x,v,2) = k.

%4 Este tipo de abordagem poderd ser o mais conveniente em alguns
dos itens do Exercicio[g| & Exercicio[19]
85 Este tltimo caso equivale a determinar um vetor v ao vetor, de
wd . .
coordenadas v' = (x —a,y — b,y — ¢), que seja perpendicular ao
gradiente VF(a, b, c).
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Neste caso, a equagao do plano tangente ao gra-
fico de f para pontos da forma (a,b, f(a,b)),
(a,f(a,c),c) e (f(b,c),b,c) é dada implicita-
mente pela equagéo.
Fy(a,b,c)(x—a)+ Fy(a,b,c)(y —b) +
+F,(a,b,c)(z—c)=0.

Na primeira sequéncia de exemplos iremos come-
car por ilustrar a aplicabilidade da formula de aproxi-
macgdo linear

f(X)= f(A)+Vf(A)e(X-A)

na resolucéo de problemas praticos de aproximacio:
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Problema 4.5.1 (Funcdes Trigonométricas)
Calcule um walor aproximado de sin(3.17) +
cos(1.59).

REsoLUCAO:

Como ¢é do conhecimento geral, 3.14 corresponde a
aproximagao do niimero ¢ por duas casas decimais.
Por outro lado, se dividirmos 3.14 por 2 obtemos 1.57
como aproximagdo de 7 por duas casas decimais.

Ora, os nuimeros 3.17 e 1.59 estao proximos dos
decimais 3.14 e 1.57, respetivamente, pelo que faz
sentido de determinar o valor de sin(3.17)+cos(1.59)
a partir da aproximagdo linear dafung&dg_gl

h(t) = sin(t) + COS(%)

em torno do ponto 7.
Das identidades h(1t) = 0 e h'(1t) = —%, concluimos

292 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

que

sin(3.17) + cos(1.59) =~ h(m)+h'(7)(3.17 - 3.14)
= —0.045.

Como exercicio compar a aproximagdo acima
com a aproximacdo linear que seria obtida por apro-
ximacdo linear da fungoes f(x,y) = sin(x) + cos(y) e
g(x,v) = sin(x) + cos(%) nos pontos (7‘(, %) e (1, 1),
respetivamente.

Problema 4.5.2 (Funcdes Logaritmicas) Calcule
um valor aproximado para

1.01
0.98)2-1.011 (—)
(0.98) " 0.98

REsoLUcAoO:
Neste caso, tanto 0.98 como 1.01 estdo proximos do
numero 1. Sabemos ainda que o niimero 1 é um zero da

67 Isto é, calcule as aproximagdes e por fim, compare com a calculadora
qual das funcoes deu uma melhor aproximacgao.
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fungdo In(t). Logo, para f(x,y) = x> —yIn (%) temos
que Vf(x,v) é dado pelo vetor

Vfﬂ&y):(2x4-£,1-1n(2))

X

Em particular, para os pontos (x,y) = (1,1) e
(a,b) = (1,1), o produto escalar entre os vetores

Vf(a,b)=(3,-1) e(x—a,y—b)=(-0.02,0.01)

¢igualaVf(1l,1)e(-0.02,0.01) =—-0.07, donde

Ul98)2—]4011n(%fgé) f(1,1)+
' + Vf(1,1)e(=0.02,0.01)
= 1-0.07
= 0.93

nos da uma aproximacdo pretendida.
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Problema 4.5.3 (Erro Aproximacio Multiplicacio)
Determine o erro maximo cometido pelo produto de
trés numeros reais positivos, inferiores a 10.

REsoLucAo: Para valores 0 <x <10,0<y <10
e 0 <z < 10 considere a fungao de trés variaveis
f(x,9,2) =xyz.
Ao truncar um numero real positivo inferior a 10
pela primeira casa decimal comete-se, no maximo, um
erro de 0.1, ou seja, os valores das variagoes

Ax=x-a,Ay=y-beAz=z-c

sdo, em modulo, menores ou iguais a 0.1.
Ou seja, para|Ax| < 0.1,]Ay| < 0.1 &|Az| < 0.1 se
tem que o erro de aproximagdo

Aw = f(x,9,2)—f(a,b,c)

pode ser estimado por

Aw =~ f(a,bc)Ax+ f,(a,b,c)Ay + f,(a,b,c)Az.
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Por outro lado, temos que
fx(a,b,c) =be, fy(a,b,c) = ac & f,(a,b,c) = ab.

Daqui se conclui, atendendo ao dominio da funcao f
que as multiplicagoes bc, ac & ab correspondem sempre
a niimeros menores ou iguais que 100 = 102,

Daqui resulta que

|Aw]| |fe(a,b,c)Ax + f(a,b,c)Ay + f,(a,b,c)Az]|
< 3x10%x0.1

= 30

Q

ou seja, o erro do calculo do produto de trés numeros
inteiros positivos menores que 10 é no maximo 30.

Problema 4.5.4 (Volume de uma Piramide)
Suponhamos que no Campus de Sdo Bernardo do
Campo os alunos decidiram que irdo erguer no campo
de jogos em frente ao Bloco A2, uma réplica de uma
das piramides da Necropole de Gizé, para organizar
um evento cultural.
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Eles decidiram que a piramide quadrangular que
irdo construir tera de lado 8.26 m, e de altura 5.98 m
de altura (aproximadamente dois andares).

Determine qual o erro maximo que sera cometido,
garantindo que no maximo irdo cometer um erro de 1

cm em cada medigdo.
REsorLucAo: A fungao de duas variaveis
2
Xy
Vixy)=—=

da-nos, para cada x,y > 0 (lado e altura da piramide)
o volume de uma piramide quadrangular.
Observe que para |u| < 0.01 (metros) e [v| < 0.01

(metros), a variagdo
Az=V(8.26+u,5.98+v)—V(8.26,5.98)

nos permite estimar o erro cometido.
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Da férmula de aproximagao

Vix+u,y+v)-V(x,y) = Vi(xp)u+V,(x,y)v

2 2
2,2,

concluimos que para |u| < 0.01 (metros) e |v| < 0.01
(metros), a variacdo

Az=V(16.52+u,5.98+v)—-V(16.52,5.98)
pode ser aproximado por
Vy(8.26,5.98)u + V,(8.26,5.98)v.
Fazendo u =v = 0.01, obtemos que
Vy(8.26,5.98)x0.01+V,(8.26,5.98)x0.01 ~ 0.56m°

é o erro de aproximagdo maximo para cons-
truir uma piramide quadrangular de wvolume
V(8.26,5.98) ~ 136m3.
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Passemos de seguida a exemplos envolvendo o
calculo da equacao do plano tangente:

Exemplo 4.5.1 (Problema4.5.2) O grafico da fun-
¢do f(x,y) = x> — yln(%) do Problemal|y.5.2, assim
como a equagdo do plano tangente ao grafico da fungao
f noponto(1,1,f(1,1)):

z=3x-y-1
pode ser visualizado a partir do gifanimadﬂ

PlanoLnNaoLinear.gif

Exemplo 4.5.2 (Polos e Linha do Equador)
Suponhamos que a equagao da superficie esférica

X2+y2+22:1’2

descreve aproximadamente a superficie terrestre, onde

a constante r > 0 corresponde a um valor aproximado

%8 Ficheiro GeoGebra: PlanoLnNaoLinear.ggh
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para o raio polar, e os pontos
N = (0,0,7)

S (0,0,—r)
Eg = (rcos(0),rsin(0),0)

o polo norte, o polo sul, e os pontos que se encontram
sob a linha do equador.

EQuUACOESs DOS PLANOS TANGENTES
Note que a superficie esférica pode ser graficamente
representada como o conjunto de nivel da fungao

F(x,y,2) = x2+y2+z2,

associada ao nivel k = r*. Daqui retiramos que

VF(N) = (0,0,2r)
VE(S) (0,0,-2r)
VF(Eg) (2rcos(0),2rsin(6),0)
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correspondem aos vetores normais aos planos de equa-

¢do
z=r, z=-r & cos(0)x+sin(O)y=r

Esta interpretacdo grafica pode ser visualizada a

partir do gifanimaddg_g]
TangenteSuperficieEsferica.gif

ERROS DE APROXIMACAO

Suponhamos agora que a aproximagdo p = r + Ar
nos da o raio médio da superficie terrestre. Com base
na equagdo normal da forma

VF(a,b,c)e(x—a,x—b,z—c)=0

concluimos que o pontos (0,0,p) = (0,0, + Ar) &
(0,0,—p) = (0,0,—r — Ar) correspondem as coordena-

% Ficheiro GeoGebra : TangenteSuperficieEsferica.ggh
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das aproximadas do Pélo Norte e Pélo Sul, respetiva-
mente, enquanto as aproximacgoes

(x+Ax,9+Ay,0)~ Eg

sao determinadas implicitamente pela equacdo da reta
tangente

cos(0)(x + Ax) +sin(0)(y + Ay) =r + Ar.

Como tera eventualmente oportunidade de estudar
na disciplina de Calculo Numérico, o método de Newton
lhe fornece uma forma de encontrar uma aproximacgdo
para as coordenadas que se encontram sob a linha do
equador, a partir das curvas de nive[l"|

F(x,y,z) =r+Ar.

7° A ideia passa por determinar iterativamente valores de Ar cada
vez mais proximos de zero.

302 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

Observacio 4.5.2 De uma forma resumida, a equa-

¢do do hiperplano tangente ao grafico da fungdo f den

variaveis num ponto A genérico pode sempre ser deter-

minado a partir de uma relagdo de perpendicularidade
U1V,

em termos dos vetores

W =VFB) eV =(X—-A,x,,1 —f(A)).

desde que B = (A, f(A)) seja um ponto do conjunto de
nivel, definido pela equagdo

F(X,xu41) = K.

Esta formulagdo é equivalente a mostrar que a equa-

¢do

envolvendo a derivada direcional D=; nos permite de-

terminar implicitamente o plano tangente ao grafico
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de f no ponto B = (A, f(A)), ou seja, que a equagao
Xpe1 = f(A)+Vf(A) e (X -A)

pode ser determinada implicitamente a partir da equa-
cdo

onde 7 = (X — A, X1 — f(A)) é um vetor de R™!.

Esta relacdo pode ser geometricamente deduzida a
partir da perpendicularidade entre V" e

w = VF(B) - proj-» VF(B),

onde N
F(B
proj» VF(B) = w7
71

denota a projecéo ortogonal do gradiente VF(a, b, c),
segundo o vetor 7.
De fato, da construcdo geométrica obtida ao longo
da seciio Projecio Ortogonal do Capitulo
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Vetores e a Geometria do Espaco R”, resulta que
os vetores v = (X — A, X1 — f(A)) e

W = VF(B) - proj-> VF(B)
satisfazem a equacio
(VF(B)—proj3 VF(B))e ¥ = 0

No caso de proj»VF(B) e ¥ serem perpendicula-
res entre si, a equagio anterior é equivalente a termos
VF(B) e ¥ =0, ou seja, quando a igualdade

proj»VF(B)e v =0

é satisfeita.
Portanto os vetores VF(B) e ¥ sio perpendicula-
res entre si se e somentd’] se

71 Estamos impondo a condi¢io V = (X — A, xy41 — f(A) = 0.
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Para este ultimo caso, a equivaléncia entre
7 1 VF(B) e a equacdo anterior foi estabelecida com
base na sequéncia de igualdades

DyF(B) = VP(B).@
I7ll
= |IVE(B)|| cos(0)
VF(B)e ¥ = [IVEB)|[lIV]l cos(0)

D3 F(B) [[V]l.
Exemplo 4.5.3 (Funcao de 4 Variaveis) |/*| Consi-
dere o conjunto de nivel dado pela seguinte equacdo
t2 = sin?(mx) + sinz(rcy) +sin?(mz).
Considere a funcdo auxiliar
F(x,v,2,t) = sin?(7mx) + sin2(ny) +sin?(ntz) — t2.

72 Veja também item (d) do exercicio eo exercicio@ da segdo
Exercicios.
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Do calculo do gradiente de F:

VF(x,9,2,t) =

= (sin(2mx), wsin(2ny), wsin(2mz), —2t)

tem-se que VF(a,b,c,0) =(0,0,0,0), para valores de
a,b,c € {-1,0,1}. Neste caso, ndo é possivel calcular o
hiperplano tangente para conjuntos de nivel definidos
pela equagdo F(x,7v,z,t) = 0 via a equagdo normal do
plano.

Para o caso de escolhermos p.e. o ponto

(%, —%, -1,1 ), obtemos que

1 1
F _1__;_111 = 11_1,' ,'1 » Yy Y, V),
V(4 ; ) (1,-1,0,1) = (0,0,0,0)
donde a equagao do hiperplano tangente ao conjunto de
nivel definido pela equacdo F(x,v,z,t) = 0 no ponto
B = (‘l},—%,—l, 1) pode ser determinado a partir da

equacgdo normal

1 1

T T T 0.
4 4

1 1
VF( 1,1)o(x——,y+1,z+1,t—1)
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Ou seja:

1 1
4x—1)+GJWy+Z)+Mz+U+1U—1):0
Apos alguns calculos auxiliares, concluimos que

X +t= >
yri=3

nos da a solugdo pretendida.

4.6 Regra da Cadeia

Em muitos problemas envolvendo célculo diferencial
estamos perante uma funcéo de n variaveis

f(X):=f(x1,x0,...,x),

onde cada uma das variaveis x; depende de pelo me-
nos de uma outra variavel, dita(s) variavel/variaveis
independente(s).

Para o caso do célculo da derivada direcional, de-

monstramos em particular que no caso de todas as
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variaveis x; dependerem do pardmetro ¢ da equagio

da reta, mostramos o seguinte:

(i)

Na Secio [4.1] Conceito de Derivada Direci-
onal D-; f(A) pode ser calculado, a menos do
fator ”%—” como a derivada da fungdo h(t) =
fA+ t7) no ponto t = 0. Para este caso ado-
tamos a regra de diferenciacdo total

dh_ 1 df ,
—_ tv).
at = ar )

Na secdo Derivada Direcional vs Gradi-
ente verificimos que no caso de f ser uma fun-
cédo diferenciavel num aberto contendo o ponto
A = (ay,ay,...,a,), que para x,,,1 = f(X), a
variagdo de f no ponto A segundo um vetor

_)
vV = (v,Vp,...,V,)

Agxper = f(A+7) = f(A)
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¢ dada aproximadamente por
Apne ~ Vf(A)o 7

construimos implicitamente uma aplicacdo
df(A): R" = R que a cada vetor v faz cor-
responder a produto escalar3|entre o gradiente
Vf(A) e um vetor v :

df(A)[V]=Vf(A)e 7,

com base numa regra de derivagdo em termos

das derivadas parciais %(A)

A aplicacéo d f (A) utilizada anteriormente corres-
ponde ao diferencial de f em A. Esta pode ser re-
presentada simbolicamente, para qualquer variavel

73 Em particular, para x; = a; + tv;, a quantidade d f (A)[ V'] corres-
ponde ao somatério
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X =(x1,%,,...,%;,) pelo somatorio

n af
df:;a—xidxi.

O caso mais simples do céalculo de d f em X, cor-
responde ao caso em que X depende apenas de uma
variavel independente i.e. X = R(t), com

R(t) = (r1(2), r2(t), ..., ra(2)).
Proposicido 4.6.1 (Regra da Cadeia) Seja f uma
funcao com todas as derivadas parciais o continuas,

i
er(t),rp(t),...,1,(t) funcoes diferenciaveis.
Entdo para

R(t) = (Vl(t), rZ(t)I"'frn(t))

a fungdo x,,.1 = f(R(t)) é diferenciavel e

df - of dx;
=L ar
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A prova da proposicdo anterior é deveras elemen-
tar. De fato, se At corresponder a variagdo no eixo
Ot, temos que a variacdo Ax; em cada um dos eixos
coordenados Ox; (i = 1,2,...,n) é dada por

Ax; = Xl'(t-i-At) —Xi(t).

Entéo, para V = (Axy,Axy,...,Ax,), temos que
a variagdo Ax, 1 = f(R(t + At))— f(R(t)) pode ser
aproximada por

— d
Mt = df (ROT] = aj:

Dividindo ambos os membros da igualdade ante-
rior por At e fazendo At — 0, obtemos que

dx i1

Ax
- 1 n+1
dt A%—>0 Z axl
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Observacgio 4.6.1 (Proposiciao[q.6.1) Se

R'(t) = (r{(t), 15(t),...,1(1))

denotar o vetor das n derivadas de R(t), temos que no
caso da funcgdo

que a sua derivada total pode ser calculada a partir da
formula
W (t)=Vf(R(t)) e R'(t).

Vamos apenas enunciar a generalizacio da Pro-
posicao[4.6.1]para o caso em que as 1 variaveis da
funcao f - variaveis x1,x,,...,x, respetivamente —
dependem de duas variaveis independentes s e ¢ i.e.
X = R(s,t), com

R(s,t) = (r1(s,t),72(s,t),...,1u(s, 1))
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A generalizagdo da regra da cadeia para m varia-
veis independenteq”| sera deixada como exercicio.

Proposicao 4.6.2 (Regra da Cadeia 2D) Seja f
uma funcgdo com todas as derivadas parciais =—

axi

continuas. Se existem e sdo continuas as derivadas
parciais de r1(s,t), (s, t),...,1,(s, ), entdo para

R(s, t) = (r1(s,t), (s, t),...,1,,(s, 1))

as derivadas parciais de x,,1 = f(R(s,t)) existem e
sdo dadas por

OXur1 _ \ df ox;
ds ‘;axi ds

0%l Y df dx;
ot _;83@- ot

74 m # n, em geral.
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Observacgio 4.6.2 (Proposiciaol4.6.2) Note que no
caso da Proposi¢do[4.6.2} o calculo das derivadas par-
ciais % e a—f ¢ equivalente ao calculo do gradiente da

funcgao g(s,t) := f(R(s, t)):
Vg(s 1) = (8s(s,t), 8(s,1)).

Para este caso a regra da cadeia aparece como uma
generalizacao das regras de derivagdo ilustradas na

Observacdo e Proposicdo

Exemplo 4.6.1 ((x,y) = (x(£), y(t)) & z = f(x, 7))
Suponha que f é uma funcao diferenciavel nas va-
riaveis x ey, e que x e y dependem apenas de uma
variavel independente t.

Para este caso, a Proposicao permite-nos re-

, dz
presentar z'(t) = — como

dt

dz_ozdx dzdy
dt  oxdt Jdydt
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(i) COORDENADAS DA FORMA
(x(t),(t)) = (ae"!, be"") :
Aplicando a regra da cadeia a z = f (x,p), obte-
mos que

dz

= aae™ f(x,) + BbeP' f,(x,p)

axfy(x,y)+ By fy(x,y).

(ii) COORDENADAS DA FORMAD|
(x(t),(t)) = (In(a) + tIn(vy),In(b) + tIn(v,)) :

Aplicando a regra da cadeia a z = f(x,t), obte-

mos que

dz

dt

75 Estas coordenadas correspondem a linearizagdo das equagoes x =
ae®! e x = beP!

= In(vy)fi(x,9) +1In(vy) fe(x, ).
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Em particular, para t = 0, a quantidade

z'(0) _ In() fi(In(a),In(b))
VIn(v;)? +In(v,)2 VIn(v)? +1In(v,)2
. In(vy) f,(In(a),In(b))
VIn(v;)? +In(v,)2

da-nos a derivada direcionam de f no ponto
P = (In(a),In(b)) segundo a direcio W =
(In(v1), In(v,)).

Com base na Proposicdo podemos
ainda concluir os maximo{/minimo{ de

76 Reveja a Deﬁnig:do

77 Para valores de x > 0, temos que

Dg; f(In(a), In(b)) = ||V f (In(a), In(b))|.

78 Para valores de x < 0, temos que

D; f (In(a), In(b)) = —[|Vf (In(a), In(b))||
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D f(In(a),In(b)) correspondem a escolher
w = (In(vy),In(vy)) com base nas substituicdes

vy = o<fx(In(@)In(b)) o vy = o fy(In(a) In(b))
COORDENADAS DA FORMAD|
(x(t),y(t)) = (a+vycos(t),b+vysin(t)):

Da sequéncia de igualdades

) t)=b
(1) = —v, sin(t) = —v, 2
V2
x(t)—a
/(1) = v cos(t) = v, 1
1
obtemos
dz v vy
—=——(w-b)fy(a,b)+ =(x—a)f,(ab
=ty -bfe) s 2o eb)
79 Este tipo de coordenadas é utilizado para parametrizar a elipse de
equagao
Y 2
xoa?  oa?
“n v2
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Adicionalmente, com base nas igualdades

1)

Z'(0) =

X—a a,b
-alfe

conclui-se que a equagdo

TC

z’(0)+z'(§): 0

define geometricamente a equacdo de uma reta paralela
aos conjuntos de nivel

Ce ={(x,p) €R? : f(x,)=x]

uma vez qu (—fy(a,b), fx(a,b)) é perpendicular ao
gradiente Vf(a,b) = (fy(a,b), fy(a, b))

8o (—fy(a,b),fx(a,b)) é o vetor normal a reta de equacdo z’ (0) +
(3)=0
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Exemplo 4.6.2 ((x,v) = (x(s, 1), (s, 1)) & z = f(x,7))
Suponha que f é uma funcao diferenciavel nas va-
riaveis x ey, e que x e y dependem das variaveis s e
L.

Para este caso, a Proposi¢do(4.6.2| permite-nos re-
presentar as derivadas parciais

% o= %
ot &A= 5

Zs(s,t) =

como

0:_o0x 220
85_8x85+8y85
9 _220x 220y
ot dxds Jyads

(i) COORDENADAS DA FORMA
(x(s,t),v(s,t)) = (as+ bt,cs + dt):

No caso de (a,c) # (0,0), temos que
25(0,1) _aflb,d)  cfi(bd)

Va2+c2 Va2+c2 Va?+c?
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da-nos a derivada direcional D, ¢ f (b, d).

No caso de (b,d) = (0,0), a derivada direcional
de D4 f (a,¢) pode ser calculada a partir da
formula

z(1,0) _ bfi(ac) N dfy(a,c)
Vo2+d? VuZ+d? Vb2+d?

Para o primeiro caso, o maximo/minimo de
D4\ f (b, d) é atingido para vetores (a, c) de com-
ponentes

a=%[|Vf(b,d)l|cos(t)
c==£[|Vf(b,d)|[sin(t)

Para o segundo caso, o maximo/minimo de
D, a)f (a, c) é atingido para vetores (b, d) de com-

ponentes
b= [V (a,c)llcos(s)
d = ||V f(a,c)| sin(s).
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(ii) COORDENADAS DA FORMA
(x(s,t),v(s,t)) = (a+tcos(s), b+ tsin(s)):

Para o primeiro caso, da substituicdos = 0 (0 <
0 < 2m), a quantidade z,(0, 0) da-nos a derivada
direcional em (a,b) segundo os vetores unitarios

(sin(0), cos(H)).

Para o segundo caso, com base nas igualdades
z+(0,0) = —(x—a)f,(a,b) ez (%, O) e na relagdo
de perpendicularidade

(=fp(ab), fx(a, b)) LV f (a, b)

podemos concluir que neste caso concreto a re-
gra da cadeia nos permite determinar simultane-
amente a equacgdo da reta tangent({zf] e da reta

812.(0,6) =0 (0 <O < 2w) nos da todas as possibilidades retas
tangentes que passam pelo ponto (a,b) do conjunto de nivel Cy.
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normal?| ao conjunto de nivel
Ce={(xp) €R® : flx,y)=x]
que passa por (a, b).

Exemplo 4.6.3 (Derivacao Func¢des Uma Variavel)
Nesta sequéncia de exemplos vamos ilustrar a aplica-
bilidade da regra da cadeia na derivagao de fungées de
uma varidavel:

(i) DERIvADA PARA INVERsas DE FUNCOEs Hi-

PERBOLICASLY
As funcoes
arcsinh(x) = In (x +V1+ xz)

arccosh(x) = In (x +Vx2 - 1)

82 A equacdo z¢(0,0)+2¢ (%, 0) = 0 define a reta normal ao conjunto
de nivel C,. que passa pelo ponto (a,b).

83 Adaptacdo do exercicio zo. da Lista Ly — Funcées de Uma
Variavel Real 11 de Bases Matematicas (2016).
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correspondem ds inversas das fungoes

X X4 X
¢ & cosh(x):—e 26 ,

ex

sinh(x) =

respetivamente.
Observe que para y(x) = V1+x? e z(x) =
Vx2 -1 se tem

arcsinh(x) = In(x+y(x))

arccosh(x) = In(x+ z(x)).

Por outro lado as fungbes y e z sdo derivaveis.
Adicionalmente, y’(x) e z'(x) sdo dadas por

X
()= —— & Z/(x)= ——.
Y V1 +x2 x?-1

Aplicagdo direta da Proposicdo resulta

na seguinte regra de derivagdo para as funcoes
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arcsinh e arccosh:

J J
arcsinh’(x) = ﬁ(ln(x +7))+ a—y(ln(x +79))y’(x)

X
B e _ x+V1+x?
X+ V1I+x2 xZ2+xV1+x?2+1

arccosh’(x) = aix(ln(x +2z))+ azz(ln(x +2))z'(x)
1+ \/}% x+Vx2-1

X+Vx2-1 x2+xVx?-1-1

Como EXERcicIo: Verifique as regras de derivagdo
acima com base nas regras de derivagdo usuais.
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(i) CArcuro Juros ComposTos O capital gerado
a partir de um capital inicial de R reais (R $) ao
fim de um periodo de tempo t pode ser calculado

a partir da fungd

C(t):R(1+%)nt,

onde ] x 100% corresponde a taxa de juro apli-
cada, e n o niimero de vezes que a taxa de juro |
¢ aplicada ao longo do periodo de tempo t.

Como teve oportunidade de estudar na disciplina
de Bases Matematicas, a funcao C(t) converge as-
sintoticamente para a fungdo do tipo exponencial,
uma vez que

lim C(t)=R¢.

t—+o0

84 Veja o ficheiro GeoGebra JurosSimplesCompostos.ggh — aula n°
15 de Bases Matematicas (2016).
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DerivagcAo UsSUAL

Usando a propriedade a = "™ (a > 0) pode-se
concluir que a derivada de C(t) corresponde a

)
C'(t) = [(1 +it)n— ﬁ_ lC(t).

n

APLICACAO DA REGRA DA CADEIA

Para calcularmos C’(t) com recurso a Regra da

Cadei iremos considerar a funcdo da forma.

f(x)=R(1+x).

Observe queparax:% ey = nt, se tem
J
C(t) = (—, t).
()= f (2

Por outro lado, f admite derivadas parciais de pri-

meira ordem, f, = ax efy respetlvamente

85 Veja Proposicdo
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Por seu turno, estas satisfazem as seguintes igual-
dades

flx,y) = Ry(l+xp!
= Ly

1+x

fxy) = Rin(1 +x)(1 +x)¥
= In(1+x)f(x,p).

Com base na Regra da Cadei@ temos que

27 (x(8)v(1) felop)x () + f(x,9)y'(1)

(tz_zﬂ #ln1+ %))f(x,y).

Verificamos assim que para x(t) = L ey(t) = nt,

nt
af ,
, V() = t).
Dy =C)
86 Veja Proposicao
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Exemplo 4.6.4 (Funcdes Homogéneas)
Suponhamos que f : 3 — R (Q C R") é uma
fungdo homogénea de ordem k, i.e.

f(tX) =t f(X),

para todo o ponto X = (x1,x»,...,x,) de R", e para
todoot>0.
Decorre naturalmente da definicdo de fun¢do homo-

génea qu

d

b (f(1X)) = E(ktE1) = kf (£X).

~——
=tff(X)

Por outro lado, assumindo derivadas parciais de f
sdo continuas tem-se pela regra da cadeia, que as subs-
tituicoes v; = tx; (i=1,2,...,n) conduzem a regra de

87 0 operador diferencial t% ¢ conhecido em Fisica por operador de
niimero.

329 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

derivacao
d N Ofdyi N Of
$(f(tX))— v dt E xlayl

Finalment@, usando a propriedade

d df dx; 140 .
_f:_fi:__f (121)2)“_’1/1)
Qyi dox; dy;  t Ix;
concluimos que a regra de derivagdo anterior pode ser
reescrita na forma

88 Observe que para a substituicio y; = tx; (t > 0) é equivalente a
1.
Xi = ¥Yi-
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Observacio 4.6.3 (Exemplo[4.6.4) No Exemplo
demonstramos o Teorema de Euler para fun-
cOes homogéneas. Este resultad diz essencialmente
o0 seguinte:

Uma funcao diferenciavel f : (O — R é homo-
génea de ordem k se e somente se satisfaz a
equacio diferencial

ixiaa—j; = kf

i=1

Esta classe de funcoes aparece em diversos modelos
econdmicos envolvendo funcées de lucro, de custo e de
demanda. A titulo de exemplo, considere a fungdo de

Cobb-Douglas”|

f(x,p) = 4xiyi

89 Teste por exemplo se pode aplicar este resultado ds funcdes do

exercicio & exercicio da segd Exercicios.

99 f é homogénea de ordem 1 (% + % =1).
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onde variavel x denota o capital e variavel y o trabalho.
Para este caso, a funcad”]

felx,9) = 3x1pi

permite determinar a taxa de variagdo de produgdo
para o caso de a quantidade de trabalho se mantiver
constante, enquanto que a funcad’|

fy(x!y) = X%y_%

permite determinar a taxa de variagdo de producdo
para o caso de a quantidade de capital se mantiver
constante.

No Capitulo 2o do livrd’®| Mathematics for Econo+
mists (1994) de C.P. Simon e L. Blume podera encontrar
varios exemplos de modelos econémicos associados a
esta classe de fungoes.

91 f, é homogeénea de ordem 0 (—i + i =0).
92 f) é homogénea de ordem 0 (% - % =0).
93 Simon, Carl P, and Lawrence Blume. Mathematics for Economists.

Vol. 7. New York: Norton, 1994.
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Exemplo 4.6.5 (Continuacio do Exemplo
Considere agora uma fungdo f nas variaveis x e v,
diferenciavel em Q) C R?.

Se considerarmos duas funcoes diferenciaveis ry e,
nas variaveis s e t, tem-se que para as substituicoes

x=ri(s,t) & y=r,(s,1)

que]
Of _ 9fox  9f oy

595 " oxas dy ds

(2F L9 0f 0y
Yot Ttox o dy dt

Somando as duas equacgdes anteriores, obtemos que

of of Qf(gx 3};)
s

af t_y
E) 85 ot

94 Aplicagao direta da Proposig:do
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No caso de 1y e r, serem funcoes homogéneas de
ordem ky e k,, respetivamente, podemos concluir pela
mesma ordem de ideias do Exemplo que

ar arn
s 81 +t— T =kyri(s, t).
81’2 8

as ta— —k17’2(5 t)

Para este caso, a equacgdo diferencial anterior é equiva-

lente a f f of of
=k +ky—.

9 Trar Thgs Ty,
Exemplo 4.6.6 (Coordenadas Polares) Para a
funcao f nas variaveis x ey, considere as substituicoes

parar>0e0<6 <2m:

x=rcos(0) &y =rsin(0).
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Observe que

g—f = sin(0)=2
O = rsin(0)=y
g—g = rcos(0)=x

No caso de f ser uma funcao diferenciavel, resulta

por aplicacao direta da Proposi¢do|4.6.2| resulta que

Jdf _ of If
TE = x$ +y8_y
Jaf _ df If
% = Xa—y—yﬁ.

As expressoes anteriores ddo-nos as derivadas radiais
e angulares para uma funcao f nas variaveis x e y.
Como EXERcicro: Calcule as derivadas radiais e

angular das seguintes fungdes:
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(i) ANGULO COORDENADAS CARTESIANAS:
f(x,v) = arctan(%).
(ii) FUNCAO TIPO GAUSSIANA:
f(x,y) = eV cos (arctan(%)).
(iii) FUNCAO TIPO MULTIQUADRICA:

flxy)= m o-arctan(%)

(iv) FUNCAo TIPO MULTIQUADRICA INVERSA:

flx,y)= \/ﬁ sin(arctan(%)).

(v) SPLINES PoLI-HARMONICOSP}
fxp) = (x?+p?)f ln(‘/x2 + y2).

95 Este tipo de fungdes é frequentemente utilizada para modelar a
energia de dobra (en:bending energy) de uma chapa fina de metal.
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4.7 Exercicios

ExERcicios PROF. GIL BERNARDES

1. Usando a defini¢io de derivada direcional, de-
terminar os vectores ¥ para os quals 9 (PO)
existe, sendo

X3+
@ f(xy)={ x2+y?’ se (x,) = (0,0)
0,  se(xy)=(0,0)
no ponto Py = (0,0).

x3

®) f(xy) = { ®+y2° O (x,7)
0,  se(x,p)=(0,0)
no ponto Py = (0,0).

#(0,0)

2. Calcule as derivadas direcionais das seguintes
fung¢bes nos pontos indicados e segundo as di-
reccdes v indicadas:

(@) f(x,p)=sin(xy);
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ponto A = (0,0), direcio v = (1,1).
(b) f(x,,2)= x2 + yz +2z2
ponto A = (1,2, 3), direcdo 7 = (0,0,1).

3. Usando a definicdo de derivada parcial, calcule:

(@) £¢(0,0) e f,(1,2), onde f(x,9) = x*p.
(b) fx(1,1)e f,(1,0), onde

xsex<y

f(x,y)={

ysex=>y.

4. Calcule todas as derivadas parciais de 12 ordem
das seguintes funcoes, e indique o gradiente:

@) flx, )

(b) flxp,z

(¢) f(x,v,2z) =e*siny +cos(z—3y)
@ flxy

In(e* + 2¥)

(cos x)iny
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23?2
x?+p?

(f) f(x,v,2)=cos(yVx? +z?)

(e) f(x,y)=arcsin

x se xy=0

(@ f(xy) ={

y se xy=0;
Xy
se x+y=0
(h) f(x,y)-{ Ty
X se x+py=0.

5. Mostre que as fungdes f(x,v) satisfazem as
seguintes equacdes diferenciais de primeira or-
dem:

(@) Se f(x,p) = log (x> + Xy + yz) entio

f(x,9) = xy +xe¥/~ entédo
f _f
Yoy =Y +f<x,y)-
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6. Mostre que a funcéo f definida por
2xy

floy)=§ ¥ +3*

0 se (x,v)=1(0,0)

se (x,9)=(0,0)

tem derivadas parciais de primeira ordem em
(0,0), embora seja descontinua nesse ponto.

7. Prove que V£(0,0) = (0,0) (vetor nulo), onde
f :IR?> - R é definida por

x?sin(x? +y?)

flx,y)= N . (%,9) #(0,0)
0 , (%,9) = (0,0).

8. Usando a definic¢do , verifique se sdo diferen-
ciaveis as seguintes fun¢des nos pontos dados:

(@) f(x,v)=xy, em qualquer (a,b) € R?.

(b) f(x,v,2) =xyz, em todo o seu dominio
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10.

x2+9? sex=z0
(C) f(x,y)—{ y* sex=0

no ponto P = (0, 0).

@ f(x,y)={y_1 ey
no ponto P = (1,1).

0 sex=y?

Determine a equacéo do plano tangente as se-
guintes superficies nos pontos indicados:

@) x2+y2+22=1;(1/2,-1/2,1/2).
(b) z=x+2y%(1,-2,9).

(©) z=9-x%(2,4,5).

(d) 4x*>-y?+2z2—u+1=0;(1,1,1,6).
(e) 2x%+3p% +22=1;(0,1/V3,0).

(f) x=2>-v%(0,~1,1).

ExERrcicros PRoF. MAURIcIO RICHARTZ

Determine as derivadas parciais de primeira

ordem das funcdes f abaixo:
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11.

@ f(ry)=x>+y’sen(xy).

b) flxy)=yx>+p?

© flab)=

@ f(u, V)=_z

(€ flxy)=tan(%)

() f(x,)=arccos(xy)

® flxy)=x")

() f(x,)= fy\/mdt

i) f(x,v,2z)=In(x+2y+3z)

(G) fx,p,zt)=x ycos(;)

®) [feop)+f(xy)+2xp=3

(1) cos[f(x,p)]+2xf(x,9) =
Determine as derivadas parciais indicadas
abaixo:

(@) f(xy)=In(x+\xZ+p2), 2L(3,4)
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() flx)=InyT+xp, 9£(1,2)

(© f(x)=e™cos(bx+7), g—i(zn/b, 0)

@) f(x,92) = +fsen?x+sen?y+sen’z,
%(0,0,7/4)

12. Determine uma funcéao f(x,p) tal que:

d d
(a) a—i =3x’y’-6ye 3 = 2x3y —6x+ yZ}il‘

(b) % = ycos(xy) + 3xcos(y?) e g—]; =

xcos(xy) - 2x3ysen(y?) + 1.

13. Determine os pontos em que as fung¢des abaixo
sdo diferenciaveis.

—ny > se(x,v)=(0,0)
a ) =9 :
@ f(xy) {0

nyZ

b) f(x,y>={82*3’2 9)=(0.0),
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14.

15.

3

—— se(x, 0,0
(©) f(x’y):{x +y (x }))i( );
0 se (x,v) =(0,0)

@ f(xp)=xY3cos(y),

2 2 1
© feen={""" )Se"(\/m) {3)%(0,0)
0 ,(X;y) = (0,0)

(ProvaA 1 DE 2014) Mostre que a fungio abaixo
é diferenciavel em todos os pontos de R>.

) - {yy se (x,9) # (0,0)

0 se (x,v) =(0,0)
Calcule os valores abaixo usando:
(i) o método da aproximacéo linear de uma
funcio.
(ii) uma calculadora.
(a) 0,99¢%92
(b) (0,99)3 +(2,01)3 -6(0,99)(2,01);
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16.

(©) (3,02)2+(1,97)2+(5,99)2;
(d) [1,01+cos(7z><0,99)]3/2.

Resolva os itens abaixo com recurso a regra da
cadeia.

(a) Sejam z = ype* +xe?, x = cos(t), v = sen(t).
Determine dz/dt.

(b) Sejam z = /1 +x—2xy%, x =In(t), y = t.

Determine dz/dt.

(c) Sejam z = x>y —xp3 + 2, x = rcos(0), y =
rsen(6). Determine dz/dr e dz/d06.

(d) Seja z = f(x,y) uma funcédo diferenciavel
tal que g—£(4,8) =3e %(4,8) =—1. Se

x=tle V= t3, calcule % oo

(e) Sejaw = f(u), com u = x+2y+3z. Mostre
queg+%§)"+ = —6dw

(f) Seja z = f(x -,y —x). Mostre que % 2z z+
2z _
dy
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17. A regra do produto triplo (ou regra da cadeia
de Euler ou regra da cadeia ciclica) é uma for-
mula que relaciona as derivadas parciais de 3
variaveis interdependentes. Ela possui diver-
sas aplica¢cdes em termodinidmica. Vocé vai

demonstra-la nesse exercicio.

(a) Suponha que trés variaveis (x, y e z) podem
ser relacionadas através de uma funcéo
f:R3® - R, de tal forma que f(x,y,2) = 0
Em principio (se algumas hipoteses forem
satisfeitas), vocé pode usar a funcio f para
“isolar” uma variavel em funcéo das outras.
Por exemplo, podemos usar a funcio f
para relacionar x com y e z através de uma
funcéo x(y, z). Repare que agora estamos
pensando em x como uma variavel depen-
dente das variaveis y e z. Assim, podemos
escrever g(v,z) = f(x(v,2),v,z) = 0. De-

rive essa expressdo em relagdo a y para
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(b)

mostrar que:

9g _ 8f8x af 0
Iy Bxc?y ED

OBS: nesse caso é comum escrevermos g—;

9 . .
como ( a;‘ ) para explicitar que estamos

mantendo z constante. Assim, a expressao

dg _ of Iif _
acima ficaria Iy = ax (ay) + Ty = 0.

Utilizando as idéias do item (a), mostre a
regra da cadeia ciclica:

)22
dy ), \dz ] \odx )

Uma possivel aplicacdo em termodinidmica
aparece na lei dos gases ideais PV = nRT.
Podemos reescrever essa relacio como
f(P,V,T) = 0 para uma certa funcéo f.

(Qual funcéao f é essa?) Utilize a regra da
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cadeia ciclica para relacionar derivadas par-
ciaisde P, VeT.

18. A temperatura em um ponto (x,y) de uma
placa de metal no plano xy é dada (em °C)
por T(x,y) = 25¢°~4"~1 Uma formiga pode
andar livremente sobre a placa. Assuma que
a formiga esta sempre em equilibrio térmico

com a placa.

(a) Suponha que a formiga esta numa trajeto-
ria de temperatura constante 25°C. Faca
um esboco das possiveis trajetorias.

(b) A formiga resolve se deslocar a partir do
ponto (1,0) na direcdo na qual a tempe-
ratura aumenta mais rapidamente. Deter-
mine essa dire¢éo e calcule a derivada di-
recional da temperatura nessa direcéo.

(c) Se a velocidade (constante) da formiga é
0,04 unidades de comprimento por hora,
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determine a taxa de variagao da tempera-
tura da formiga (i.e. dT/dt) no momento
em que ela parte do ponto (1, 0).

(d) Repita os itens (b) e (c) considerando que

a formiga parte do ponto (3, V2) ao invés
do ponto (1,0)

19. Nos itens (a), (b), e (c) abaixo, faca um esboco

da situacio.

(a) Considere a elipse 4x? + 9y = 1. Deter-

mine a reta tangente a elipse e a reta nor-

V2 1

mal a elipse no ponto (T' 5). Considere a

superficie z = 2x% + yz. Determine a equa-
c¢do do plano tangente a superficie e a equa-

¢do da reta normal a superficie no ponto
(1,1,3).

Considere a esfera x? + y2 +z2 = 1. De-
termine a equagio do plano tangente a es-
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fera e a equacéo da reta normal a esfera no

ponto (\/Lg' ‘%, \/Lg)
(c) Determine o plano tangente a superficie
2% + (x + v)z° + x? + 2 = 34 no ponto
(1,3,2). Determine a equagao da reta nor-

mal a superficie no ponto (1, 3, 2).

20. (PROVA 1 DE 2014)
Considere a fungéo f(x,y) = \/x? +p? — 1.

(a) Faca um esbogo das curvas de nivel de f.

(b) Faga um esbogo do grafico de f.

(c) Determine o plano tangente ao grafico de
f no ponto (2,1, 2).

DESsAFIOS

21. Estabeleca na reta real a relacéo entre o con-
ceito de derivada direcional e os limites laterais
o flath—f@ o f@)=fa=h)

h—0* h h—0- h
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22.

23.

Dica: Use a Defini¢ao

Calcule a derivada direcional das seguintes
fungée relativamente a um ponto genérico
A = (a, b), segundo a dire¢éo do vetor unitario

V = (cos(0),sin(6)).

@ f(xy)=xy>—x>.
(b) f(xp)=xp> —px’.

Calcule todas as derivadas parciais de primeira
ordem, e indique o gradiente para cada uma
das seguintes func¢des:

@) f(03,2) = Fomz
(b) f(x,) = cos(mxy)
© f(xv)=x2In(1+x%+p?)

96 As funcdes deste exercicio sdo conhecidas na literatura por sela

de macaco (“monkey saddle") e sela de cachorro (“dog saddle”).
Para mais detalhes, revisite o exercicio[8 da secdo[2.6 Exercicios
(CapituloFung:&es, Gradficos e Conjuntos de Nivel).
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@ f(xy)=Jx3+p2+5
() f(x:V)Zarcsin( e )

6 o7 £ (x,9,2) = arccos(\/ﬁ )
® f(x, y,2) = arctan ( \/_y)

24. Seja h : R — R uma funcéo continua tal que

h(3)=4,e

x+y2+22
f(xv,2) = jo h(t)dt.

Calcule o gradiente de f no ponto (1,1,1).

97 A funcao f(x,vy,z) corresponde a uma representagio cartesiana do
angulo azimutoidal em|coordenadas esféricas,

98 Esta fungio corresponde a uma representacdo alternativa do angulo
azimutoidal utilizado em|coordenadas esfeéricas.
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25. Verifique que a funcéo f dada por

26. Seja h : () — R uma funcio diferenciavel ((Q C

R) e f, g duas funcdes de trés variaveis tais

que f(x,9,2) = h(g(x,9,2)).

(a) Mostre que se g(x,v,z) = \/x? +p2+22,

entdo a funcao f satisfaz o seguinte sis-

tema de equacdes diferenciais de primeira

d

99 O operador diferencial x% + y% +z5+ t% corresponde a re-

presentagdo cartesiana da derivada radial em R*.
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ordem™%
xé—i—y% =0
224 -0
x%—z% = 0

(b) Verifique se as fungdes arccos (—m)

e sin(mxyz) satisfazem o sistema de equa-
¢des do item (a).

27. Seja f : QO — R (Q C R?) uma fungdo que
satisfaz as seguintes equacdes:

of _of _,
dx dy
100 Estas equagdes correspondem d situagdo em que um sistema fisico
descrito pela funcao f possui momento angular nulo.
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(a) Mostre que se Q) = IR?, entio f é a fungio
constante.

(b) Para Q) # R?, dé um exemplo de uma fun-
¢do f, ndo constante, que satisfaz a condi-
¢do acima.

(c) Formule e resolva o analogo dos itens an-
teriores para uma fungio f , has variaveis
X,y ez

28. Encontre a equacéo do plano tangente para as
seguintes equagdes nos pontos indicados:

(i) w = x* + 3% + 8xz% — 3yz® no ponto
(x,v,zw)=(-1,0,1,7).

(ii) (v/x2+7y2 - 25)? + z2 = 4 no ponto
(x,9,2) = (5c0s(0),5sin(0), 2).
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I feel the need of attaining the maximum of intensity
with the minimum of means. It is this which has led
me to give my painting a character of even greater
bareness.

—|Joan Miro

5.1 Derivadas de Ordem Superior

No Capitulo |4/ Derivacao e Diferenciabilidade
dedicamos parte do nosso estudo a existéncia e ao
céalculo de derivadas parciais de primeira ordem. Ve-
rificAmos, em particular, que a continuidade das deri-
vadas parciais de primeira ordem

_of

ij = o) (j=1,2,...,n)

num conjunto aberto, contendo um ponto A, era uma
condicdo suficientd’|para garantir a diferenciabilidade

! Veja Proposi¢do & Proposig:do do CapituloE] Deri-

vagdo e Diferenciabilidade.
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da funcdo em A.

Neste caso particular, faz também sentido averi-
guar se as n fungdes de varias variaveis fx]. G =
1,2,...,n) admitem derivadas parciais, assim como
faz sentido averiguar se estas também sio diferencia-
veis num ponto A.

. .. Oy

No caso de as derivadas parciais a—xzj existirem,
paratodososi,j=1,2,...,n, dizemos que f admite
derivadas parciais de segunda ordem. Estas derivadas

podem ser denotadas do seguinte modo:

Pf g

axf . ox;
_ 9 (9
B axi 8xi
f 9y
axiaxj o 8xi

d (df .
- (5] v
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ou alternativamente por

fx,-xl- = (fxi )Xi € fx,vxj = (fx ) i#]).

No caso de as funcoes ij admitam derivadas parci-
ais de primeira ordem, tem-se que a funcéo f admite
n? derivadas parciais de segunda ordem. Estas po-
dem ser representadas como uma matriz 7 X n da

forma
Pf ’f I’f
ox? ox1dx, T dx0x,
i S | Pf
sz(X) _ dx,0x, dx3 Tt dxydx,
2’ f *f *f
ox,dx;  dx,dx, " 9x2

Esta matriz denota matriz Hessiana de f no ponto
X, de coordenadas

X =(x1,X0, ., Xp)-
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No caso de f ser uma funcéo nas variaveis x e 9, a
matriz Hessiana de f corresponde a matriz 2 x 2

Xf O

dx?  9xd
Df(xy)=| 5 ﬁ}’

dydx  Jdy?

Para o caso de f ser uma funcio nas variaveis x, y
e v, a matriz Hessiana de f corresponde a matriz 3 x 3

*f  9*f  9*f
d*’x  Jxdy Jxdz
*f  9*f  9*f
2 —
Dfeya=| 555 7 G0
If  9*f  9*f
0zdx dzdy 072

As derivadas parciais de terceira ordem e ordens
superiores de f, podem ser definidas de modo ana-
logo. A definicédo a seguir estabelece uma condicio
para existéncia de derivadas parciais de ordem k:
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Definicio 5.1.1 (Funcdo Classe CX) Seja Q) C R”
e f : QQ — R uma funcao de varias variaveis. Dizemos
que f é uma funcgao de classe C k se todas as derivadas
parciais de ordem menor ou igual a k existem e sdo
continuas em ().

Observacio 5.1.1 (C°, C! & C?) Dizemos que uma
funcao é de classe C° quando ela é continua em Q, e
de classe C' quando a fungio f e as derivadas parciais
de primeira ordem
_9f
fxi - a_xz
sao continuas em ().
Pela mesma ordem de ideias, dizemos que f é uma
fungdo de classe C? se

(i) f éde classe C'.

(ii) As derivadas parciais

I’ f ..
fxix]_ = W (l,] = ].,2,...,71)
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sdo continuas em Q).

Exemplo 5.1.1 (Funcao de Duas Variaveis) A
funcao f definida por

f(x,p) = xpe* ™

é continua em R? e admite também derivadas parciais
de primeira ordem continuas em IR?. Estas sdo dadas

por
of

af _ X+2y _ X+2y
o =(1+x)ye & 7y =(1+2y)xe™™ .

Derivando as funcoes acima em ordem a x e a v,
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obtemos que

9? d
aTi = 3 ((1 + x)yex+2y)
= (2+x)pe*t¥
9? d
Bxgy = 5 ((1 + Zy)xe“zy)
= (1+x)(1+2y)pe™%
a2f J X+2y
Ty = a—y((1+x)ye )
= (1+x)(1+2p)pe~?
a2f d X+2y
% = % ((1 + 2y)xe )
= 4x(1+yp)et,

Ou seja, as derivadas de segunda ordem também sdo
continuas em IR? pelo que f é de classe C> em R?.
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Neste caso tem-se que para qualquer (x,y) € R? a
matriz Hessiana de f ¢é dada por

D*f(x,y) =
[ (2+x)pet¥ (1+x)(1+2y)pe*t?
(T x)(1+29)pe*t? dx(1 +y)e¥t

Esta matriz é simétrica uma vez qud’

(D?f(xp)) = D*f(x).

Exemplo 5.1.2 Consideremos agora a fungdo por par-
tes f : IR?> — R definida por

¥2 _ 2

2x
foop = Py

0 se (x,v)=1(0,0)

se (x,v)=(0,0)

T
2 (sz(x,y)) denota a transposta da matriz sz(x,y).
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Nos pontos da forma (0, ) e (x,0) podemos verificar
que

d d
a—i(o,y) =-2y & %(x,O) = 2x.

Dagqui resulta que a matriz Hessiana no ponto (0, 0):

0 -2
sz(0,0) = (2 0 )

ndo é uma matriz simétrica, uma vez que as derivadas
mistas
*f

82f
axay(o ,0) e 5—-(0,0)

dydx

ndo coincidem.
Como exercicioP| verifique que as derivadas mistas

92 f
9xdy © Iyox

ndo sao continuas em (0, 0).

3 Este exemplo é semelhante ao exercicio@ da segdo|s.4| Exerci-
cios.
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O resultado que se segue nos fornece uma condigéo
suficiente para garantir que as derivadas mistas de
segunda ordem coincidem e, por conseguinte, que nos
garante que a matriz Hessiana resultante é simétrica.

Em particular, este resultado nos garante que ape-

. n(n+1) . ..
nas precisamos de calcular —— derivadas parciais

de segunda ordem - ao invés de n? derivadas parciais

de segunda ordem - para construir a matriz Hessiana

de f.

Proposicio 5.1.1 (Teorema de Clairault) ¢ Seja
Q) € R" um conjunto aberto contendo A, e f : 2 — R
uma fungdo nas variaveis x1,Xx,...,Xy.

Se paratodooi=1,2,...,neparatodooj=#ias
derivadas parciais

I ¢ PF
8x,- Bxi 8x]

4 Também conhecido por Teorema de Schwarz e por Teorema de
Young.
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forem continuas em A, entdo

*f *f
axi 8x] ( B 8x] 8xi <A)

Observacio 5.1.2 No caso de f ser uma funcao de
classe CK (k > 2) em Q, tem-se em particular que as
derivadas de primeira ordem, assim como as deriva-
das mistas de segunda ordem sdo continuas, pelo que

podemos aplicar a Proposigdols.1.1]

Na proxima sequéncia de exemplos vamos ilustrar
a aplicabilidade da Proposic¢ao Comecemos
com a equacdo de propagacdo, também conhecida
por equagdo de Klein-Fock-Gordon, ou simplesmente
por Equacdo de Klein-Gordon:
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Exemplo 5.1.3 (Equacio de Klein-Gordon) Seja
agora f uma funcdo de classe C* que satisfaz as
equacdo de Klein-Gordon

I’ f ’f
w(x, t) = m2c4w(x, t),
onde E = mc? corresponde d equacdo de Einstein. Esta

equacgdo da-nos a equivaléncia entre massa (m) e ener-
gia (E) em termos da velocidade da luz (c).

Observe que no caso de as fungdes u(x + mc*t) e
v(x — mc?t) serem fungoes C* de uma s6 variavel que
para

y=x+mc’t &z=x-mc*t
se tem que a fungdo

fx,t) = u(x+ mc*t) + v(x — mc?t)

368 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

satisfaz as seguintes equacdes de primeira ordem:

af af dy i df dz
Ix dy dx 9z ox
1y(9) +:(2)
af af dy i df dz
ot dy ot 9z ot

= mczu},(y) — mc?v,(z).

Derivando mais uma vez em ordem a x e a t, obte-
mod| que
92f )
Fr ax( y()+ (2 ))
= Myy(y) +7,,(2)

5 Ao longo deste exemplo estamos fazendo uso sistematico da Pro-
posicdo|4.6.2] da secio[4.6| Regra da Cadeia (Capitulo[q Deri-
vagdo e Diferenciabilidade).
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d? d
aygx = o (1E)+v(2)
= mczuw(y) —mc*v,,(2)
_ 9f
~ dxdy
82f J 2 2
05 = 5 (mPuym)-mev.()

2.4 2.4
M= c Uy (y) + m*c vy, (2).

Desta ultima sequéncia de igualdades facilmente se
conclui que para funcoes u e v de classe C?, a fungao

f(x,t) = u(x —mc*t) + v(x + mc?t)

nos fornece uma solugdo para a equacgdo de Klein-
Gordon.
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Exemplo 5.1.4 (Equagdes de Cauchy-Riemann)
Suponha que f é um campo potencial em R? tal que
asfungéeﬂ u(x,v) ev(x,v) satisfazem as equacoes de
de Cauchy-Riemann

{ Uuy(x,y) = Vy(x:lf)
iy(%,9) = =vx(x, )
(i) SUPONDO QUE 1  DE cLASSE C?
Para o caso de u ser uma funcao de classe C?,
tem-se pelo Teorema de Clairaulf| que
Uyy = Uyy
Por outro lado, resulta do sistema de equagoes
anterior, resulta que v também é uma funcdo de

6 As funcdes u e v que satisfazem as equacdes de Cauchy-Riemann
sao conhecidas na literatura por "funcgées harménicas conjugadas’.

7 Veja Proposig:do
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classe C2, assim como as seguintes identidades

3 _ duy
Uy =Vy = Uy = Iy =
du,
Tzly =-Vy = Mxy = W = —Vyxx-

donde se conclui que vy, = —Vy.
Como EXERcIcI0: Resolva o exercicio[16 da se-
¢dols.4) Exercicios.

(ii) TRANSFORMACAO PARA COORDENADAS PoLA-
RES
Para as transformagoes x = rcos(0) ey =

rsin(0), tem-se qu

8 Veja Exemplo da segdo Regra da Cadeia (Capitulo&]

Derivagdo e Diferenciabilidade).
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22,0
oar  Tox yc?y
d % %

% xa—y—ya.

Em particulaiP| para as funcoes u e v tem-se que
as equacdes acima podem ser traduzidas pelas
equacoes matriciais

Xy uy \ [ ru,
-y X U, N\ ug
-y X vy \_( ve
—x -y J\ —vy | \ —rv, |
Observe que o determinante das matrizes

(2 7))

9 Para uma fungdo g nas variaveisr e 0, g, := % egg = %
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da r?. Da condicdo r > 0 resulta que as matrizes
anteriores sdo invertiveis.

Deste dois ultimos sistemas de equagoes podemos
concluir, apos alguns calculos suplementared™}
que as funcdes u e v satisfazem as equacoes de
Cauchy-Riemann se e somente se

ru(x,y) = vo(x,9)

ug(x,y) = —rv,(x,y)

para x =rcos(0) ey =rsin(0).

Exemplo 5.1.5 (Fun¢des Harmonicas) Supo-
nha agora a funcao f, de classe C* nas varidveis x e

v, satisfaz a equagao de Laplace

Pf  Pf

ox2 dy? =0

10 Estes calculos podem ser realizados com recurso a regra de Cramer
para matrizes 2 X 2.
1 Veja o Exercicio da segﬁoﬂExercicios.
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(i) Func6Es HARMONIcAs vs EQUACOEs DE
CAUCHY-RIEMANN

Observe que nas condi¢des do enunciado, f ser
de classe C? nos garante que as derivadas mistas
fxp € fyx sG0 iguai Por outro lado, da condicdo
de harmonicidade tem-se que f,, = — fyx.

Se definirmos um campo potencial F(x,p) pela

condigdo

VE(x,9) = (f(x,9), = f,(x,9))

obtemos que as componentes

= fx(%9) &v(x,9) = —f,(x, )

do gradiente VF(x,v) satisfazem as equagdes de
Cauchy-Riemann3| Neste caso o potencial*y]

12 Por aplicagdo da Proposig:do

13 As fungdes fy e —fy sdo conhecidas na literatura por fungées
harménicas conjugadas’.

14 Este potencial é conhecido na literatura por potencial harmonico.
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F(x,v) pode ser calculado por uma das seguintes
regras de anti-derivacad'S}

F(x,) = f £ p)dx + D)

v
—f £, (6 )y + U (x).

Nas integrais indefinidas acima, as fungoes P(y)
e W(x) sdo fungoes nas variaveis y e x, respetiva-
mente.

Aplicando mais uma vez a Proposig¢do|s.1.1} con-
cluimos com base nas expressoes acima que a
soma das componentes de

= (% y) &v(x,y) = -f,(x,p)

de VF(x,p) € igual a ' (x)+ V' (p).

15 Obtidas por uma adaptagdo judiciosa do Teorema Fundamental
do Calculo para funcoes de uma variavel.
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(ii) MuDANCcA PARA COORDENADAS POLARES

Voltemos novamente a nossa atengdo para o

Exemplo|4.6.6 da secio[4.6| Regra da Cadeia
(Capitulo|g Derivagao e Diferenciabilidade).

Observe que a mudanca de coordenadas
x=rcos(0) & y=rsin(0)

nos da

r=4/x2+y2 & 0O :arctan(g).

Aplicagdo da Regra da Cadei que

of xdf yof
Ix rdr rdo
of _ yof  xof
Ay ror  rado’

16 Estamos assumindo que X e y sdo as "variaveis independentes’
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Como ExEeRrcicro:  Verifique por aplica-
¢do da regra da cadeia que uma fungdo
f(rcos(6),rsin(0)) é harmonica se e somente

Pf 10f 1 9df
7 Tar e Tl

se

Exemplo 5.1.6 (Funcdes Poli-harménicas) Para
k natural, considere as fungoes da forma

floy)=(x"+ yz)"ln(\/xz +y2)

Dado que para x = rcos(0) e x = rsin(6) se tem
f _ sk aif _
5, =7 (1+2k1n(r))&%—0,

podemos concluir com base na Proposicdo(s.1.1 que
nao existe nenhuma funcao g(r, 0) tal que

_ Jg
g(r,0)=f(xy) & %7&0.
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Por outro lado, tem-se que para k = 1 que a fun-
¢do r*In(r) satisfaz a equacdo diferencial de segunda
ordem

f 1df 1 of
W+;§+r—zw—6+4ln(i’).

Aplicando mais uma vez o operador diferencial'|

9 19 1.9
or2  rdr 120062

podemos concluir que a fungdo

6+41n(,/x2+y2)

¢ harménica, pelo que para k = 1 se tem que

g(xy) = (x +y2)1n(\/x2 +y2)

17 Este operador corresponde a uma representagao do operador de
PP
Laplace 2T e em coordenadas polares.
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satisfaz a equacgdo bi-harmonica

? P\
(7 5y3) stemr=o.

CoMo EXERcIcIO:

(i) Mostre por indugdo matematica que se g for uma
funcao de classe C* que

82 82 2k
(W + a—yz) g(x,y) =

_2k 2k g
=)\ |y
=0

(ii) Mostre que a funcao f(x,v) do exemplo satisfaz
a equacgdo poli-harmoénica de ordem 2k:

92 92 2k
(53] fom=e
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5.2 Extremos Locais e Globais

Nesta se¢do iremos reformular algumas ferramentas
estudas em Fungdes de Uma Variavel (FUV) para o es-
tudo de maximos e minimos de uma funcéo. Comece-
mos por introduzir as no¢des de maximo e minimo

global/local:

Definicao 5.2.1 (Maximos e Minimos Globais)
Seja f : Q3 — R uma fungdo de varias variaveis, com

QCR".

(i) MAximo GLOBAL: Dizemos que um ponto A de
Q é um maximo global de f se e somente se a

desigualdade

f(X) < f(A)

¢ satisfeita para todos os pontos X de Q).

Neste caso, o valor x,,,1 = f(A) corresponde ao
maximo da funcgao f .
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(i) MiniMo GLOBAL: Dizemos que um ponto A de
Q é um minimo global de f se e somente se a
desigualdade

f(X) = f(A)

¢ satisfeita para todos os pontos X de Q).

Neste caso, o valor x,,,1 = f(A) corresponde ao
minimo da funcao f .

Definicao 5.2.2 (Maximos e Minimos Locais)
Seja f : QQ — R uma fungao de varias variaveis de
dominio ) CIR" e B,(A) uma bola abertd™| de R" de
centroem A eraior.

(i) MAximo GLOBAL: Dizemos que um ponto A de
Q é um maximo local de f se e somente se existe

18 Recorde a nocdo de *Bola Aberta’ introduzida na Deﬁnigdo
19 Em alguns livros, a nogdo de bola aberta aparece associada a nogdo
de vizinhanga de um ponto.
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(i)

r > 0 tal que a desigualdade

fX) < f(A)
¢ satisfeita para todos os pontos X na interse¢do
QNB,(A).
Neste caso, o valor x,,,1 = f(A) corresponde a

um maximo local da funcao f .

MinImMo GLOBAL: Dizemos que um ponto A de
Q é um minimo global de f se e somente se a
desigualdade

f(X) = f(A)

¢ satisfeita para todos os pontos X na interse¢do
QNB,(A).

Neste caso, o valor x,,,1 = f(A) corresponde a
um minimo local da funcao f .

Os maximos e minimos globais de uma funcéo f

sdo designados por extremos globais enquanto que
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os maximos e minimos locais de uma funcéo f sdo
designados por extremos locais.

A diferenca na determinacéo de extremo local e
extremo global reside essencialmente no seguinte: De
acordo com a Definicio para que um ponto
A seja extremo global, temos de comparar o valor da
funcdo f no candidato a extremo global com todos
os pontos do dominio de f, enquanto que, para que
A seja um extremo local teremos que comparar o
valor da funcdo f com todos os pontos do dominio
em uma determinada bola aberta. Note-se ainda que
todo o extremo global de uma funcéo f é também um
extremo local de f.

Como iremos ilustrar na proéxima sequéncia de
exemplos, a existéncia de extremos locais/globais de-
pende intrinsecamente da expressio analitica da fun-

cdo f e da ’geometrial”®|do dominio Q) de f.

20 Matematicamente, topologia do dominio é a terminologia mais
coerente.
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Exemplo 5.2.1 (Maximos & Minimos Revisitados)
Voltemos novamente a nossa atengdo para o Exemplo

& Exemplo da secdo[2.4] Conjuntos de
Nivel”]

(i) Para o caso do Exemplo|[2.3.1] a funcao
flxy)=a(x®+y?) +c

satisfaz a desigualdade f(x,y) < c¢ no caso de
a<0,ef(x,y)>cnocasodea>D0.

Da igualdade f(0,0) = c, retiramos que (0,0) é
um maximo global em IR?, para valores de a < 0,

e um minimo global em R? para valores de a > 0.

(ii) No Exemplo|2.3.2] consideramos a funcao

f(x,y)=2-34x?+y?

Q :{(x,y)eIR2 cx%+y?< 121}.

de dominio

2 CupituloFung:()es, Grificos e Conjuntos de Nivel.
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(iii)

Dado que todos os pontos (x,y) de () satisfazem
as inequacoes

0<Jx2+p2 <11,

podemos facilmente concluir —31 < f(x,y) < 2,
ou seja, f admite extremos globais.

Para este caso, o ponto (0,0) é o tinico maximo
global de f, e os pontos da forma

A=(11cos(0),11sin(B)) (0<6O <2m)

correspondem aos minimos globais de f . Por defi-

nigdo, estes minimos também sdo minimos locais.

Se ao invés de (), o dominio da funcdo do Exem-

plo[2.3.2] fosse por exemplo um dos seguintes con-

juntos:
2
Q; = {(x,y)EIR2 : §x2+2y23121}

Q,

3 1
{(x,y)eIR2 : §x2+§y2£121}
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a fungdo f admitiria apenas quatro minimos glo-
bais, tal como ilustrado no gif animado

MinimosLocaisConeRevolucao.gif

Como ExERcicro: Determine os minimos glo-
bais e locais da funcao f(x,y) = 2 — 34/x? + y?
para o caso de:

(a) Q) ser o dominio de f.
(b) Q), ser o dominio de f.

O resultado que se segue da-nos uma condigéo su-
ficiente para garantir a existéncia de extremos globais:
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Proposicio 5.2.1 (Teorema de Weierstrafl) Seja

f : QQ — R uma funcao de varias variaveis de dominio
Q) CIR". Se f é uma fungao continua e Q) um conjunto
fechadd”| e limitadd™| entdo a funcio f admite

extremos globais.

Exemplo 5.2.2 (Aplicabilidade Proposi¢io

Observe que:

(i) Embora a funcdo f(x,v) = a(x*> +y%) + ¢ do
Exemplo|[2.3.1 admita um extremo global, o seu
dominio nao é fechado nem limitado.

(ii) Para a funcdo f (x,y) = 2—3+/x% + v? do Exem-
plo[2.3.2| ja é possivel garantir por aplicagao di-
reta da Proposi¢dols.2.1 que f admite extremos

locais.

22 Dizemos que Q) é um conjunto fechado se para todo o A € Q, e
r>0setem QNB,(A)=0.
23 Dizemos que Q) é um conjunto limitado se existe uma constante x

—
tal que || OX || < x, onde O denota o ponto (0,0,...,0).
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~ o[22 x2-y?
(iii) As funcoes arcsm( ﬁ) e arccos( ﬁ)

tém como dominio o conjunto

Q:{(x,y)eIR2 : Iylslxl}.

Este conjunto é fechado mas ndo é limitado pelo
que nao ¢é possivel aplicar diretamente a Proposi-
¢a@ol5.2.1] No entanto ambas as funcdes admitem
extremos globais, extremos esses que podem ser
determinados com base no fato que o contrado-
minio das funcdes arcsin e arccos ser fechado e
limitado em R.

Como EXERcicro: Averigue para quais funcgoes do

Exemplo pode assegurar pela Proposi¢aols.2.1|

a existéncia de extremos globais.

Como pode constatar através dos exemplos enunci-

ados em Exemplo|[5.2.2] o Teorema de Weierstraf{*4]
24 Proposigdo
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quando aplicavel, permite-nos localizar extremos glo-
bais na fronteirg™| do dominio Q). O resultado que
se segue fornece-nos um critério para determinar
extremos locais no interior?% de Q).

Proposicio 5.2.2 (Candidatos a Extremos Locais)
Seja f : QO — R uma funcao de varias variaveis de
dominio Q) CIR", e A um ponto interior de (2.

Se as derivadas de primeira ordem de f sdo continuas
e A é um extremo local de f, entdo

9f

ax; (A)=0 ,Yic12,.n-

Com efeito, suponha que A é um extremo local de f .
- . ~
Se para algum vetor v # 0 considerarmos a fungéo
25 Dizemos que A é um ponto na fronteira de Q) se para todo o> 0
setem B(A)NQ =0 e B,(A)N(R\Q)=0

26 Dizemos que A é um ponto interior de Q) se existe um r > 0 tal que
B,(A)cQ.
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de uma variavel
h(t)=f(A+ t7).

Temos entdo que no caso de t um extremo local de
h que
W'(t)=0.
Em particular’7} para t = 0 temos pela Defini¢ao
que a equacdo h’(0) = 0 é equivalente a termos

D-f(A) = 0.

Por outro lado, assumindo que as derivadas parci-
ais 5_9{1 sdo continuas, podemos concluir pela Propo-
sicio que f ¢ diferenciavel em A e, por conse-
guinte, D- f (A) pode ser calculada como

-

Dy f(A)=Vf(A)e

—.
7l

*7 Pela Deﬁnig:do tem-se que para qualquer V' # 0 a deri-
vada direcional D= f (A) pode ser calculada a partir da igualdade

D3 f(A) = ”_i)—uh’(oy
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Finalmente, pela Proposi¢io temos que
—[IVF (Al < D3 f(A) <[IVf(A)

Desta ultima desigualdade, podemos concluir que
D+ f(A) = 0 sempre que [[Vf(A)|| = 0 é simultanea-
mente o valor maximo e minimo de D f (A

Finalmente, usando as propriedades associadas a
norma de um vetor, tem-se que ||Vf(A)|| = 0 é equi-

valente a
%

Vf(A)=0.

Portanto, a igualdade D~y f(A) = 0 é sempre sa-
tisfeita desde que as derivadas parciais de primeira
ordem da funcéo f se anulem em A, i.e. sempre o
sistema de equacoes

2

0 ,i=12,...,
axl (A) = i n

é satisfeito.
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Observacio 5.2.1 (Candidatos a Pontos Extremos)
Como consequéncia da Proposi¢aols.2.1 & Proposi-
¢a@ol5.2.2 pode ser centrada ao estudo dos seguintes

casos:
(i) Pontos interiores de ().
(ii) Pontos fronteiros de ().
(iii) Pontos estaciom’zrio de f.

Uma vez identificados os pontos candidatos a ex-
tremos de uma dada funcéo f, temos de verificar se
estes pontos sdo:

(i) Extremos globais™}
(ii) Extremos locais®]
28 j.e. todos os pontos X de QO C R para os quais Vf(X) se ‘anula’

29 Veja Definigdo|s.2.1
3% Veja Definigao|s.2.2
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(ili) Nem uma coisa nem outra.

O préximo resultado permite-nos classificar os ma-
ximos e os minimos para o caso em f é uma funcéo
nas variaveis x e y:

Proposicio 5.2.3 (Condicdes de Segunda Ordem)
Sejam f : QO — R uma funcdo de classe C* em Q,
e (a,b) um ponto interior de Q) C R? que satisfaz a
condigdo fi(a,b) = fy(a,b) = 0.

Consideremos a matriz Hessiand®'| de f no ponto

(,b)
2 b) = fxx(a,D) fxy(alb) .
DI@O =\ k) Fylab)

Entdo as seguintes condi¢oes sdo verdadeiras:

(i) Sedet sz(a, b) < 0, entdo (a, b) nao é extremo
local.

31 Na representagdo da matriz Hessiana, estamos fazendo uso do

Teorema de Clairault (Proposig:do
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(ii) SedetD?f(a,b) >0 e fi.(a,b) > 0, entdo (a,b)
¢ um minimo local de f .

(iii) SedetD*f(a,b) > 0 e fi (a,b) < 0, entdo (a,b)

¢ um minimo local de f .

Para chegar no resultado anterior, considere a apro-
ximacdo quadratica de

h(t) = f(a+tvy, b+tvy),

onde ¥ = (v1,v,) denota um vetor nio nulo de R2.
Pelo Teorema de Taylor, tem-se que

h(t) ~ h(0) + 1 (0)t + h"(O);

Ora, dizer que A = (a,b) é um ponto critico de f
é o mesmo que dizer que 0 é um ponto critico de
h. Para este caso, a formula de aproximagdo anterior
reduz-se a
£2
h(t) ~ h(0) + h”(O)?.
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Por outro lado, por aplicagéo direta da Regra da
CadeiaP’] resulta que

W'(t) = % Vi f(A+ 1)+ 02 fy(A+1T)
_h/( )
= fxx( +2v1v2fxy A+tv )
+ szyy t7).

Assumindo que fy,(a,b) # 0, tem-se para t = 0
que a formula anterior pode ser reescrita como:

2
() = fxx<a,b>(v1 J’:y( ; )+
+ v detsza
fex(a,b '
32 Proposigdo
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onde

detD?f(a,b) = fir(a,b)fy(a,b) — fry(a,b)?

corresponde ao determinante da matriz Hessiana de
f em (a,b).

Sendo h”(0) a equacdo de um polinémio quadra-
tico nas variaveis v; e v,, obtemos as seguintes cara-

terizacoes:

(i) As condicdes fyx(a,b) < 0 & detD?f(a,b) >0
asseguram que h”(0) < 0, ou seja, que t = 0 é
um maximo loca de h, ou equivalentemente,
que (a,b) é um maximo locaPP|de f

(ii) As condigdes fic(a,b) > 0 & det D*f(a,b) >0
asseguram que h”’(0) > 0, ou seja, que t = 0 é

33K7(0 )<Ozmplzcaqueh )

(t) = h(0) + B (0) 55 < h(0).
34 Para h(t) = f(A+tv) h(1) <

h0) & f(A+7) < f(A).
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um minimo locaf5|de h, ou equivalentemente,
que (a,b) é um minimo loca de f

(iii) No caso de det D?f(a,b) < 0 tem-se que h”(0)
néo tem sinal constante, pelo que nada podemos
concluir quanto a natureza do ponto estaciondrio

(a,b)de f.

Observacao 5.2.2 (Pontos de Sela) Para
det D?f(a,b) < 0 temos o seguinte:

(i) A condicdo det D*f(a,b) < 0 diz-nos que (a,b)
maximiza a fungio numa direcio V = (v1,v,) e
minimiza-a numa outra direcio W = (wy, w,),
distinta de V. Assim, pertodo ponto(a,b, f(a,b))
o grafico de f se assemelha a uma seld®’| de um
cavalo. Dai deriva o nome ponto de sela.

351”7(0) > 0 implica que h(t) ~ h(O) +h”(0 )% > h(0).
36 Para h(t) = f(A+1t7), h(1) > h(0) & f(A+ V) > f(A
37 Para as fungdes da forma f (x, y) = ( - )2 (y b)2,
fela,b) = fy(a,b) = 0 & det D2 f(a,b) =
308 | 565
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(ii) A condig& det D?f(a,b) = 0 assegura-nos que
o sinal de h”(0) depende exclusivamente do sinal
de fyx(a,b). E necessario portanto estudar a na-
tureza do ponto estacionario por outros métodos.

5.3 Multiplicadores de Lagrange

Muitos dos problemas de extremos envolvendo uma
funcao f englobam condic¢des de vinculo da forma

g(X)=x

i.e. quando o valor X a encontrar se restringe aos
pontos do conjunto de nivel ¥ de uma funcéo g. No
Exemplo quando discutimos a existéncia de
minimos para a fun¢éo f(x,y) = 2 - 3/x2 + y? em
38 A condicdo det sz(a,b) = 0 da-nos duas informagdes impor-

tantes sobre a matriz Hessiana de f em (a,b): (i) sz(a, b) nao
admite inversa (ii) 0 é um autovalor de sz(a, b).
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dominios®]do tipo
Q = {(x,y)eIR2 : x2+y2$121}
2
Q, = {(x,y)eIR2 : §x2+2y2S121}
.32 1,
Q, = {(xy)eR :Ex +§y <121

identificamos geometricamente que estes estavam na
intersecdo da curva de nive[™”]

flx,y)=-31

e a fronteira dos dominios 2,(); e ), respetiva-
mente.

O resultado a seguir dd-nos um método de cal-
culo sistematico para determinar analiticamente os
extremos de uma funcdo de duas variaveis sujeita a

39 Reveja o gif animado MinimosLocaisConeRevolucao.gif.
49 f(x,y) = =31 é a curva de nivel na qual f atinge o seu minimo.
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condigdes de vinculd?|

Proposicio 5.3.1 (Multiplicadores de Lagrange)
Sejam f e g duas funcoes de classe C' nas variaveis
x ey, esejaA = (ab) um extremo local de f que
satisfaz a condi¢do de regularidade

Vg(a,b) := (8x(a, ), gy(a, b)) # (0,0).

Entao existe um niimero real| \* tal que o ponto
(a,b, \*) de R3 nos da uma solucao para o sistema
acoplado de equagoes

{ Vf(x)
g(x,p)

AVg(x,)
K.

Como verificimos ao longo da secio [4.4| Derivada
Direcional vs Gradiente do |4 Derivacao e Dife-
renciabilidade o gradiente de uma fung¢éo possui

41 Este tipo de problemas é denominado por ’problemas de extremos
condicionados’.
42 O multiplicador de Lagrange.
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propriedades geométricas muito importantes. Da re-

lacad®™|
D5 f(A)=IVf(A)llcos(6)

facilmente podemos averiguar:

(i) Em qual direcdd*|a fungéo f cresce/decresce
mais rapidamente.

(ii) Que existe uma relagdo de perpendicularidadd™|
entre o vetor gradiente e as curvas de nivel de

uma funcio.

Com efeito, se R(t) = (r1(t),7,(t)) corresponder a
uma parametrizagdo do conjunto de nivel g(x,y) = «,

43 Veja Proposicdo

44 Para obtermos a diregdo do maximo escolhemos 6 = 0; para obter-
mos a dire¢dao do minimo escolhemos 6 = 1t.

457 | Vf(A) é equivalente a escolhermos 6 = %. Mais detalhes
sobre esta caraterizagdo podem ser encontrados na Observagao

53
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ie.
g(ri(t),ra(t)) =«

No caso de R(0) = (a, b), podemos facilmente con-
cluir pela Regra da Cadeia que a funcao

h(t) = f(r(t),r2(1))
satisfaz a condicdo de primeira orde
Vf(a,b)e(r{(0),r5(0)) =0,

onde R’(0) = (r{(0),75(0)) denota o vetor tangente a
curva de nivel no ponto (g, b). Esta dltima condicéo
nos garante a relacdo de perpendicularidade

Vf(a,b)L(r1(0),3(0)),
e por conseguinte, nos permite concluir que V£ (a,b)
¢ perpendicular a curva de nivel g(x,v) = «.

4 De acordo com a Observacio temos que h'(t) =
VI(ri(t),ra(t) o (] (1), r5(1))

403 ‘ 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

Do fato do gradiente Vg(a, b) ser também perpen-
dicular & curva de nivel g(x,v) = «, podemos facil-
mente deduzir que Vf(a,b) e Vg(a, b) sao vetores pa-
ralelos entre si. Esta ultima condi¢do nos garante a
existéncia de uma constante 1* tal que

Vf(ab)=A"Vg(a,b).

...[faltam aqui explicacgodes
adicionais]...

Tomando em linha de conta todas as consideragdes
que fizémos ao longo desta seg¢io, estamos agora em
condicées de enunciar um procedimento padrdo para
determinar os extremos de uma funcdo de duas ou
mais variaveis num subconjunto () de R2, delimitado

por um conjunto de nivel[*’|

g(X)=x

47 Para este procedimento ser possivel, é necessario que g seja de classe
Cl nas variaveis x1,x5,...,x,.
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Passo 1:

PAsso 2:

Passo 3:

Determinar todos os pontos estacionarios de
Q.

Caso seja necessario, utilizar o método os mul-
tiplicadores de Lagrange para determinar to-
dos os pontos () para os quais f atinge o ma-
ximo/minimo no conjunto de nivel

2(X)=«.

De entre todos os pontos determinados no
Passo 1 & Passo 2, escolher apenas os pon-
tos onde o valor da funcéo é maior e/ou menor.
Os valores de f nestes pontos serdo, respeti-

vamente, 0 maximo e o minimo global de

f.
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5.4 Exercicios

ExERcicios PROF. GIL BERNARDES

1. Calcule as derivadas parciais de 2% ordem das
funcdes seguintes:

@ f(xy)=xp>;
(b) f(x,v,z) =sin(xyz);
© f(x,p,2)=x%e?*+ylnz.

2. Mostre que a funcédo definida por f(x,v) =
—log(x® +y3) verifica fry = fufy-
Norta: a igualdade acima nem sempre é verda-
deira.

3. Uma funcéo f(x,xy,...,x,) diz-se harménica
se verificar a equacdo de Laplace,
9° 9? 9°
—f + —f S f =0.
dx;2  dxy? dx,?

Mostre que as seguintes fun¢des sdo harmoni-

cas:
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= 7).
@@ f(xy)= arctan(x),
@) f(x,v)=log(yx+y2);
@ f(xy,2)= x? + yz - 222,

4. Sendo w(x,y) = cos(x —y) + In(x + ) mostre

5. Utilizando o Teorema de Clairault, mostre que
nio existe nenhuma funcio f : R? — IR tal

of _ 2 of _ 2

quexzxy +1e a—y:y .
6. Considere a funcio f : R? — IR definida por
xp?
se  X#-Y
floy)=4 *TY

0 se xX=-Y
Calcule fy(x,0), f(0,y) e mostre que

fip(0,0) = f,4(0,0).
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7.

10.

11.

Mostre que caso f tenha derivadas parciais de
3" ordem continuas se tem fyyy = fyx-

Para f(x,7,2z) = ze*¥ + yz>x?, verifique que

FPf Pf Pf
0xdydz  0zdydx Iydzox’

Mostre as igualdades anteriores sdo validas
para f : IR — IR de classe C3 em R.

3

>”’f y
Calcule ﬁ(m) onde f(x,v) = (1+x*)".

Sejam ¢(x,y) uma funcio real de classe C2 em
R? e F(t) = ¢(t?,¢(t,t)). Calcule F”(t) em
funcao das derivadas parciais de ¢.

Sejam ¢(x,y) uma funcéo real de classe C?
em R? e F(u,v) = ¢(p(u,v), p(v,u)). Calcule

2
%(u,v) em funcio das derivadas parciais de

¢.
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12. Determine os pontos estacionarios e depois,
mediante o estudo do comportamento da fun-
¢do nas vizinhancas desses pontos, os maximos
e os minimos locais de cada uma das seguintes
funcoes:

13. Determine os extremos locais das seguintes
funcoes:

@ f(xy)=(x-1)
() fxy)=(x—1)* -2y
(c) f(x,y):x +xT+y2—2x—y

409 565

2 2

+ 2y



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

14.

@ fluy)=(x-2+p%)(x-p?)

(€ fxy)=x>-2xp>+p* -y

(f) f(x,v)=cosx+cosy

(&) flry)=x>+y°—9xp+27

() f(xy)=(x-p)*-x*-p*

(@) f(x,y,z 2x2 + 92+ 2xy + 2% - 2xz
() floy)=e*(x+p>+2y)

Seja f(x,y) = (2ax —x2)(2by —y?) com a e b

nao nulos.

(a) Determine a e b de modo que f tenha um
maximo no ponto (1, 1).

(b) Para os valores a e b da alinea anterior
verifique se a funcéo tem outros maximos,

minimos ou pontos sela.

ExERcicios PRoF. MauURicio RICHARTZ
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. XY
15. Seja f (x,p) = 0 Y

x2 2

se (x,v) = (0,0)

(a) Se (x,v)=(0,0), determine af e 35

(b) Mostre que f(O 0)= a—];(0,0) =0.

(92
(c) Mostre que Tafy(O,O) =1le ng(0,0) =
-1.

16. Uma funcio z = f(x,y) com derivadas parciais
de ordem 2 continuas e que satisfaz a equagéo
de Laplace

azf I’f _0
oxz dy?

¢é dita harmonica.

(a) Determine quais das seguintes fungdes sdo
harménicas: f(x,y) = x* - 3xy?, g(x,y) =
e*sen(y)+eYcos(x) e h(x,p) = (x* +y2)1/2,
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(b)

(©)

Sejam u(x,y) e v(x,y) duas fungdes que
possuem derivadas de segunda ordem con-

, . du _ dv , du _
tinuas e que satisfazem 3 = ay €y =

—%. Mostre que u e v sdo fun¢des harmé-

nicas.

(Desafio) Considere a equacdo de La-
place do enunciado e faga a substituicao
f(x,v) = A(x)B(y), onde A e B sdo fun-
¢des de uma variavel. Em seguida, divida
a equacao obtida por f(x,v) e observe que
o resultado final é uma soma de dois ter-
mos, sendo o primeiro dependente apenas
de x e o segundo dependente de y apenas.
Essa soma s6 pode ser identicamente nula
se ambos os termos forem constantes. Use
esse fato para encontrar uma classe de solu-
¢Oes da equacdo de Laplace. Esse método é
conhecido como separacio de variaveis.

17. Determine e classifique os pontos criticos das
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18.

19.

fung¢des abaixo:

@ flxy)=

(b) f(xy)=

(© f(xy)= 2x3 —3x2 +y —-12x+10,
y)=

( 2x? +y? +4x -4y +5,
(
(
@ flx
(
(

x%+ 93 +3xy + 3,

) f(xvz)=-x>-y? -2z +4y+2z-5
) f(x,9,2)=x>+y?+22+y-z+xp+6

Encontre os pontos criticos da funcdo
f(x,9,2z) = x* + v* + z* — 4xpz. Em parti-
cular, determine a natureza do ponto critico
(1,1,1) através dos autovalores da matriz

Hessiana associada.

Para cada uma das funcdes abaixo, justifique
por que um maximo global e um minimo global
devem existir. Em cada caso, encontre esses
valores de maximo e minimo.
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20.

(a)

(d)

(e)
(f)
(8

f(x,v) = x*+y3-3xy na regido triangular
de vértices (0,0), (0,1) e (1,0),

floy)=e P M <1yl <1,

f(x,v) =sen(x)+sen(y)+sen(x+7y); 0 <
x<m/2,0<y <m/2.

f(x,9) =xy(1 -x?>-7?) no quadrado 0 <

x<1,0<y<1.
f(x,9) = x = V3 no circulo x? + y? < 4.
f(x,9) = x — V3 na regido %2+y2 <.

(x,v) = x2—2xy—v? no circulo x*+y? <

— =

Trés alelos A, B e O, combinados dois a dois,

determinam 4 tipos sanguineos possiveis: tipo
A (dado pela combinagdo AA ou AO), tipo B
(dado por BB ou BO), tipo AB (dado pela com-
binacdo AB) e tipo O (dado pela combinagao
00). A lei de Hardy-Weinberg afirma que a
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21.

proporcao P de individuos em uma populacéo
que carregam dois alelos distintos é:

P(p,q,r) =2pq+2pr+2rq,

onde p, g e r sdo, respectivamente, as propor-
coes dos alelos A, B e O na populagio. Use o
fato de que p+g+r =1 (ja que esses trés alelos
sd0 os UGnicos possiveis), para mostrar que P
no maximo 2/3.

Resolva os exercicios abaixo de duas maneiras:

(i) sem usar multiplicadores de Lagrange e

(ii) usando multiplicadores de Lagrange

(a) Determine a menor distincia do ponto
(2,0,-3)aoplanox+y+z=1

(b) Quais sio os pontos do cone z> = x? + y2

que estdo mais proximos do ponto (4, 2,0)?

(c) Encontre 3 numeros positivos cuja soma é

100 e cujo produto é maximo.
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(d)

(e)

(f)

()

22. A interseg¢do entre as superficies x

Encontre as dimensdes de uma caixa retan-
gular de 1000cm3 que possui a menor area
superficial possivel.

A base de um aquario de volume V é feito
de uma certa rocha, enquanto suas laterais
séo feitas de vidro. Sabendo que a rocha
em questdo é, por unidade de area, cinco
vezes mais cara que o vidro, encontre as
dimensdes do aquario que minimizam o
custo dos materiais.

Determine o volume maximo de uma caixa

v

retangular inscrita no elipsoide < el o+ -

C_2:1‘

=+

Determine os valores maximo e minimo, se
existirem, da funcéo f(x,y) = x> +y2 + z?
sujeita aos vinculos x +p+z=1ex+2p+
3z=6.

2oxy+p*-
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z2 =1 ex?>+y? =1 é uma curva. Encontre os
pontos dessa curva que sdo mais proximos a
origem.

23. (Desaﬁojz_g] Encontre o maximo de
f(x,v,2) =In(x)+In(y) + 3In(z)

no primeiro quadrante da esfera x> + 2 + 2% =
5r2. Use o resultado para provar que, para
quaisquer nimeros reais positivos a, b e ¢ vale
a desigualdade

abc® Swli(a+b+c)3.
125

Dica: Use a igualdade

(a+b+c)? =a®+b*+c*+2ab + 2ac + 2bc.
I

=5r2

48 Desafio foi corrigido. Agradeco ao aluno M. Gonzalez pela cha-
mada de atencdo e pela dica sugerida.
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Integrais Multiplas
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Integrais Duplas e

Triplas
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Whereas Nature does not admit of more than three
dimensions ... it may justly seem very improper to
talk of a solid ... drawn into a fourth, fifth, sixth, or
further dimension.

— John Wallis

Neste capitulo iremos introduzir de uma forma
muito informal a defini¢do e as propriedades princi-
pais de integrais duplas e triplas sobre regides limita-

das.

6.1 Integrais Duplas sobre Retangulos

Comecemos por considerar no plano xy uma regiao

retangular da forma
R={(x,y)eR*: a<x<bec<y<d),

e por § um solido limitado inferiormente pelo plano
Xy, e superiormente por uma funcdo continua nas
variaveis x e :

S = {(xy2): (x,y)eR e 0<z< f(x,p)}
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cujas faces sdo paralelas aos planos xz e yz.
O volume de S pode ser formalmente definido

Vol(S) = [[ f(x,v)dA,
R
onde HR e dA = dxdy denotam o simbolo de inte-

gragao sobre a regido R e o diferencial de area no

como

plano xy.
No caso de S, denotar a intersecdo do sdlido S

com o plano de equagéo
x=x; (a<x;<D)

temos que S, é uma secdo de S, limitada superior-
mente pela equacgdo z = f(x;, ) e inferiormente pelo

segmento de reta definido pelas equagdes
x=x; e z=0.

Para este caso, tem-se que a integral
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nos da a area de S,. Escolhendo x um elemento
genérico do intervalo

[a,b]={xeR : a<x <}

tem-se que o integral indefinido

d
A(Sy) :j fov)dy

nos permite calcular a ared’|de uma secéio genérica
S, de S.

O volume do solido S pode ser assim calculado em
termos da integral definida

b
Vol(S) :J A(S,)dx.

De modo analogo, se para um ponto genérico v do
intervalo

[c,d]={yeR: c<y<d}

! A area de Sy essa correspondente a intersegdo de S por um plano
paralelo a yz que passa pelo ponto, de coordendadas (x,0,0).
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Sy denotar a intersecéo de S por um plano paralelo
a xz que passa pelo ponto, de coordendadas (0, y,0)
obtemos que a integral definidd?’|

d
Vol(S) = j A(S,)dy
Cc
também nos permite calcular o volume de S.

Observacao 6.1.1 (Principio de Cavalieri) O
principio utilizado anteriormente para deducdo de
férmulas para calculo de volumes, com base na area de
secdes, é conhecido por principio de Cavalieri ou por
método das cascas cilindricas.

Uma revisad?| informal deste método pode ser en-
contrada na secdo 5.2 Volumes do livro Calculo, Vo-
lume I de James Stewart.

2A (Sy) denota a integral indefinida A(Sy) = f: f(x,v)dx, inte-
gral essa que nos da a drea de uma segdo genérica S,.

3 Também pode encontrar uma sintese deste método nas notas de
aula do PROFESSOR MAURIcI0 RICHARTZ, clicando no hiperlink
semanaizi.pdf.
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Num contexto mais genérico, a nogéo de integral
dupla de uma funcio f nas variaveis x e y pode ser
obtida, considerando particdes P, e Q,, para os in-
tervalos [a,b] e [c,d] de R, respetivamente.

Em concreto, se

7)m = {XOJxlr"'txm} & Qn = {yo,yl,.-.,yn},

coma=xg<x;<...<xy,=bec=yy<p; <...<
v, = d, correspondem a duas decomposicdes dos
intervalos [4,b] e [c,d] em subintervalos da forma

[xi—xi] (i=1,2,...,m) & [yj—1, ;] G =1,2,...,n),

respetivamente, tem-se que os mn retdngulos da

forma
Rij ={(x,y)eIR2 DXl SXSX; e i SySyj},

cujos lados sdo paralelos aos eixos coordenados Ox

e Oy nos ddo uma partigao para a regido K.
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Denotando por

A(Rij) = (x; = x;i-1)(¥; = ¥j-1)
a area de R;j, por (x;j,yfj) um ponto de R;; tem-
se que o valor da integral dupla ﬂR f(x,v)dA pode

ser definido como o limite das somas duplas de
Riemann relativas a particio

{Ri]- ci=1,2,...,m & j:l,z,...,n}
de R:
m n
[] fespia=timd "3 sos;zipa(r,)
i=1 j=1
onde
o= max A(R”)

1<i<m;1<j<n
denota o didmetro da particdo de R.
Dizemos assim que f é integravel em R se o
limite acima existe e é independente da particdo de

R escolhida.
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Observacio 6.1.2 (Particdes Finas) Note-se que
ao fazermos o diametro da parti¢do convergir para
zero, estamos a considerar um niimero infinitamente
grande retangulos R;;, de area infinitesimal, pelo que

o limite
m n
(lgig(l) Z Zf(xz*‘j’y;j)A (Rij)
i=1 j=1

pode ser também representado na seguinte forma:

m n
Jim ) g viA(Ry).

i=1 j=1

Uma vez que a definicdo de integral dupla corres-
ponde a uma generalizagdo natural do conceito de
integral de Riemann, podemos ’facilmente’ verificar,
com base na na defini¢do acima, que as propriedades
abaixo também sdo também validas sobre qualquer
regido R.
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Proposicio 6.1.1 (Propriedades Integral Dupla)
Seja R uma regido limitada do plano xy, e f e g duas
funcoes integraveis em R. Entdo valem as seguintes
propriedades:

(I) LINEARIDADE:

J];z(f(x,y)ig(x,y))dA = _HRf(x'?)dAi

[] stxaa
R
(II) HOMOGENEIDADE:

ﬂR Af (x,9)dA = AﬂR f(x,p)dA,

com A €R.

I+

(IlI) MONOTONIA:

ﬂRf(x,y)dA > ﬂR gl p)dA,

no caso de f(x,y) > f(x,y) emR.
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(IV) ApITIvipADE: No caso de R e R, serem duas
regioes do plano que ndo se intersetam, exceto
possivelmente na sua fronteira, tem-se que

[] repan - Jle(x,y)dA
ﬂRzﬂx,y)dA,

Pese embora o fato de a construcdo anterior nos
dar uma defini¢éo rigorosa de integral dupla que nos

permite extender o conceito de volume para os casos
abaixo:

+

ondeR =R{UR,.

(i) VOLUME DO SOLIDO S, LIMITADO SUPERIOR-
MENTE POR R E INFERIORMENTE PELA SU-
PERFICIE, DE EQUACAO z = f(x,7):

Vol(S ﬂ- JdA.
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(ii) VOLUME DO SOLIDO S, LIMITADO SUPERIOR-
MENTE PELA SUPERFICIE z = g(X,7) E IN-
FERIORMENTE PELA SUPERFICIE, DE EQUA-
CAo z = f(x,V), PROJETADAS EM R:

Vol(S JJ (x,y)— f(x,v))dA.

a sua aplicabilidade é deveras tediosa de implemen-
tar, dado envolver o cilculo de séries numéricas em
termos de duplos somatoérios.

O proéximo resultado, cuja demonstracio iremos
omitir por questdes de complexidade, corresponde a
uma generalizacdo do principio de Cavalieri. Este re-
sultado permite-nos calcular o valor de ﬂR f(x,p)dA
em termos das integrais iteradas:

[ [ remavas = [([ semas)as
J-Cd J;bf(x,y)dxdy f (j flxy dx)
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Proposicio 6.1.2 (Teorema de Fubini)
Seja
dA =dxdy

o diferencial de area, e f uma funcado integravel na
regido retangular

R={(x,v)eR>: a<x<b ec<x<d)

Entao vale a seguinte sequéncia de igualdades:

[J. rexzaa Lbfﬂx,y)dydx
f Lbﬂx,y)dxdy.

Observacio 6.1.3 (Separacio de Variaveis) Pode
acontecer casos em que uma funcdo f pode ser escrita
numa das seguintes formas:

4 Detalhes da demonstragdo do Teorema de Fubini podem ser con-
sultados nas paginas 332-337 do livro|Vector Calculus (2003) de
Jerrold E. Marsden & Anthony Tromba.
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(i) f(x,v) = ahy(x), a—constante
(ii) f(x,v) = Bhy(y), p—constante
(iii) f(x,9) = hy(x)h2(p),

onde hy e hy sdo fungdes de uma variavel, de dominio
[a,b] e[c,d] respetivamente.

Assumindo que hy e hy sdo fungdes integraveis nos
intervalos [a,b] e [c,d], respetivamente, obtemos que
a fungao f para os casos acima também é integravel
na regiao retangular R = [a,b] x [c, d].

Aplicacao direta da Proposi¢do|6.1.2| conduz-nos a
seguinte sequéncia de identidades:

(i) FUNCAO f DEPENDE APENAS DA VARIAVEL X:

JL ahy(x)dA J;d (a J;b hl(x)dx)dy

b
a(d - C)J‘ hq(x)dx.
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(ii) FUNCAO f DEPENDE APENAS DA VARIAVEL ):

[] pmmas Lb(ﬂfhm)dy)dx

d
= B —a)f hy(y)dx.

(iii) FUNgAO f cOMO PRODUTO DE DUAS FUNCOES
DE UMA VARIAVELD

ﬂRh1<x>h2<y>dA - Lb (h1<x> f hz<y>dy)dx
= (Lh hy (x)dx) (Ld hz(y)dx).

Exemplo 6.1.1 (Volume de um Sélido) Suponha
que S é um sélido limitado superiormente pelo para-
boloide eliptico, de equagao

z:16—x2—3y2

5 No exercicio encontrara alguns exemplos onde pode aplicar
diretamente esta propriedade.
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e inferiormente pela regido retangular
R={(xv)eR>:0<x<2 & 0<p<2)

Claramente, a funcdo f (x,y) = 16 — x> — 3y? satis-
faz a condicao 16 > f(x,y) > 0, sendo que:

(i) Atinge o seu maximo global no ponto de coorde-
nadas (0,0).

(ii) Atinge o seu minimo global no pontos (x,v), per-
tencentes ao conjunto de nivel

x* +3p* = 16.

Dagqui resulta que a integral dupla

_HRf (x,p)dA

nos permite calcular o volume pretendido.
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Usando as propriedades de integral dadas pela Pro-

posicdo[6.1.1] temos que

HR f(x,v)dA =16 HR 1dA—ﬂR x?dA-3 ﬂRy2dA,

pelo que o problema de volume se reduz ao calculo
auxiliar das integrais seguintes duplaﬂ

J‘J‘R 1dA, HR x?dA e ﬂRysz.

Note que:

(i) HR 1d A representa a area do retdngulo R, donde
facilmente se conclui que

ﬂRldA:(z—mx(z—O):zL

6 Observe que as integrais duplas HR x2dA e HRysz também

podem ser intepretadas como volumes, uma vez que x> >0e
yz > 0.
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(ii) Por aplicagao direta das formulas obtidas na Ob-

servagdo tem-se que HR x?dAe HR y2dA

representam a mesma quantidade, uma vez que

2 2 2
J] x*dA :J- f x*dydx :j 2x%dx
R 0o Jo 0
2 2 2
JI v2dA :J J v2dxdy :J 2y%dy.
R 0o Jo 0

Usando o fato de §y3 ser uma anti-derivada de

29?2, concluimos que

ﬂ x%dA = ﬂ v2dA = E,
R R 3

1 12
fxydA_16x4——6—3><—6:—8.
3 3 3

donde

Observacio 6.1.4 (Truque Calculo Integrais)
No exercicio anterior usamos o fato de a regido R ser
um quadrado de lado 2 para concluir facilmente que

as integrais duplas
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ﬂR x?dA & HR y2dA

representam 0 mesmo volume.

O mesmo tipo de argumento pode ser utilizado para
mostrar que no caso df'|R = [a,b] x [a,b] se tem

ﬂR h(x)dA = ﬂR h(y)dA,

desde que h seja de uma variavel, e integravel no inter-
valo [a, b].
Esta conclusdo pode ser facilmente retirada com base

na Observacdo

Como EXERcicio: Use a Observacio
para calcular o valor da area do soélido delimi-
tado inferiormente pelo quadrado R de vértices
(=1,-1),(=1,1),(1,-1) & (1, 1) e superiormente por
uma das seguintes fungdes:

(a) f(x,v)=sin?(nx)+sin®(my).

7 Esta regido R de R? ¢é usualmente denotada por [a, b]?.
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(b) flx,y)=(e"+e¥)2.

Para finalizar, procure verificar as igualdades abaixo,

sem calcular o valor das integrais duplasﬂ

-U-R (sinz(nx) + sin2(71y))dA =
= ffR (cosz(nx) + cosZ(ny))dA

HR(ex +e¥)2dA = ﬂR(e—x +eY)2dA.

Na sequéncia de exemplos que ilustramos anterior-
mente, assim como em alguns dos itens do exercicio
para o calculo das integrais duplas usou-se o fato
de:

(i) O Teorema de Fubini’| permitir reduzir o cal-

culo da integral dupla a integrais iterados, inte-

8 Dica: Use as identidades cos?(0) + sin%(0) = 1 & cos2(6) -
sin2(0) = cos(20).
9 Proposig:do
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grais esses que podem ser calculos como inte-
grais de funcdes de uma variavel.

(ii) As integrais da forma

Ldf(x,y)dy e fabf(x,y)dx

poderem ser facilmente calculadas, no caso de as
fungaes iy (x) = £(x,9) e ha(y) = £ (x,y) admi-
tirem anti-derivadas que podem ser calculadas

de forma imediata.

No que concerne ao item (ii), pode existir casos

em que a funcdes

Ldf(x,y)dy e fabf(x,y)dx

nio admitem uma anti-derivada facil de calcular.

Para estes casos, teremos que recorrer técnicas de
integracio estudadas na disciplina de Fung¢des de Uma
Variavel (FUV), entre as quais:
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(a) Integracao por Partes.
(b) Integracio por Substituicio.

Para ilustrarmos este procedimento, consideremos
de seguida dois exemplos, ndo necessariamente tri-
viais, que requerem um bom dominio de técnicas de
integragao.

Exemplo 6.1.2 (Por Partes & Por Substituicao)
Considerd™| a fungao f
X3
flx,y)= 3 +arcsin(y + 3),
cujo dominio é dado pelo conjunto

Rx [-4,-2] ={(x,y) e R* : —4<p<-2].

Obviamente que a funcdo f ser integravel em regioes
da forma

R =[a,b] x [-4,-2],

10 Fungao retirada da tabela do Exemplo
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uma vez que é continua em todos os pontos do seu

dominio, e uma vez que

RC

R x [-4,-2]

————

dominio de continuidade de f

Combinando as propriedades de LINEARIDADH"}
envolvendo a integral dupla com o Teorema de Fu-
bin{"| podemos facilmente obter a seguinte igualdade.

HRf(x,y)dA

b .3
ZJ x—dx+
. 3

-2
+ (b- a)J arcsin(y + 3)dy.

-4

b3 . .
No caso de L %dx, podemos facilmente concluir,

. . 3
usando uma anti-derivada de % que

J

1 Veja Proposigao

6.1.1

12 Veja Observacgda

6.1.3]

b3 b _ g4

dx =

3 12
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Para o calculo da integral definida

-2
f arcsin(y + 3)dy
-4

ndo nos é possivel fazer de forma imediata, dado néo
conhecermos a-priori uma anti-derivada para a fungdo
arcsin(y + 3).

Para contornar esta dificuldade, vamos calcular este
integral por dois métodos distintos:

() INTEGRACAO POR PARTES: Comece por obser-
var que

arcsin(y + 3) = v’ arcsin(y + 3)
y

(yarcsin(y + 3)) = arcsin(y+3)+

Destas duas relagoes obtemos que

-2
J arcsin(y + 3)dy =
-4

-2 -2
. , Yy
dy — —ZL _ _dy.
.[4 (yarcsin(y +3)) dy J_4 1—-(y+3)? Y
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No caso da integravel f__j (yarcsin(y +3)) dy,
temos pelo Teorema Fundamental do Cal-

culo qud™|

-2
j (yarcsin(y +3)) dy =

-4
= 4arcsin(—1) - 2arcsin(1) = —-m.

Para o caso da integral definida

[ =
—4 \J1-(y+3)?
podemos facilmente calcular o seu valor com

base na determinacdo de uma anti-derivada para
y

Vi-(y+3)?
'3 Note que sin(%) =1& sin(—%) = —1. Como a fungdo arcsin :
[-1,1] - [—%, %] corresponde a inversa da fungdo seno no inter-
T

valo[—%, %], concluimos quearcsin(1) = § &arcsin(-1) = - 7.
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Como Exercicro™

(a) Mostre que—2+/1 —(y + 3)2—3arcsin(y+3)

¢ uma anti-derivada de —2——.

1-(y+3)?
(b) Procure mostrar, usando o método de primi-
tivagdo por partes que

-2
J- arcsin(y + 3)dy = 0.
—4

() INTEGRACAO POR SUBSTITUICAO+POR PAR-

TESS

Observe que a fungao
h(6) =sin(0) -3

4 Esta estratégia para determinacdo da integral definida, usando
apenas o método de integracdo por partes, é deveras o caminho
mais tedioso, mas que lhe permite treinar e revisar conceitos ante-
riormente abordados em Fungdes de Uma Variavel (FUV).

15 Com o0 método de substituido conseguimos determinar um integral
definido bem mais facil de calcular pelo método de integracao por
partes.
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nos da a inversa da fungdo arcsin(y + 3), cujo
dominio é o intervalo [-4, 2], e contradominio
) mtervalo[ = 2

Logo, paray = sm(@) — 3 obtemos que

(@) 4<y<-2 = -5<0<7.

Fazendo a substituicdo no integral definido, re-
sulta que

s

_2 >
f arcsin(y + 3)dy = J 6 cos(0)do.
_4 s

2

Usando agora primitivagdo por partes, obtemos
a seguinte sequéncia de igualdades:

s s

Jz Ocos(0)dO = Jzesin’(e)dQ

_n
2
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Portanto

-2
J arcsin(y + 3)dy = 0.
—4

CoNCLUSAO:

[ sepan = 2%

Il
[\S]
|
QU
=
+

Exemplo 6.1.3 (Integrais por Recorréncia)
Considere agora a integral

J-J- e* ¥ sin(x) cos(y)d A.
[=7t,7]x[0,27]

Atendendo ao fato da fungdo

f(x,v) =€ Ysin(x)cos(p)
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ser integravel na regido R := [—1t, 7] X [0, 27]:
R={(xy)eR>: -n<x<m e 0<p<2m)

visto ser continua em R.
A identidade e* Y = e*e”Y, assim como a Obser-
vagdo permitem-nos mostrar que o valor de

ijf(x’ y)dA é dado por

jJ;af(x, y)dA = (J_z e sin(x)dx) (J:n e’? cos(y)dy)

Note que o calculo de ambos os integrais ndo é
imediato, dado ndo conhecermos as anti-derivadas de
e*sin(x) ee™? cos(v). A forma mais eficiente de calcu-
lar os integrais acima, passa por aplicarmos integracdo
por partes.
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(i) No caso do f_nn e*sin(x)dx, temos

7T

J.

e*sin(x)dx

|

=Tt
eT(

J

—TC

/.

i (e*) sin(x)dx

sin(7t) — e " sin(—)
T

e“sin’(x)dx

I
e* cos(x)dx

(ii) No caso do Jozn e Y cos(y)dx, temos

27
f e cos(y)dx
0

448
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27

(—e™) cos(y)dy
0

_Ocos

r2m

(0) — e~ cos(27t) -

e ¥ cos’(y)dy
0

—e

27

e ¥ sin(y)dy.
0
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Em ambos os casos, a integragdo por partes ndo nos
permitiu chegar a qualquer conclusdo imediata, ja que
esta nos conduziu a integrais envolvendo fungoes que
também nado admitem anti-derivada imediata.

No entanto, ao integrarmos por partes detetamos
uma certa relagdo recorréncia nas formulas obtidas, ja
que nas formulas de integragdo

(i) e*sin(x) ’passou a’ e* cos(x).
(ii) e7¥ cos(y) ‘passou a’e™¥ sin(y).

Se voltarmos a aplicar integragdo por partes, obtemos
as seguintes relagoes de recorréncia:

(i) CALcuLo DE Lnn e*sin(x)dx

Substituindo a formula de integragdo por partes

I TC
j e*cos(x)dx=e"—e" + j e*sin(x)dx,

=Tt TC
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na igualdade anterior, envolvendo
7T X .t
f_n e*sin(x)dx, obtemos que

I I
f e*sin(x)dx —f e* cos(x)dx

—TC T

T
et —e " - J e’ sin(x)dx.

TC

(ii)) CALcULO DE Jozn e Ycos(y)dy

Pela mesma ordem de ideias, substituindo a formula
de integracdo por partes

2n 27
J e Vsin(y)dy = —f e ¥ cos(y)dy
0 0

em Jozn e Y cos(y)dy obtemos a igualdade
27 27
j e Vcos(p)dy=1—e 2" —J e cos(y)dy.
0 0
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Das duas relagdes, podemos conclui que

4 el _ T
J e*sin(x)dx = ——— =sinh(n)

. 2
21 1-— 6—271
J eVsin(y)dy = —5 = e " sinh(m).
0

EM suMA:
JI e*¥sin(x)cos(y)dA =
[-7,m]x[0,27]

= (J: e~ sin(x)dx)(LGe Y cos(y )
(70).

= smh2

16 A funcdo sinh— parte impar da funcdo exponencial- é dada por
sinh(t) = i Uma breve sumula envolvendo este tipo de fun-
coes pode ser encontrado nas minhas notas de aula manuscritas
de Bases Matematicas (2016). Para tal basta clicar no hiperlink
TutorialFuncoes.pdf.
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Como EXERcicIo: Repita o mesmo tipo de raci-
ocinio utilizado no Exemplo|[6.1.3|para calcular as
integrais duplas

JI f(x,p)dA
[a—m,a+7|x[b—1,b+7]

para as seguintes funcdes f nas variaveis x e y:
(@) f(x,p) =™ cos(x)sin(p).

(b) f(x,y) = e +bY cos(x + V).

(c) f(x,y) = e®*+bY cos? (x + V)

6.2 Integrais Duplas sobre Regioes

Genéricas

Passemos agora ao estudo de integrais duplas sobre

uma qualquer regido genérica do plano xy. Estas re-
7 D1ca: Use a formula cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B)
18 Drca: Use a formula cos?(0) = H—%s(z@) e o item anterior.
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gides sao essencialmente de dois tipos: Verticalmente
simples e horizontalmente simples.

Definic¢io 6.2.1 (Regides de Integracio) Sejam
hy eh, duas funcoes de uma variavel e R C R

(I) REGIA0 VERTICALMENTE SIMPLES: Dizemos
que R é uma regido verticalmente simples se

R={(x9)eR*: a<x<behi(x)<y<hy(x)
com hy e h, continuas no intervalo
[a,b]={xeR : a<x<Db}.
(II) REGIA0 HORIZONTALMENTE SIMPLES: Dize-

mos que R é uma regido horizontalmente simples
se

R={(xy) €R*: h(y) Sy <hy(p) ec<y<d),
com hy e hy continuas no intervalo

[a,b]={xeR : a<x<Db}.
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Para podermos aplicar o Teorema de Fu-
bini™| a funcdes f definidas sobre regides verti-
calmente/horizontalmente simples, temos de assumir
que R esta contida no dominio retangula™)|

R ={(x,9)eR® : a<x<b & c<y<d)

Em concreto, podemos definir HR f(x,v)dA em
termos da funcéo auxiliar

. _J fixy) se(xy)eR
f (x,y)—{ 0 se (x,y) eR*"\R

pondo

[] reoman= | fiepiaa

19 Proposig¢do

20 A regiao R* da-nos o produto cartesiano [a,b] x [c,d] entre o in-
tervalos [a, b] e [c,d]. Geometricamente, [a,b] X [c,d] corresponde
a um retdangulo de vértices (a,c),(b,c),(b,d) e (a,d).
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Deste modo, o problema de estudar a integrabili-
dade de f na regido R é equivalente ao estudo da
integrabilidade de f* no retangulo R".

Assumindo que f* é integravel em R*, temos os

seguintes casos:

() REGIOES VERTICALMENTE SIMPLES: Ob-
serve que f*(x,y) = f(x,v) para valores
(x,) € R, com

hi(x) <y < hy(x)

e f*(x,y) = 0, para o caso em y < hy(x) ou
Y > hz(X).

Integrando f*(x,y) na variavel y, obtemos que

d hy(x)
f (%, 9y =f £ v)dy.
c hy

(x
Combinando a dltima igualdade com a Propo-
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sicdo resulta que

J‘Lz*f*(x,}/)dA Lb(fl f*(x,y)dy)dx
jb(ﬂ())f ("’?)dy]dx.

() REGIOES HORIZONTALMENTE SIMPLES:

Neste caso, temos f*(x,y) = f(x,y) para
valores (x,y) € R*, com

hi(y) < x < hy(y)

e f*(x,y) = 0, para o caso em x < hy(y) ou
v > hy(y).

Integrando f*(x,y) na variavel x, obtemos que

b hy(v)
f £ y)dx :f £(xp)dx.
a hl(}?)
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Fazendo novamente uso da Proposicio
conclui-se também que

([ roman = ([ rumay
[

A construcgio anterior conduz-nos ‘naturalmente’

a seguinte proposicao:

Proposic¢io 6.2.1 (Integracio Regides IR?) Seja f
uma fungdo nas variaveis x ey, continua numa regiao

R do plano, e dA = dxdy o diferencial de area.

(I) REGIA0 VERTICALMENTE SIMPLES: Se R é
uma regido verticalmente simples da forma

R={(xv)eR*: a<x<behi(x)<y<hy(x)),

entdo vale a seguinte igualdade:

jJ-Rf(x,y)d J- J- f(x,v)dydx
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(II) REGIA0 HORIZONTALMENTE SIMPLES: Se R ¢
uma regido horizontalmente simples da forma

R={(x9)eR?: hi(v)<x<hy(y) ec<y<d),

entdo vale a seguinte igualdade:

JRf (x,p)dA = f Lh:?) f(x,v)dxdy.

Observacio 6.2.1 (Integral Dupla como Area)
Para o caso de f(x,y) = 1, decorre naturalmente da

Proposi¢do|6.2.1| que a integral dupla

[

nos da o valor da area da regiao R. Em particular:

(I) REGIOES VERTICALMENTE SIMPLES: A inte-

H dA = j (hy(x) = hy (x))dx
458 565
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nos da a area da regido compreendida entre as
retas verticais x = a e x = b, e o grafico das
fungoes hy e h,.

(II) REGIOGES HORIZONTALMENTE SIMPLES: A in-

HR dA = f(hz(w -y (p)dy

nos da a area da regido compreendida entre as

tegral

retas horizontaisy = c ey = d, e o grafico das
fungoes hy e h,.

Uma vez que em ambos os casos a regidgo R estd contida

na regido retangular, da forma
R*=[a,b] x|[c,d]

podemos facilmente concluir em ambos os casos que
o valor de HR dA é menor ou igual que a area de um
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retangulo, de lados b—a’e’d —c’, ie.

ﬂRdA <(b-a)(d-c).
= [ 44

Observacio 6.2.2 (O Porqué da Constinuidade)

Ao contrario do Teorema de Fubin{*'| em que a in-
tegrabilidade de f era suficiente para poder calcular
a integral de f sobre uma regiao retangular, no caso
de regioes mais genéricas a integrabilidade de f

pode mesmo ndo ser suficiente para garantir a

aplicabilidade da Proposi¢aol[6.2.1]

De fato, para o caso em que

81¥) = f(x,9) & g2(x) = f(x,p)

sdo fungoes continuas nos pontos y € [c,d] e x € [a, ],
respetivamente, tem-se que a existéncia das integrais

2 Proposigdo
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indefinidas da forma
hy(x) hy(x)
| ey = [ pwpdy
hy(x) hy(x)
hy () hy ()
J D(x)dx = J f(x,p)dx
hi () hi ()

que surgem no calculo da integral dupla ﬂRf(x,y)dA
estar automaticamente assegurada pelo Teorema
Fundamental do Calculd®®]

Como teve oportunidade de estudar em Fungdes de
Uma Variavel (FUV), a continuidade de uma funcgao
era um dos pré-requisitos para a aplicabilidade deste
resultado.

Exemplo 6.2.1 (Verticalmente Simples)
Constituem exemplos de regioes verticalmente simples:

22 Pode revisar o Teorema Fundamental do Calculo nas notas de
aula do PROFESSOR MAURIcIO RICHARTZ, clicando no hiperlink
semana8 partez.pdf.
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(i) A regido determinada pelo sistema de inequagdes

0<x<1 & x"<y</x (nnatural)
(ii) A regido determinada pelo sistema de inequagdes
0<x<1 & e <y<(1+x)" (n>2)

(iii) A regido compreendida entre as retas verticais
X =-—r,x =r e a hipérbole de equacdo

comr > 0.

(iv) A regiao dada pelo semi-circulo de equagdo

x2+}12 — 1’2,

comr > 0, que se encontra acima do eixo Ox.
(v) A regido compreendida entre as retas verticais
x =0 ex = 2m e os graficos das fungoes seno e

cosseno.
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Exemplo 6.2.2 (Horizontalmente Simples)
Constituem exemplos de regides horizontalmente
simples:

(i) A regido determinada pelo sistema de inequagoes

V"' <x<<fy & 0<y<1 (nnatural)

(ii) A regido determinada pelo sistema de inequagdes

0<y<1 & &<x<(1+y)" (n=>2)

(iii) A regido compreendida entre as retas horizontais
Y =—r,y = eo grdfico da hipérbole, de equacao

-yt =r?,

comrt > 0.
(iv) A regido dada pelo semi-circulo de equagdo
21y’ =12,

com r > 0, que se encontra a esquerda do eixo
Oy.
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No ficheiro GeoGebra?3]
RegioesIntegracao.ggb

podera visualizar varios exemplos de regides verti-
calmente/horizontalmente simples.

CoMO EXERCcicIO:

(a) Determine o integra HR dA para cada uma
das regides R introduzidas no Exemplo

& Exemplo

23 Recomenda-se fortemente que nesta fase complemente o seu es-
tudo de regioes de integracdo com recurso ao GeoGebra. Tome pois
a liberdade de baixar o ficheiro RegioesIntegracao.ggb. Posteri-
ormente tente por exemplo representar em GeoGebra as regioes do
exercicioE] da segdoExercicios.

24 dA = dxdy denota o diferencial de area no plano xy.
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(b) Verifique os seus resultados em GeoGebra5|com
recurso aos comandod?9]

« Integral[ <Funcao>, <Valor
Inicial-x>, <Valor Final-x> ]

- IntegralEntre[ <Funcao>,
<Funcao>, <Valor Inicial-x>,
<Valor Final-x> ]

Exemplo 6.2.3 Considere a funcao f : [-3,3] x
[-3,3] — R definida por

x+2y, sex2+y2§9ey >0
fxy)=91 sex’+y2<9ey <0
0 caso contrario

25 App do GeoGebra: https://www.geogebra.org/apps/.
26 Se testar o comando

IntegralEntre[ cos(x), sin(x), 0, 2pi]

em GeoGebra obterda como output "zero’ (Porqué ?).
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Observe que

ﬂ[_a,ﬂx[_m]f (oy)dA = HRﬂx,y)dA,

onde R corresponde a regido
R={(x,v)eR : x> +p><9).

Por outro lado,

IJ-Rf(x,y)dA = JIRI (x+2y)dA+ JIRZ 1dA

onde as regives Ry e R, sdo dadas por
Ri={xy)eR: x2+y2§9 e >0}
Rr={(x,y)eR : x2+y239 e <0}

Observe que a integral JJRz 1dA nos da a area de
uma semi-circulo de raio 3, situada abaixo do eixo Ox

2
ﬂ 1ga. T _
R, 2 2
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Por outro lado, a regido R, pode ser reescrita na
seguinte forma:

Ri={(xv)€R: -3<x<3 e 0<y<VI—x2).

Por aplicagdo da Proposi¢do|6.2.1, obtemos que

JL (x+2y)dA = J-z Lm(x +2y) dydx
= 2’(x\/mnt9—x2)dx.
I

Para o calculd®™) observe que

d 3
—(9-x2)2 =-3xV9 —x2,
dx
270 fato de a fungdo xV9 — x2 ser impar ja nos permitia assegurar
que integrais da forma f_aa xV9 — x2dx (a constante) ddo sempre
zero. Esta foi uma das dicas sugeridas por um aluno em sala de
aula.
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Desta tltima igualdade podemos facilmente concluir
que a fungdo
(9-x2)3 X3

+9x - —

hx)=-"3 3

corresponde a uma anti-derivada de xV9 — x2 +9 —x2,
donde se conclui que

3
J (xV9—x2+9-x%)dx

3
22 3 x=3
— _(9 x )2 +9x_—l =-0+54-18 = 36.
3 3
x=-3
Portanto,
j[ flx,p)dA = Jf (x+2y)dA+Jf 1dA
R Ry R
= 36-1—9—7-(.
2
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Observacio 6.2.3 (Calculo Area da Regiio R,)
O calculo da integral de area

JJ 1o

no Exemplo[6.2.3| poderia ser realizado com base na
seguinte observagdo: R, é uma regido verticalmente
simples, limitada pela retas x = =3 e x = 3, supe-
riormente pelo eixo Ox, e inferiormente pela funcdo

-V9-x2, ie
Ry={(x,p)eR:-3<x<3e-VI-x2<y<0).

Desta ultima observagdo, resulta que

3 0
J J 1dA f J dydx
R, -3J-vo=x2

3
= J- V9 — x2dx.
-3
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. 3 .
Por seu turno, a integral f_3 V9 — x2dx poderia ser
calculada usando a substituicdo trigonométric

x =3sin(t), com -Z <t <

N}
l\J|:l

Desta ultima substituicdo, resulta que

V9 —x2 =3cos(t) & dx = 3cos(t)dt,

donde

j V9 —x2dx = J. 9cos?(t)dt.

n
2

Para terminar o calculo da integral anterior, teria-
mos posteriormente de usar a propriedade, envolvendo

funcgdes cosseno:

1+ cos(2t)
5 .

28 poderia ter também considerado a substituicdo trigonométrica

cos>(t) =

x = 3cos(t). Neste caso, teria de escolher t € [0,7t], de modo
a assegurar que 3sin(t) > 0.
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Exemplo 6.2.4 (Regiao Horizontalmente Simples)
Considere a funcao f (x,y) = sin (%) definida sobre a
regido

73:{(x,y)€IR2 L 0<x<y? e %S})ST(}.

Para este caso, podemos facilmente concluir do fato
de f ser continua em R e de R ser uma regido hori-
zontalmente simples que

rmo Y’
JI sin(f)dA J sin(f)dxdy
R y Jz Jo y

e A\
J % y x=0

= (y —ycos(y))dy.

(S
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Usando integragdo por partes obtemos que

f ~ycos(y)dy f _ysin’(p)dy

: TC
+ f sin(y)dy

2

= [ysin)])”

STER

I
= —+1
2+

3
Por outro lado, usando o fato de % ser uma anti-
derivada de v, facilmente concluimos que

[Mapom
%y Y=3 T 12T 1

Das duas ultimas igualdades, concluimos que

3
JI sin(f)dA: n—+z+1.
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Como ExERcicIo: Calculd™|a integral dupla

[ eolon

onde R denota a regido limitada pelas retas verticais

_v6 . _\3 3

X = ¢ eX = -5, o grafico da fungdo x” e o eixo Ox.

Exemplo 6.2.5 Considere agora a integral da forma

Jj | — yzldA.
[0,2]x[-1,1]

Usando a defini¢do da fun¢ao modulo:

2

2 2
|x—y2|={x Y sex2y2
Pr—x sex<y

obtemos a seguinte igualdade:

2 y? 2
j |x—y2|dx:J- (yz—x)dx+j (x—y2)dx
0 0 y?

29 Fungdo do Exemplo
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Desta ultima resulta que

rl r2
I - y?dA = x— y*ldxdy
[0,2]x[~1,1] J-1Jo
rl v’
= (v? - x)dxdy +
J-1J0
rl r2
+ (x—v?)dxdy.
J-1Jy?

Observe que as integrais definidas na variavel x,
envolvendo as funcoes

d x2 d [x
2_,_ 9 2 X 24X 2
1 i RS Cry

sdo dadas por
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CoMo EXERcIcIO:

(a) Conclua o calculo de

[ 02—y & [, [0c-p?)dxdy.

com base nas igualdades obtidas anteriormente.

(b) Use o mesmo tipo de raciocino para calcular a in-
tegral duplas da forma

J] |x? - y2|dA.
[-3,3]x[-4,0]

6.3 Mudanga da Ordem de Integracédo
em Integrais Duplas

Pode também acontecer°|que a regido R sobre a qual
se esteja a calcular a integral dupla seja simultanea-

390 calculo da integral dupla jJi_3 3Ix[-4,0] |x? —y%|dA proposto
no final do Exemplo|6.2.5| pode ser feito recorrendo a uma regio
horizontalmente ou verticalmente simples.
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mente uma regido verticalmente e horizontalmente
simples. Neste caso, o caminho a seguir passa sempre
pela escolha da via que torna o calculo da integral
dupla mais simples.

Abaixd’| seguem alguns exemplos que englobam
regides que sdo simultaneamente horizontalmente e
verticalmente simples:

Exemplo 6.3.1 (Unido de Regides) Para calculd®’]
de integrais da forma

ﬂRf(x,y)dA

31 A titulo de exemplo, quando se pede nos exerciciosE] &@ da se¢io
[6-5| Exercicios que se ’inverta a ordem de integragao’, subentende-
se que tem de reescrever primeiro uma regido verticalmente simples
como uma regido horizontalmente simples ou vice-versa.

32 Neste tipo de exemplo estamos interessados em estudar a aplica-
bilidade da propriedade de ADITIVIDADE, da Proposi¢io[6.1.1]
para regides mais genéricas do plano xy.
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suponha que R corresponde d unido de duas regides
R1 eR,, onde:

(i) R € a regido horizontalmente simples dada por

Ri={(xp)eR?: -7<y<7 e-ly|<x<0)
(ii) R, € a regiao verticalmente simples dada por

2
Rz:{(x,y)EIRZ :0<x<7 e %§y§7}

Esta regido pode ser visualizada a partir da figura png®|
UniaoRegioes.png
Uma decomposicdo alternativa da regido
R=R1UR,

passaria por decompor em duas regioes verticalmente
simples situadas acima e abaixo do eixo Ox:

33 Ficheiro GeoGebra: UniaoRegioes.ggh
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(i) AciMA po Exxo Ox: Regido verticalmente sim-
ples, delimitada pelas retas de equacdo x = -7 e
— 4 ~ x?
x =7, e pelos graficos das funcoes —x e ~.

(ii) ABAIX0 DO EIxo Ox: Regido verticalmente sim-
ples, delimitada pela reta x = =7, pelo eixo Oy e
pelos graficos das fungoes —7 e x.

CoMo EXERCICIO:

(a) Baixe o ficheiro GeoGebra UniaoRegioes.ggb. In-
troduza neste ficheiro a solugdo descrita anterior-
mente.

(b) Calcule a integral HR xdA para as duas decompo-
sigoes da regido R descritas acima.

(c) Diga, justificando, se é possivel decompor a regido
‘R em duas regides verticalmente simples. Em caso
afirmativo, includ®¥ a sua solugao no ficheiro

34 Pode depois enviar a sua solugdo, por e-mail, ao professor para que
este a inclua na pagina da disciplina.
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UniaoRegioes.ggb.

Exemplo 6.3.2 (Exercicio[5} se¢io[6.5/Exercicios.)
Suponha que para uma dada fungado continua f, que-
remos calcular um integral da forma

Ll dy J;ff(x,y)dx + jj dy J;yf(x,y)dx'

Observe que as integrais acima representam a unido
de duas regioes horizontalmente simples representadas

na figura png®)|

InversaoOrdemlIntegracao.png

(i) Observe que para o caso da integral

LV
f dyf f(x,y)dx
0 y?

35 Ficheiro GeoGebra:|InversaoOrdemIntegracao.ggb
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podemos considerar a regido verticalmente sim-
ples compreendida entre o eixo Oy, a retx =1,

eo grc’zﬁc das funcoes x* e \/x. Para este caso,
temos que

fol ay Lff(x,wdx - Ll dxﬁf(m)dy

(i) De modo andlogo, determinando todas as inter-
secoes entreasretasy =2, y=3,x=1ex =17,
concluimos que a regido horizontalmente simples
pode ser decomposta em duas regioes vertical-

36 0 ponto (1,1) corresponde a intersecio da reta vertical x = 1 com
x=p2ex= \Y-

37 As fungoes xZe \x foram determinadas resolvendo as equagdes
x:\/;Eex:;u2 em ordem ay.
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mente simples. Em concret@

fdyfﬂx,y)dx - fdxff(w)dw
+ Ladesf(x,y)dy.

Para fung¢6es que nos conduzem a funcdes de uma

hz(?) hy(x)
f flxp)dx & f £ v)dy
h

1) hy(x)

variavel

de anti-derivada simples de calcular, a inversdo da
ordem de integracdo nio passa de uma questdo de
redundéncia no calculo da integral dupla.

Para os casos em que as anti-derivadas

38 Observe que esta regido de integracdo nos da um trapézio. Como
exercicio, verifique que Iz dy L}/ 1dx é igual a area do trapézio de
base menor 1, base maior 2 e altura 1.
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h2(}1) h2(x)
j f(x,y)dx ou f flxp)dy
h

1) hi(x)

nio sio imediatas, a inversdo de ordem de integra-
¢do na integral dupla podera ser uma ferramenta de
extrema utilidade.

Para exemplificarmos este caso, considere a regido

horizontalmente simples do Exemplo[6.2.4}
R:{(x,y)ele : OSxSyZ e %S}JSR}.

pode ser decomposta em duag®|regides verticalmente
simples:

2 interseta as retas horizon-

39 Note que a parabola de equagio x =y
taisy = % ey = 7. Estas duas intersecoes ddo-nos geometrica-
mente a solugdo para o nosso problema de decomposi¢do da regido

R.
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(i) A primeird®™| compreendida entre as retag™| de
equacio x=0,x="-,y=0eyp =1

(ii) A segunda, compreendida entre as retas verti-

i 2
calsx:%,x:n2

grafico da fungio /x.

, areta horizontal y =7 e o

Esta solu¢ao pode ser visualizada a partir da figura
png”’]

HorizontalVertical.png

Como Exercicro: Tente identificar qual a princi-
pal dificuldade em calcular a integral HR sin (%) dA

4% De fato, esta regido corresponde a uma regido retangular. Regioes
retangulares sdao exemplos triviais de regioes horizontalmente e
verticalmente simples.

2
41 0 ponto ( L ) corresponde d intersecdo da reta horizontaly = %

com a parabola, de equagdo x = yz.
42 Ficheiro GeoGebra: HorizontalVertical.ggb
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em termos da igualdadd®]
% TC TZZ TC
f j sin(f)dydx+J‘ j sin(f)dydx.
0o Jz y = Jyx \Y

Pode também acontecer casos em que o problema
do célculo da integral permanece, mesmo mudando a
ordem de integracdo. A titulo de exemplo, considere
para as integrais duplas do Exemplo a fungio

flx,p)=e™

Para esta escolha, obtemos que que

1 VY 3 %
J dyj e‘xdx+f dyf e rdx =
0 v? 2 1
3

1 2
=L (e‘y —e_‘/f’)dy+J‘ (1-e?)dy.

2

43 A igualdade abaixo resulta da decomposi¢do da regidgo R nas duas
regides verticalmente simples mencionadas acima.
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Note que nos calculos acima a integral _[23 (1-e¥)dy
¢ simples de calcular. No entanto o calculo da integral

1 1 1
f (e‘y2 —e“/?)dy :j e‘yzdy—j e“/?dy
0 0 0

ja apresenta algumas dificuldades, pelo seguintes mo-
tivos:

(i) Nao conhecermos uma anti-derivada para a fun-
. 2 . L .
¢do e™¥", embora saibamos que ela é integravel
no intervalo [0, 1].

.. . 1 _ . -
(ii) Para calcular a integral fO e V¥d v tera de utili-
zar integracdo por substituicao e integracdo por
partes, na pior das hipoteses.

No caso em que procuramos calcular os integrais
anteriores, via mudanca da ordem de integracéo, ob-
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temos que

1 N 1 Vx
J dyj e Xdx = J dxj e *dy
0 y? 0 x?
1

= J(\/Ee_x—xze_x)dx
0

3 v r2 3
J dyf e tdx dxf e dy+
2 1 Ji 2

3 3
+ dx‘[ e *dy
X

J2

r2 3
= e‘xdx+f (3—x)e *dx.
2

J1

Em ambos os casos acima, a mudanca da ordem de
integracdo permitiu-nos encontrar algumas integrais
definidas que podem também ser calculadas usando
integracdo por substituicdo e integragdo por partes, na
pior das hipoteses.
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No entanto, o problema do calculo da integral per-
1
manece quando tentamos agora calcular fo Vxe™*dx.
De fato, fazendo a substituicdo u = x2 obtemos que

1 1 1
J \/ze_xdxzf 2u2e " du :J ui(—e_“z)du.
0 0 o du

Tentando agora usar integragdo por partes para

1
calcular J u a4 (—e_Mz ) du, obtemos que
o du

U a > L
u—(—ef" )du =l e " du,
o du 0

ou seja voltamos ao caso anterior em que nao nos foi
possivel calcular o valor de fol e du por desconhe-
cermos qual a anti-derivada de e’

Como iremos ter oportunidade de ver no Capitulo
[7lMudanca de Variaveis em Integrais Multiplas,
a utilizacdo de coordenadas polares fornece-nos uma
ferramenta eficiente para o calculo deste tipo de inte-
grais.
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Para terminarmos esta secio vamos ilustrar mais
um problema pratico, envolvendo o exemplo do cal-
culo de integrais duplas sobre uma regido pentagonal.

Exemplo 6.3.3 (Regiio Pentagonal) Considere R
como sendo a regido determinada pelo pentagono de
vérticedd]

(=5,-5),(5,-5),(10,5),(0,10) e (-10,5).
representada na figura png®]
RegiaoPentagonal.png

Esta regido é delimitada pelas seguintes retas:

44 Como pode facilmente verificar, esta regido esta contida no interior
de uma regiao retangular, de vértices

(~10,-5),(10,-5),(10,10) e (10,-10).

45 Ficheiro GeoGebra: RegiaoPentagonal.ggh
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(i) RETA HORIZONTAL DE EQUACAO ) = 5: Reta
que une os vértices (—5,-5) e (5,-5).

(ii) RETA AFIM DE EQUACAO —2x —y = 15: Reta
que une os vértices (—5,-5) e (—10,5).

(iii) RETA AFIM DE EQUACAO —2x +7y = —15: Reta
que une os vértices (5,-5) e (10,5).

(iv) RETA AFIM DE EQUACAO x — 2y = —20: Reta
que une os vértices (—10,5) e (0,10).

(v) RETA AFIM DE EQUACAO x + 2y = 20: Reta que
une os vértices (10,5) e (0,10).

Como pode verificar geometricament@ a divisdo
decomposi¢do da regido pentagonal em duas regioes

46 No ficheiro Geogebra |RegiaoPentagonal.ggh pode também en-
contrar o conjunto de inequagdes que permite descrever a regido
pentagonal como a unidao de duas regides, a esquerda e a direita do
eixo Oy, respetivamente.
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horizontalmente simples é a forma mais simpled’| de
representar a regido de integracao.

Em concreto, podemos dividir a regido pentagonal
em duas regioes R e R, situadas acima e abaixo do
segmento de reta que une os vértices (—10,5) e (10, 5),
onde

(I) R, € a regiao delimitada pelas retas horizontais
v =-5ey =5 epelas retas afim -2x -y =15
e—2x+y=-15.

(II) R, é a regiao delimitada pelas retas horizontais
v =5 ey =10 e pelas retas afim x — 2y = -20
ex—2y = 20.

47 Como podera verificar geometricamente, a decomposigdo da regido
pentagonal em regides verticalmente simples é um problema nao
trivial. Uma possivel solucao passa por dividir o pentagono em cinco
triangulos, tal como ilustrado em|http://pt.wikihow.com/Descobrir-
a-%C3%81rea-de-um-Pent%C3%A1gono,
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No caso de f ser uma funcdo continua em R, obte-
mos pela Proposi¢do|6.2.1) que

De modo analogo, a Proposi¢do permite-nos
também concluir que

10 20+2y
J f(x,p)dA = J J f(x,v)dxdy
R, 20+2y

para o caso de f também ser continua em R ;.
Portanto, para qualquer fungdo continua f na re-
gido R = R; UR,, obtemos a seguinte sequéncia de
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igualdades:

ﬂRf(x,y)dA - JRIURJ(X’WA

- f<x,y>dA+f f(x,v)dA
R, R,

J5

CoMo EXERcIcIO:

(a) Calcule a area da regido pentagonal. Verifique
o seu resultado usando a formula que aprendeu

no ensino médio e/ou em Geometria Analitica
(GA).

(b) Calcule o valor do integral HR 2xydA.
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(c) Mostre que se f(x,y) = hi(x)hy(v) e hy é uma
funcdo impar, entdo

10 2042y
JIfxydA J f f(x,v)dxdy.
20+2y
(d) Verifique o resultado demonstrado no anterior para
calcular as integrais duplas

ﬂR sin(x)ydA & ﬂR sinh(x)ydA.

6.4 Introducao as Integrais Triplas

No inicio da secéio[6.1)Integrais Duplas sobre Re-
tingulos comecamos por introduzir a nogio de inte-
gral dupla com base na nocéo de volume de um sélido
S limitado superiormente por uma funcao z = f(x, p).
Nesta secdo iremos introduzir de forma bastante in-
formal a nocéo de integral tripla, tendo como prin-
cipal motivagao o calculo do volume de uma regiao
genérica no espaco.
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Comecemos de introduzir varias regides-tipo que
nos permitem generalizar a no¢do de volume para o
caso de integrais duplas sobre regides genéricas R
situadas num dos planos do referencial Oxyz - xy
(z=10), vz (x =0) ou xz (v = 0) respetivamente.

Definicio 6.4.1 (Volume Regides R3) Seja
dV =dxdydz o diferencial de volume e

Il

0 volume de uma regido limitada S C R3.

(i) REGIOEs Do Tipo I: Se existir uma regido do
plano xy e duas funcoes continuas f e g tal que
S={xp2) : (xy)eR e flxy)<z<g(xy))

48 Note que em varios livros de texto, estas formulas para calculo de
volume em regides genéricas do plano surgem como consequéncia
imediata da construcao da integral tripla via somas de Riemann.
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entdo

Ji ﬂ 14V = H (%,9)— f (x,9))dxdy.

(i) REGIOES Do Tipo II: Se existir uma regido do
plano yz e duas funcoes continuas f e g tal que

S={(x,2) : (1,2)€R e f(y,2) <x<g(y,2)}

entdo

J-_U:s tav = JJ;a(g(y,z) - f(y,2)dydz.

(iii) REGIOGES Do Trpo III: Se existir uma regido do
plano xz e duas funcoes continuas f e g tal que

S={(xv2 : (x,2)eR e f(x,z) <y < g(x,2)}

entdo

mldv ﬂ (x%,2)~ f (x,2))dxdz.
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Observe que:

(i) Se S for uma Regido do Tipo I,

g(x,y)
.UI 1dV = jJ- (J 1dz)dxdz.
S R\Jf(xy)

(ii) Se S for uma Regiao do Tipo I1,

8(v2)
JJ] 14V = Jf [f ldx)dydz.
S R\Jf(v.2)

(iii) Se S for uma Regido do Tipo I11,

8(x,2)
[ 1av={] U 1dy]dxdz.
S R\Jf(x2)

Este tipo de raciocinio leva-nos a concluir que os
calculos dos volumes anteriores podem ser determi-
nados em termos de integrais iteradas envolvendo
um integral simples e uma integral dupla sobre uma
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regiad®| genérica R. Para o caso em que F é uma
funcéo continua nas variaveis x, y e z, podemog™|
obter a seguinte generalizacdo da Proposicao

Proposicao 6.4.1 (Generaliza¢io Proposi¢io[6.2.1)
Seja F uma fungdo nas varidveis x,y e z, continua
numa regido limitada S de R3, e dV = dxdydz o
diferencial de volume.

(i) REGIOGES po Trpo I: Se S for uma regido limi-
tada da forma

S={(x32) : (x,y)€R e f(x,y)<z<g(x,)}

49 Estamos assumindo que R €é uma regido horizontal-
mente/verticalmente simples, ou eventualmente retangular.

59 Por uma questdo de falta de tempo, os detalhes deste tipo de cons-
trugdo serao omitidos. Recomenda-se a titulo de curiosidade que
procure este tipo de formulagao no seu livro de texto favorito.
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[
H ( J F(x,y,2 )dz]dxdy,

(ii) REGIOGES Do Trpo II: Se S for uma regiao limi-
tada da forma

S§={(x92): (12)€R e f(y,2) <x<g(y,2)}

entao
J]I F(x,9,2)dV =
Jf [I F(x,y,z )dx]dydz.

(iii) REGIOGES Do Trpo III: Se S for uma regiao limi-

entdo

tada da forma

S={(xv,2) : (x,z27eR e f(x,2) <y <g(x,2)}
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ﬂj F(x,p,2)dV =
L o

Como EXERcic1o: Procure resolver o exercicio
da se¢do Exercicios com base na Proposi-
¢ao e no que aprendeu ao longo da se¢io

Integrais Duplas sobre Regides Genéricas.

entdo

Vamos finalizar este capitulo com uma sequela de
exemplos envolvendo o célculo de integrais triplas.
Comegemos por abordar o caso de sélidos limitados

por planos®’|dados por equagdes da forma

ax+by+cz+d=0.

51 Reveja a Observagdo da segdoFungdo e Griafico.
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Exemplo 6.4.1 (Ex.[g|(a), se¢ao[6.5|Exercicios)
Considere o solido limitado pelos planos coordenados e
pelo plano 3x + 2y +z = 6.

Observe que este tipo de solido pode ser tratado como
qualquer regido de tipo I, 11 ou I11, tal como ilus-

trado no gif animadd®
VolumePlanosCoordenados.gif'
Em concreto, obtemos o seguinte:

() REG1Ao po Tipo I: Escolheriamos R como a
regido limitada pelos eixos Ox e Oy, e pela reta
de equacdo2y+z =6, e

0<x<2-3x-2y.

52 Ficheiro GeoGebra: VolumePlanosCoordenados.ggb
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Dagqui resulta que

[l = ST oo
J ﬁ_x 6—3x - 2y)dydx.

(II) REG1A0 DO Trpo II: Escolheriamos R como a

regido limitada pelos eixos Oy e Oz, e pela reta
de equacido2y+z =6, e

2 1
0<x<L2--yp—=z
Sx<2-3y-32

Daqui resulta que

(v = 51"
[ 17 o
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(IlI) REGIA0 po Trpo III Escolheriamos R como a
regido limitada pelos eixos Ox e Oz, e pela reta
de equagdo3x+z=6, ¢

3 1
0<yp<3-—=x—=z
=¥=2Tr Ty

Dagqui resulta que

3—%x—%z
jfj av jf (j 1dy]dxdz
S R\JO
2 6-3x 3 1
J; L (3—Ex—§z)dzdx.

ComMmo EXERcicIo:

(a) Verifique que em todos os casos descritos acima
obtemos o mesmo valor para JJJS av.

(b) Repita o mesmo tipo de raciocinio para calcular o
volume do solido, limitado pelos planos coordena-
dos e pelo plano 2x —y + 3z = 6.
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Exemplo 6.4.2 Considere agora o sélido S limitado
pelos planos

x=0,x=1,9=0,z=0&x-p+2z=0

e pelo cilindr de equagio z = x°.
As interseces descritas acima podem ser visualiza-

das a partir do gif animadd®¥|
VolumeCilindroParabolico.gif

Claramente estamos perante uma regiao do Tipo I
dado que a variavel z pode ser descrita em termos de
funcoes que dependem das variaveis x ey. A regiao R
a determinar uma representagdo analitica do solido S
encontra-se portanto no plano xy.

53 A equagdo z = x? dé-nos em R3 uma superficie cilindrica do tipo

parabdlico.
54 Ficheiro GeoGebra: VolumeCilindroParabolico.ggb
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Como esta regiad®| é limitada pelas retas de equacdo
x=0,x=1,9=0 epelaretax—y =0 tem-se que

R:{(x,y)ele :0<x<1e0<y<x}

Uma vez que R nos da um triangulo retangulo con-
tido na regiao [0,1] x [0, 1], podemos facilmente con-
cluir concluir que para valores de (x,y) € R o grafico

2

da superficie cilindrica z = x* se encontra abaixo do

grafico do plano x —y + 2z = 0, donde se conclui que

P A

x?<z< 5 para todos os (x,y) € R.

35 Pelas condigdes do enunciado, a regido R é ‘naturalmente’ uma
regido verticalmente simples, dado ser delimitada pelos planos
x=0&x=1.
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Logo

Il

T
J ldzdydx
X

)
1 prx _
J (y ad —xz)dydx
0

-
=)

| — C

Como ExERcicro: Calcule o valor das seguintes

integrais triplas:

(@) [[[sxdV.
®) fffsvav.
(© [[[¢zdV.

Exemplo 6.4.3 (Intersecio de Paraboloides)
Considere S como sendo o solido limitado pelos para-

bolbides de equacdoy = 2 — x> —z% ey = x> + 22,
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A intersegdo dos dois parabolbides pode ser visuali-
zada a partir do gifanimad

VolumeParaboloides.gif

Claramente estamos perante uma Regido do tipo
III pois a variavel y aparece representada em fungao

das variaveis x e z. Por outro lado temos que
2-x*-2*<2 & x*+p’>0.

Desta duas desigualdades, facilmente se conclui que

x2+y2§y§2—x2—22.

Adicionalmente tem-se que a interse¢ao dey = 2 —

x%—2% comy = x* + 2% se dd numa circunferéncia de

centro (0,0) e raio 1 situada no plano xz, donde
R = {(x,z) eR? : x*+2°< 1}.
5 Ficheiro GeoGebra: \VolumeParaboloides.ggh

506 | 565


http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/FVV2017/SVolumeParaboloides.gif
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/FVV2017/VolumeParaboloides.ggb

Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

Desta ultima descri¢ao podemos facilmente concluir

1dV =2 (1-x?-2%)dxdz.
JlJ =2 ),

Exemplo 6.4.4 (Solido de Steinmetz)
O problema do calculo do volume um solido de Stein-

que

metz corresponde, na sua versdo mais abreviada, a
intersegdo de dois cilindros de raio v > 0, e cujos eixos
induzem retas concorrentes num unico ponto (a,b,c)
de R3.

A titulo de exemplo considere os cilindros de equacdo

x2+y2:r2 & x>+ 22 =712

A intersecao dos dois cilindros pode ser visualizada

a partir do gifanimad(F_gI

57 Este exemplo vai ao encontro do que se pede no item (d) do exercicio
[9 Mais curiosidades sobre o slido de Steinmetz podem ser encon-
tradas em http://mathworld.wolfram.com/SteinmetzSolid. html,
58 Ficheiro GeoGebra: SolidoSteinmetz.ggh
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SolidoSteinmetz.gif

No primeiro caso, temos que o cilindro [infinito] nos
da uma Regido do Tipo I No segundo caso o cilindro
[infinito] da-nos uma Regido do Tipo IIL

Note ainda que a projecdo da inequagio x> +z* < r?
no plano xz pode ser descrito pelo sistema de inequagoes

—r<x<re —-Vr2-x2<z<Vr2-x?

enquanto que a projecdo da inequagdo x%+ yz <r%no
plano xy pode ser descrito pelo sistema de equagoe™]

—r<x<re —Vr2—x2<p<Vr2—x2,

Destas ultimas relagoes conclui-se que a integral

59 Este sistema de equagdes conduz d representagdo no plano xy da
regido delimitada pela circunferéncia como regido horizontalmente
simples.
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iteradd®]
V=2 ~Vr2—x2
f j j ldzdydx =
Vo2 Jr=2

Vr2—x2 r
j j 2Vr2—x2dydx:j 4(r* — x%)dx.

Vr2—x2? —r

CoMo EXERcIcIO:

(a) Verifique que o volume do sélido de Steinmetz é

igual a =* 16 r3.

(b) Determine a integral tripla que determina o volume
dado pela intersegdo dos cilindros de equacgao

(y-1)2+(z+2)2=9&x*>+(z+2)>=09.

60 No link

http://www.math.tamu.edu/ tom.kiffe/calc3/newcylinder/zcylinder.html

pode encontrar uma formula alternativa para o calculo do volume.
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No Capitulo 7] Mudanca de Variaveis em Inte-
grais Multiplas iremos aprender como calcular os
integrais descritos no Exemplo & Exemplo
[6.4.4] em termos de coordenadas cilindricas.

Para finalizar, consideremos o calculo o volume
de sdlido, cuja base corresponde ao analogo de um
quadrilatero em Geometria ndo-Fuclidiana - os qua-

drilateros de Saccheri®!]

Exemplo 6.4.5 (Volume Cilindro Hiperbdlico)
Considere o sélido S determinado pelos planos

z=2,z=5x=-3,x=3&v=0

1 Quadrilarero de Saccheri corresponde ao analogo de um qua-
drilatero em Geometria Nao-Euclidiana. Mais detalhes po-
dem ser encontrados por exemplo no site planetmath.org —
http://www.planetmath.org/saccheriquadrilateral.
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e pelo cilindr de equacdo

yz—x2:9.

Como pode facilmente visualizar a partir do gif ani-

madd®3]
VolumeCilindroHiperbolico.gif

trata-se duma Regido do Tipo I, descrita em termos
do sistema de inequagoes

S: -3<x<3,0<y<VI+x2&2<z<5

cuja projegdo no plano xy nos da uma regidR ver-
ticalmente simples.

%2 A equagdo y2 -x2=9 define em R3 uma superficie cilindrica do
tipo hiperbélico. Para mais detalhes sobre superficies cilindricas,
reveja a se¢ao Graficos de Superficies Cilindricas.

%3 Ficheiro GeoGebra:|VolumeCilindroHiperbolico.ggh

4R ¢ a regido de R? determinada pelo sistema de inequagoes —3 <

x<3&0<y<VI+x2.
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Dagqui resulta que o volume do sélido é dado pela
integral tripla

ﬂLdV ) ﬂn(f 1dz)dA = HR 3dA,

onde dA ¢é o diferencial de area na regidoR.
Usando agora o fato de a regido R ser verticalmente
simples, concluimos pela Proposi¢do[6.2.1 que

3 Vo2 3
JI 3dA:f J 3dydx:J 3V9 + x2dx.
R -3J0 -3

Para calcularmos a integral anterior, comece por ob-
servar que a fungdo de uma variavel h(x) = V9 + x2 é
paiﬁ] Sendo [-3,3] C R um intervalo simétrico, con-

%5 h(x) = V9+x2 é uma funcio par uma vez que a igualdade
h(—x) = h(x) é sempre satisfeita para todo o x € R.
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cluimof_g] que

3 3
J 3V9+x2dx=J 6V9 +x2dx.
-3 0

Considere a substituicdo hiperbélic
x = 3sinh(#), conﬁg] 0 <t < arcsinh(1).

Da regra de derivagdo sinh’(t) = cosh(t) e das re-
lagée
cosh?(t)—sinh?(t) = 1
cosh?(t) +sinh?(t) = cosh(2t)

a

%6 Para funcdes h que sejam pares vale a igualdade J h(t)dt =

2J:h(t)dt. h

57 arcsinh denota a inversa da fungdo sinh(t) =

68 Como sinh(0) = 0, podemos concluir que arcsinh(0) = 0.
69 Note que cosh(t) = d e ~ s, para todo o t € R. Desta tltima
relagdo podemos concluir o seguinte:

(i) sinh(t) é mondtona crescente.

(ii) 3cosh(t) = /9 + 9sinh?(¢).
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obtemos a seguinte sequéncia de identidades

arcsinh(1)
f 54 cosh?(t)dt
0

arcsinh(1)
J 27 (1 + cosh(2t))dt
0

3
J 6V9 +x2%dx
0

sinh(2¢) ]t_arcsinh(l)

= 27 [t +
t=0

= 27arcsinh(1)+

27
= sinh(2arcsinh(1)).
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3 arcsinh(1)
J 6V9+x2dx = f 54 cosh?(t)dt
0 0

arcsinh(1)
J 27 (1 + cosh(2t))dt
0

_ o7 [t . sm};(2t)

= 27arcsinh(1) +

]t:arcsinh(l)

t=0

27
+ > sinh(2arcsinh(1)).
Finalmente, com base naf()rmul@

arcsinh(t) = In(t + V1 + t2)

e na relagdo sinh(2t) = 2sinh(t) cosh(t) concluimos

27(V2+In(1+V2))

7° Reveja o Exemplo da segdo Regra da Cadeia.
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nos da o valor exat da integral tripla fﬂs av.

Observacio 6.4.1 (Calculos do Exemplo[7) O
3

calculo da integral J- 3V9 + x2dx poderia ter sido
-3
realizado com recurso a substitui¢do trigonométrica

I8 b6
= 3tan(6), -——<0<—-.
X an(6), com > 5

Neste caso, obteriamos com base nas relagoes
tan?(0) +1 =sec’(6) & tan’(0)=sec*(0)

resulta que

3 4
J 3V9+x2dx = jz 27 sec(6)tan’(0)d0.
-3

_r
2

71 Em GeoGebra o comando Integral[3sqrt(9 + x2),-3,3] permite-
3

3V9 + x2dx.
3

lhe obter uma aproximagao do valor da integral j
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O calculd™] deste wltimo integral caso teria de ser for-
cosamentd’| realizado usando a formula de integragao
por partes e com recurso d Tabela de Derivadas, Inte-
grais e Identidades Trigonometricas’?| que consta
na pagina do GRADMAT de Fungdes de Varias Va-
riaveis (FVV).

72 A titulo sugestivo, teste na App de GeoGebra os comandos
Integral[sec(x)3] & Integral[sec(x)(1 +tan(x)?)].

73 Uma das grandes dificuldades para este caso prende-se com o fato
de ndo conhecermos uma anti-derivada simples de calcular para a
fungao sec3(0) = sec(6)(1 + tan?(0)).

74 As identidades hiperbélicas que foram utilizadas no ExemploEl
ndo constam nesta tabela.
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6.5 Exercicios

ExERcicios PROF. GIL BERNARDES

1. Calcule o integral de f sobre o rectangulo E:

@) f(x,v)=v(x*>-6x), E=[-2,1]x[0,1].
(b) f(x,y)=x>+y?, —[0 1]x[-1,1],
© f(x,)=yx?sinx’ =10,1]x[0,2].
@ f(xp)=si (X+y —[ L] x[-m,m].

2. Utilize o teorema de Fubini para calcular os
integrais das seguintes funcdes em todos os
pontos do seu dominio:

(@) f:[0,1]x[0,1] — R definida por

] 0 se0<y<1/3
f(x’y)_{l sel/3<yp<1

(b) f:[0,2]%[0,1] — IR definida por
X+y sey=x

f(x,y):{x se p < x.
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3. Calcule os limites de integracdo de

JJ f(x,v)dxdy sabendo que D ¢é limitado
D

pelas curvas de equagdes:

(@) x=3,x=53x-2y+4=0e3x-2y+1 =
0.

(b) y=x’ey=x.

(c) x2 +y2 =9e y2 —x? =1 (D néo contém
(0,0)).

d y=x’ep=4-x°

© (x-2)+(y-3)2 =4

) y=2x,x=2pexy=2.

(8 v°=8,y=2xep+4x—24=0.

(h) 5 +% =1e9x?+4y2 =36.

4. Para cada uma das seguintes funcoes, calcule
o seu integral sobre o conjunto D indicado:
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(@) f(x,v)=x+y; D éaregidolimitadapelas
rectas de equacdo y = 2x, x =2y ey =
3—x.

(b) f(x,v)=(x+7v)* D é a regido limitada

pelas curvasy = x e y = x2.

(¢) f(x,v)=x+7vp; D éaregido limitada pelas
curvasy=1-x2ep=x2-1.

(d) f(x,v)=x+v; D éaregidolimitada pelas
curvasy =3—(x—1)2 ey =(x+1)>-3.

5. Sabendo que J- f(x,v)dxdy é dado pelas ex-
D

pressoes seguintes, determine a regido D e in-
verta a ordem de integracéo:

(@ fol dxjoxﬂx,y)dy
(b) Ll dxf"f(x,y)dy
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2 x/2
d ,9)dy.
© [ ax| oy

@ Ll 4y Lff(x,wdx + j: dy fﬂx,y)dx.

ExERcicros PrRor. MAURicIO RICHARTZ

6. Encontre o volume do solido:

(a) limitado pela superficie z = 1+ e*sen(y) e
pelosplanos x =+1,y =0,y = e z=0.

(b) limitado pela superficie z = xsec?(y) e pe-
losplanos x =0, x=2,y=0,y=m/4e
z=0.

(c) limitado pelo parabolbide XIZ + % +z=1e
pelosplanosx=-1,x=1,y=-2,y =2
e z = 0. Faca um esboc¢o desse solido.

7. Esboce a regido de integracéo e calcule a inte-
gral:
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(a) foj (2x +4y)dydx,
(b) [ " xe ¥ dydx,

(c) Io Jo xdxdy
(d) Jo L‘[nydydx.

8. Calcule as integrais abaixo, invertendo primei-

ramente a ordem de integracio (faga um esbogo
da regido de integracdo em cada caso):

a) fol 144 eV dydx,
b) Joj cos(x?)dxdy,
c) JO Lﬁex dxdy,
d) f Oln(x)xdydx.

9. Encontre o volume dos s6lidos abaixo. Em cada
caso, faca um esboco.
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(a)

(b)

(©)

(d)

©)

sélido limitado pelos planos coordenados
e pelo plano 3x+ 2y +z = 6.

solido limitado pelo cilindro x> +y%> =9 e
pelos planos z=0ez =3 —x.

so6lido no primeiro octante limitado acima
pelo paraboléide z = x? + 3y?, abaixo pelo

plano z = 0 e lateralmente por y = x° e

Y =X
sélido comum aos cilindros x? + y% = 25
e x? + z2 = 25 (solido de Steinmetz - pes-

quise no Google).

tetraedro limitado pelos planos x+2y+z =
2,x=2y,x=0ez=0.

10. Calcule as integrais abaixo:

(@)
(b)

Io Jo *(2x — y)dxdydz,

IO JO fo Vi-z y+1 dxdzdy,
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(c) Lz 022 én(x) xe”¥ dydxdz,
(d) IO% joy f; cos(x + v +z)dzdxdy,

11. Faca um esboco da regido de integracéo e cal-

cule Jﬂf(x,y, z)dV nos seguintes casos:
D

(@) f(x,v,2) =y eD éo solido limitado pelos
planosx =0, =0,z=0e 2x+2y+z=4

(b) f(x,v,2) = xy e D éo solido limitado pelo
cilindro y? + 2> = 9 e pelos planos x = 0,
v = 3x e z = 0 no primeiro octante.

() f(x,9,2)=xyeD éo solido limitado pe-

los cilindros parabélicos y = x> e x = p% e

pelos planos z =0,z = x + v.

12. Sabendo que o volume de um soélido R pode ser
calculado através da integral fﬂ dV,determine
R

o volume dos seguintes sdlidos:
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(a) Tetraedro limitado pelos planos x+2y+z =
2,x=2y,x=0ez=0.

(b) Tetraedro de vértices (0,0,0), (1,0,0),
(1,1,0) e (1,0,1).

(c) O solido limitado pelos paraboléides y =
x?+z2ey=8-x*-22%

(d) O sélido limitado pelo cilindro x* + z> = 4
epelosplanosy =-ley+z=4.
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We cannot direct the wind, but we can adjust the

sails.
— Bertha Calloway

O Capitulo [6 Integrais Duplas e Triplas
centrou-se essencialmente na aplicabilidade do Teo-
rema de Fubini'|para no célculo de integrais duplas
e triplas como integrais iteradas sobre regides gené-
ricas do pland?|e do espa¢d?}

Ao longo deste ultimo capitulo dedicaAmos também
parte do nosso estudo ao calculo de areas e volu-
mes. Em alguns dos exemplos, como foram o caso do
Exemplo Exemplo e até do Exemplo
. A grande dificuldade residiu essencialmente no fato
de as regides de integracdo descritas em coordenadas

cartesianas resultarem em integrais iterados dificeis

! Veja Proposi¢do|6.1.2
2 Veja Proposi¢dol6.2.1
3 Veja Proposi¢dol6.4.1
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de calculal]

O tema central deste capitulo sera o estudo da
aplicabilidade do Teorema da Mudanca de Varia-
veis em integrais duplas e triplas. Este resultado
possibilita-nos, na grande maioria dos casos, a obten-
¢do de dominios de integracio para os quais é mais
simples calcular as integrais duplas/triplas de forma
iterada.

Este capitulo apenas inclui uma
sintese de resultados principais
e alguns exemplos. O texto
final sera concluido durante o 2°
quadrimestre de 2017.

4 Quando nos referimos a integrais iterados “dificeis de calcular’,
estamos a referirmo-nos ao dominio das técnicas de integragdo
estudadas em Fungées de Uma Variavel (FUV).
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7.1 Teorema da Mudanca de Variaveis

Proposicio 7.1.1 (Para duas variaveis)

[]. s asay -

I(x,y)
fjf x(u,v), uv)auv)dudv,
ondd|
Ap) dx Ox
%y _ du Qv
e i T
du v

Proposicao 7.1.2 (Para trés variaveis)

J] f(x,p,2z)dxdydz =
) JJL*f(x(T), 8 :7}/111(1) dudvdw

5 A quantidade :99((;6;:};)| corresponde ao médulo do Jacobiano (de-

terminante da matriz Jacobiana). Esta quantidade nunca se pode
anular.
529 ‘ 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

ondeT = (u,v,w) e

dx Jdx Ox
i aw
Az | ay 9y 9y
e, v,w) T
Ju v ow

Exemplo 7.1.1 (Regido delimitada por losango)

J-J- cos(mx + my)dxdy,
R

R={(xv) eR* : |x|+|y| < 1}.

onde

REGIA0 R ¢€ delimitada pelas retas de equacgdo
x+y=1, —-x+y=1
x-y=1, —-x-yp=1.

Note que esta regido pode ser decomposta como uma

regido verticalmente ou ou horizontalmente simples:
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(i) REGIA0 VERTICALMENTE SIMPLES: R = R U
R,, onde

e R é a regido definida em termos das ine-
quacgoes

0<x+y<1 0<x-y<l1

e R, € a regido definida em termos das ine-
quacgoes

0<-x+yp<1 0<-x-y<1

(ii) REGIA0 HORIZONTALMENTE SIMPLES: R =
R1UR,, onde

e R é a regido definida em termos das ine-
quacgoes

0<-x+p<1 0<x+p<l1

* R, é a regido definida em termos das ine-
quacgoes

0<-x-y<1 0<x-yp<1
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Escolhamos a decomposicio R = R{UR, em regides
verticalmente simples.

Neste caso, temos que

Jf cos(mtx + my)dxdy = JI cos(mtx + my)dxdy +
R Ry

+ J-J cos(mx + my)dxdy.
R,

Usando as substituicoes u = x+y ev =x-17 em
ambas as regioes Ry e R, obtemos que

(a) R, édefinida em termos das inequagoes 0 < u <1
&0<v<;

(b) R, é definida em termos das inequacdes —1 < u <
0&-1<v<0.

Das igualdades x = 5% & y = 5% concluimos que

1 1
5 5 1
—det[ % 2 :_E;
5
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J J cos(mtu) —dudv
o Jo 2
1

%J; cos(mu) du

donde

Jj cos(mx + my)dxdy
Ry

Il
o

JI cos(mx + my)dxdy
R,

0 (0 1
J cos(mu) =dudv
-1J-1 2
L cos( d

> os(mcu) du

0

Portanto:

Jf cos(mtx + my)dxdy = 0.
R

Como EXERcicIo:
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(a) Verifique também que

JJ. cos(mtx + my)dxdy =0
R

para o caso de R ser decomposta nas duas regioes
horizontalmente simples descritas acima.

(b) Use o mesmo tipo de raciocinio para calcular

JI sin(rtx + y)dxdy.
R

7.2 Integra¢do em Coordenadas

Polares

{ x =rcos(0)

,r>0, -t<O<
y =rsin(0) g T T

DETERMINANTE MATRIZ JACOBIANA:

(x,9)
d(r,0)

B cos(0) -rsin(0) |
_det( sin(@) rcos(6) -"

534 ‘ 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

Definic¢iao 7.2.1 (Retangulo Polar) Regido delimi-
tada pelas inequacgoes

a? <x*+p*<b® & tan(a)x <y <tan(f)x,
comb>a>0en>p>a>-n

R'={(r,0) : a<r<b:a<0<B}

OBSERVACAO: Por convengdo, angulos 7 e =7 cor-
respondem as retas tangentes de declive +co e —oo,
respetivamente.

Exemplo 7.2.1 (Splines Poli-harmoénicos) Para
k € N, considere a fungdo

Fly) = (2 +3In(yx2 +3?)
e a regido de integracdo
R:{(x,y)EIR2 | $x2+y2 < bz},

comb>1.
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Em coordenadas polares, a regido R corresponde a
R ={(r,0) : 1<r<b, 0<60<2m}.
Por outro lado, temos que

f(rcos(0),rsin(0)) = r?*1n (r).

n rb
J J r21In(r) rdrd6
- J1

b
= 2 J 2 n(r)dr
1

b 2k+2
27ZJ1 (2k+2) In(r)dr

Usando integragdo por partes, podemos ’facilmente’

Daqui resulta que

ﬂRf (x,p)dxdy

concluir que

ﬂ f(x,v)dxd il 5 In(r)+ ! (1-b%+2)
yldxdy = 22 (2k+2)2 ‘
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Como ExEeRcicro: Para a regido

R:{(x,y)eIR2 x>0 & 1£x2+y2£b2},

calcule HR f(x,v)dxdy, sendﬂ

(@) f(x,y)= arctan(%).

(b) f(x,y)= \/me—arctan(%)'
() f(xp)= \/#Tyz sin(arctan(%)),

Exemplo 7.2.2 (Funcao Gaussiana) Suponha
agora que pretende calcular o valor da integral

& 2 a 2
j e dx:= lim e X dx
a—00

-0 —a

usando coordenadas polares.
a

Denote por I(a) := f e dx.

—a

6 Funcbes retiradas do final do Exemplo
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Usando o Teorema de Fubini, resulta que

I(a)? (J- e_Xde)(J e‘yzdy)
J] e_XQ_Vdedy.
[~a.a]?

Consideremos agora a fungao auxiliar f~*

[~a,a)? = R definida por

2 2
e XV sex?+y?<a’

f*(x,y)z{

0 sex? +y? > a?

Utilizando coordenadas polares, obtemos que

Jj “(x,v)dxdy J] e_xz_yzdxdy
[-a.a x2+y2<a?

TC a )
f j e rdrdf.

-t J0

Esta dltima integral iterada pode ser calculada de

forma imediata. O seu valor é igual a

7((1 —e_“z).
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Por outro lado, fazendo a — oo concluimos que a
regido definida em termos da inequagdo

x2+y2§a2

nos da uma aproximacgdo assintdtica do quadrado
[—a,a]’.

Dagqui se conclui que

lim I(a)” = lim Jj =y dxdy
a—00 a—o0o a a]z

. 22
= lim e Y dxdy.
=00 J)x2+y2<a?

Em particular,
lim JI efxzfyzdxdy = limmn (1 - 67“2)
a—>0 x2+;u2$a2 a—o0

TT.

2
Finalmente, do fato de e™ > 0 se conclui que

a
I(a) = j e dx>0,
_a‘

539 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

pelo que a equagao
I(a)? = 71(1 —e‘“z)

admite apenas como solu¢do uma raiz— a raiz positiva.
Fazendo a — oo, concluimos que

J e dx = lim I(a) = V.

—00

Exemplo 7.2.3 (Intersecio duas Circunferéncias)

ﬂRM —y?) dxdy

onde R é a regido determinada pela intersegdo circun-
feréncias de equacgdo

x2+y2:16 & x2+y2:8x.

INTEGRAL EM COORDENADAS POLARES:

8cos(0)
Jf (xz—yz) dxdy = J f 13 cos(20) drdo.
R 0

n

2

_r

2
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Exemplo 7.2.4 (Area de um Elipséide) Para o
calculo da area de elipsoide de equagdo

(x-a)? (-b)?
xaza + yﬁz =

1.

teremos que considerar a mudanca de coordenadas

,0<r<1, -m<O<m

DETERMINANTE MATRIZ ]AC OBIANA:

(x,9)
d(r,0)

ac9s(9) —rasin(0) - apr.
Bsin(0) rpcos(0)
Daqui resulta que

T 1
dA drd
Jf"‘;‘f+°’ﬂ§’2g J—RJ; aprard?
apm.
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OBSERVACAO: Para a = § = R, temos que a for-
mula anterior nos da a formula de area de uma circun-
feréncia de centro (a,b) e raio R.

Proximos exemplos englobam regides do tipo an-
gular determinadas pelas equa¢des de uma rosa de
quatro pétalas e de um cardidide representadas no

gif animadd|
CurvasCoordenadasPolares.gif
Exemplo 7.2.5 (Densidade de uma Rosa 4 Pétalas)

Suponhamo que W é a rosa de quatro pétalas, des-
crita em termos da equagdo

r? = 9sin%(20).

Note que as pétalas da rosa sdo delimitadas pelos
eixos Ox e Oy. Daqui resulta que

W:W1UW2UW3UW4,

7 Ficheiro GeoGebra: CurvasCoordenadasPolares.ggb
8 Veja exercicio da segdo Exercicios.
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onde
Wy = {(r,@) : 0<r<3|sin(20)| & — <O < —%}

wzz{(r,e) . 0<r<3|sin(20)| & —%gego}

W3={(7,9) : 0<r<3sin(20)| & 0<0 < E}

N

W4={(f,9) : 0<r<3|sin(20)| & §9<n}.

N

Logo

-U-w p(x,y)dxdy = Z-[[Wf p(x,y)dxdy,
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ﬂw p(x,y)dxdy =

-5 3|sin(20)|
j p(rcos(0),rsin(0)) rdrd6 +

w JO

ou equivalentemente

0 3|sin(20)]
J‘ p(rcos(0),rsin(0)) rdrd6 +
JO

%
% 3lsin(20)|

j p(rcos(0),rsin(0)) rdrd6 +
0

Jo
3|sin(26)|
J J p(rcos(0),rsin(0)) rdrdo.

Observacio 7.2.1 (Lemniscata de Bernoulli) Se

a regiado W do Exemplo|7.2.5| fosse a lemniscata de
Bernoulli dada pela equagao

2 = 3co0s(26),

teriamos que W teria de ser também decomposto em 4
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regides, delimitadas pelas retas de equagdo
y=x & y=-

Como  Exercicio: Escreva a  integral
HW p(x,v)dxdy em coordenadas polares, para o
caso de W ser a lemniscata de Bernoulli descrita
acima.

Exemplo 7.2.6 (Recorte de um Cardiéide) Area
delimitada pelo cardiéide descrito pela equacdo na
forma polar:

r =3+ 3cos(0),

situada a direita do eixo Oy, e situada entre as retas
de equacgdo

\/§x+3y:0 & \/gx—yzo.

INTEGRAL DE AREA:

3+3cos(0
J j rd rd6.
n
6
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7.3 Integracdo em Coordenadas
Cilindricas

(i) REGIOES Do T1po I:

x =rcos(0)
y=rsin(@) ,r>0, -n<O<m
z=1z

Neste caso

JI[J F(x,y,2)dV =
S
JI J sreosOyram(@ P(rcos(@),rsin(@),z)x

xr dzdrd®.
(i) REGIOES po Trpo II:
xX=x
y=rcos(0) ,r>0, -m<O<m
z =rsin(0)
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jJIS F(x,v,2)dV =
0))

g(rcos(0),rsin(
:J‘j f F(x,rcos(0),rsin(0)) x
R+ Jf(rcos(0),rsin(0))

Neste caso

xr dxdrdo.
(iii) REGIOES DO TrPo III:
x =rcos(0)
=7 ,r>0, -t<0<m
z =rsin(0)
Neste caso

JJL F(x,v,2)dV =
)

g(rcos(0),rsin(6
= J] J F(rcos(0),y,rsin(0)) x
R* Jf(rcos(0),rsin(0))

xr dydrd@.
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Exemplo 7.3.1 (Cone em Coordenadas Cilindricas)
Pretendemos calcular a integral HHS 2ydV, sendo

S:{(x,y,z)eIR3 1 9z2>0,4/y?+22 <x <5}
5
2 dV:Jj j 2 dx]d dz,
J]]:S Y R[ Vy2+22 Y ’

onde
R={(v,2)eR® : pz>0 & p*>+2><25).

Regido do Tipo II. Temos de utilizar coordenadas
cilindricas da forma

X=X
y=rcos(0) ,r>0, -m<O<m
z =rsin(0)

Exemplo 7.3.2 (Cones Elipticos) Sélido limitado

pelos paraboloides elipticos da forma
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_7\2 N2 _1\2
x:az_(yﬁf) _(Zyg) ex=qg24h

e pelos planosy =0 ex+y+2z=0.
7.4 Integracdo em Coordenadas
Esféricas

x = pcos(0)sin(¢)
y =psin(0)sin(¢p)
z=pcos(¢)

parap>0, 0<p<m &-n<O <.

J]:[S f(x,9,2)dxdydz =

= J:U:s f(pcos(0)sin(¢), psin(O)sin(¢), pcos(¢p)) x
p%sin(p)dpd pde.
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Observacio 7.4.1 (Volumes em Esféricas) A in-

ﬂL p?sin(¢)dpdpdo

da-nos uma féormula para calculo do volume do sélido

tegral

S em termos de coordenadas esféricas.
Exemplo 7.4.1 (Esfera de Raio R) ...

Exemplo 7.4.2 O sélido limitado abaixo pelo cone

z=+/x2+y2 e acima pela esfera x> + y*> + 2% = 1
7.5 Aplicagoes

Esta seg¢do sera escrita apenas
no decurso do préximo quadrimestre.
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7.6 Problemas em Aberto

Vamos terminar este capitulo enunciando alguns pro-
blemas em abert(ﬂ para que vocé, aluno, resolva fa-
zendo uso do que aprendeu sobre integracdo em co-
ordenadas polares, cilindricas e esféricas.

Comecemos por enunciar dois problemas envol-
vendo areas:

Problema 7.6.1 (Circunferéncias e Hipérboles)

Determine a area da regido descrita pela inequagoes
x*+p2<5, x2-9?<1l & pP-x’<1.

Dica: Cada hipérbole interseta a equagdo da elipse
em quatro (o4) pontos. Num total, temos oito (08) in-

9 O aluno que resolver corretamente trés (03) dos quatro (o4) pro-
blemas obtera Conceito A, "independentemente"do resultado das
provas. A resolugdo tera de envolver obrigatoriamente coordenadas
polares, cilindricas ou esféricas. Os valores obtidos para a resolu¢ao
ndo poderdo ser aproximados. Mais detalhes podem ser encontrados
mais a frente, na segdo Sobre os Problemas em Aberto.
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tersecoes. Para comecgar por determinar os intervalos
angulares, comece por determinar todas as intersegoes.

Problema 7.6.2 (Lemniscata & Rosa 4 Pétalas)
Encontre uma formula de area resultante da intersecdo
da lemniscata de Bernoulli, de equagdo

r? = 2a% cos(26)
com a rosa de quatro pétalas, de equacio
r? = 2a%sin?(20),

onde a > 0 é uma constante.
A visualizagdo das duas regioes, delimitadas pelas
equagoes paramétricas acima pode ser visualizada a

partir do gif animadd™|
CurvasCoordenadasPolares.gif

19 Ficheiro GeoGebra: |CurvasCoordenadasPolares.ggb
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O proéximo problema corresponde a uma exten-

sdo do Exemplo da se¢do[6.4 Introducio as
Integrais Triplas.

Problema 7.6.3 (Cortes Hiperbdlicos em Solidos)
Determine o volume do solido comum as seis (06) su-
perficies cilindricas de equagao

X%+ y2 =5, x°

x2+22:5, x2-z2=1, 22 —x?=1.

Para ter uma ideia geométrica do problema a resolver,

visualize o gif animadd"|
CortesHiperbolicosSolidoSteinmetz.gif'

O dltimo problema desta se¢io envolve um domi-
nio técnico abrangente de coordenadas esféricas.

1 Ficheiro GeoGebra: CortesHiperbolicosSolidoSteinmetz.ggb
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Problema 7.6.4 (Intersecao de Trés Esferas)

Determine volume resultante da intersecdo das trés

esferas de centros (0,0,0), (1,0,0) e (1,1, 0) e raio 2.
Uma ilustragdo geométrica do problema a resolver

pode ser visualizada a partir do gif animadd"|

VolumelntersecaoEsferas.gif

12 A resolugao do problema envolvendo a interse¢do de duas esferas
pode ser consultada em

http://mathworld. wolfram.com/Sphere-Spherelntersection.html,

13 Ficheiro GeoGebra: \VolumelntersecaoEsferas.ggb
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7.7 Sobre os Problemas em Aberto

Sao Paulo, 19 de abril de 2017
Prezado aluno,

Agora que ja captei a sua atencdo, vamos 14 escla-
recer o que o professor pretendia quando colocou
quatro (04) problemas em aberto na sec¢do Pro-
blemas em Aberto:

1. Primeiro o professor pretende que vocé estude
com afinco para a P2 e que se prepare anteci-
padamente para a eventualidade de ir na REC.

2. Depois o professor pretendeu que vocé fosse
apanhado de surpresa (pegadinha).

3. O professor nao pretende apenas que vocé re-
solva o(s) problema(s), tampouco que copie ou
peca para alguém lhe resolver. O professor
pretende que vocé resolva todos os problemas
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propostos, sim, mas pretende que o faca de
forma perspicaz. Resolver problemas de forma
convencional vocé ja o faz em prova. Mas ai
esta a jogar com o fator tempo e com o fator
pressao.

4. Obviamente que o professor néo vai atribuir
conceito A ao aluno que tenha obtido conceito
F,D ou C no final, pois ai estaria a subverter
o processo de avaliacdo delineado e discutido
para este quadrimestre.

Em suma: O professor vai tomar como referéncia
as notas que vocé obteve em todas as provas que rea-
lizou. Sao estas que vao determinar o seu Conceito
a Funcoes de Varias Variaveis. Em caso de duvida de
conceito, o professor tomara em linha de conta as
resolugdes entregues e fara uma eventualmente uma
curta entrevista, de aproximadamente 20 minutos,
em que lhe fara perguntas pertinentes sobre as reso-
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lucdes que realizou, assim sobre a matéria em geral
da disciplina.
Espero ter sido agora claro.

O professor,
Nelson Faustino

PS: Este pequeno esclarecimento ja nio é zoeira.

557 565



Nelson Faustino ‘ Fungdes de Varias Variaveis

7.8 Exercicios

ExERcicios PRoF. MaURiciO RICHARTZ

1. Utilizando integracdo dupla em coordenadas
polares, calcule:

(a) f fo senx +v2)dydx,
CHAS

(c) (Desafio:) a area da regido do plano deli-

(x+y)dxdy,

mitada pela lemniscata de Bernoulli r? =
2a®c0s(20) (pesquise no google para des-
cobrir a forma da lemniscata).

(d) volume de uma esfera de raio R.

() volume do sdlido limitado abaixo pelo

cone z = 4/x?+y? e acima pela esfera
x?+yr+z2=1

2. Use coordenadas cilindricas e/ou esféricas para

calcular Hj f(x,v,2)dV, fazendo um esboco da
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regido de integracdo em cada caso:

(@) f(x,9,2) = x*+7y? e D é o solido deli-
mitado pelo cilindro x* + y2 = 16 e pelos
planosx=0,7=0,z=-5ez=4.

(b) f(x,9,2z) = x?>+v? e D é o sdlido limi-
tado abaixo pelo plano xy e acima pela
esfera x? +y2+22=1.

(¢) f(x,9,2) = x e D é o sélido delimitado
pelos cilindros x> +y2 =4 ex*+y?>=9e
pelos planosz=0ez=x+7p+3.

d) f(xyz)=e V¥49%+2% o D & o s6lido de-

limitado pelo esfera x2 + y2 +2z2=9no
primeiro octante.

3. Faca um esboco do sélido cujo volume é calcu-
lado pela integral dada. Em cada caso, calcule
também a integral.

e _ 42
@ [} fsf, " rdzdrde,
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b) [5[F [ pPsen¢p dpdepde,

4. (Opcional: Mudanca de coordenadas e o Jaco-

biano) Aprendemos a usar coordenadas carte-
sianas/polares para calcular integrais duplas e
coordenadas cartesianas/cilindricas/esféricas
para calcular integrais triplas, mas essas nao
sdo as Unicas possibilidades. De acordo com
a simetria do problema, a escolha adequada
das coordenadas pode simplificar bastante os

célculos.

a) Leia a secfo 15.10 do Stewart sobre mu-
danca de coordenadas em integrais multi-
plas. Vocé aprendera, entre outras coisas,
0 que é o0 Jacobiano de uma mudanca de

coordenadas.

b) A partir do Jacobiano, mostre que dA =
rdrd@ para coordenadas polares, dV =
rdrdBdz para coordenadas cilindricas e
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dV = p*sendpdrdOd ¢ para coordenadas

esféricas.

c) Calcule as integrais abaixo fazendo uma
mudanca apropriada de coordenadas:

(1) ﬂ *2V A onde R é o paralelo-
R

3x—y
gramo delimitado pelas retas x =
29, x=2y9+4,3x=y+1e3x=
y+8.
(ii) ﬂ(ery)exz‘?sz onde R é o retan-
R

gulo delimitado pelas retas x = y,
X=9+2,x=-yex=-y+3.

5. Aplicacoes: Se p(x,v) representa a densidade
superficial de um objeto W, entdo ﬂ p(x,v)dA

representa a massa M desse objevtvo (a regido
de integracéo se estende por toda a superficie
do objeto). As coordenadas X e § do centro
de massa do objeto, por sua vez, podem ser
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calculadas com as seguintes integrais:

X = % jjxp(x,y)dA,
w

ﬁ Hyp(x,y)dA-
w

Ja4 o momento de inércia desse objeto em torno
do eixo z (momento de inércia polar) é dado

pela integral I = H(x2 +v2)p(x,)dA. Sa-
w

Y

bendo disso, encontre a massa, o centro de
massa e o momento de inércia polar dos se-
guintes objetos:

(a) Quadrado de lado 2, com centro no ponto
(1,1) e densidade constante 5.

(b) Semi-circulo de raio R, no semiplano su-
perior e centrado na origem. Assuma que a
densidade em um ponto do semi-circulo é
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diretamente proporcional ao quadrado da
distancia entre a origem e esse ponto. As-

suma que a constante de proporcionalidade
é k.

ExERcicios PrRoF. GIL BERNARDES

6. Passando para coordenadas polares, calcule

JJ f(x,v)dxdy onde f(x,v) e D sdo dados
D

respectivamente por:
@) f(xy)=xy;

D={(xy)eR*:1<x’+9° <4 & x,p>0)}.

(b) f(xy)=1-x2-p%

D={(x,y) e R*: x> +p* < 1}.

© f(xp)=lxyl;

D={(x,y)eR>:0<x<1, 0<yp<x}
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(@ f(xy) =200 x2 ~ 2

D ={(x,y) € R*: x* + p* < 2ax].

© fxy)=y+Ix;

D:{(x,y)eIR2:x2+y252x,x§y}.

7. Procedendo a convenientes mudancas de va-
riavel, com o objectivo de simplificar a regido
de integracdo, calcule os integrais duplos das
seguintes fung¢des nos conjuntos indicados:

a) x2 + yz; o quadrado de vértices (0,0),
(1,-1),(2,0) e (1,1).

b) x — y; o tridngulo de vértices (-2,-1),
(4,2) e (-1,1).

¢) e™*’*¥%); a coroa circular limitada pelas
circunferéncias de centro na origem e

raios 1 e 2.
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d) xp; aregido primeiro quadrante limitada

x2 2
pela elipse de equacéo o + e 1.
8. Calcule
J-J (x — )™V dxdy
E
onde

E={(x,v)eR?>: (x+v)>+(x—p)> <3,
x+v>0, x-y <0}
9. Seja A aregido do plano xy limitada pelas cur-
vas de equacido
xp=1, =xy=2, y:x2 e y=2x
(a) Determine a area de A.

(b) Utilizando a alinea anterior, determine a
area de h(A) onde h : A — R? é definida
por

h(x,) = (x*y ", x7'y?).
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