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O que hd de novo?

Este capitulo corresponde a uma reformulacio da Lista L1 | Teoria de Conjuntos e Funcoes
(2016).
e 08 DE JUNHO DE 2018

— Foram adicionados cinco novos exercicios: 1, 3,7, 8 & 42.

— Foram adicionadas questdes que ja sairam em prova. Estas foram devidamente identifi-
cadas ao longo deste capitulo.

— Terminologia Injetora(s) resp. Sobrejetora(s) resp. Bijetora(s) foi substituida pela
terminologia Injetiva(s) resp. Sobrejetiva(s) resp. Bijetiva(s).

— Alguns exercicios da Lista L2 | Conjuntos Numéricos (2016) foram reformulados
incorporados neste capitulo. Sdo eles o 14 & 39 (16. resp. 13. da Lista L2 | Conjuntos
Numéricos).

— Foi excluido o exercicio 23. da Lista L1 | Teoria de Conjuntos e Funcoes (2016).
Este tltimo transitou para o Capitulo 2 (veja exercicio 49).

e 12 DE JUNHO DE 2018

— Foram inseridas vérias notas de rodapé, em comentdrio aos exercicios.

— Foi retirado o item (d) do Exercicio 2.

— Houve uma troca de ordem entre os quatro dltimos exercicios da sec¢do 1.1.

— Houve uma troca de ordem entre os dois dltimos exercicios da se¢ao 1.1.

e 18 DE JUNHO DE 2018

— Corrigido item (c) do Exercicio 9. (Leis de Morgan).

— Foram adicionados quatro novos exercicios: 4,10,15, 19 & 27.

— Foi adicionada uma nova sec¢do: 1.7 Representacdo Grafica usando o GeoGebra

e 24 DE JUNHO DE 2018

— Corrigidos item (d) do Exercicio 9 (particoes de conjuntos) & item (c) do Exercicio
33 (nesta versdao A C N € finito).

— Acrescentada tabela ao Exercicio 19 (Propriedades mais importantes das operagdes
entre conjuntos).



http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L1.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L2.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L2.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L2.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L1.pdf
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— Item (d) foi adicionado ao Exercicio 47.
e 03 DE JULHO DE 2018
— Corrigido erro no item (d) do Exercicio 33 (para todo o p € A ao invés de para todo o
pEN).
e 03 DE OUTUBRO DE 2018
— Comentarios em rodapé relativos ao Exercicio 2 foram corrigidos (Obrigado a L.
Floréncio pela chamada de ateng@o).
— Corrigidas propriedades de INDEMPOTENCIA & LEI DO COMPLEMENTO na tabela que
antecede o Exercicio 14.

1.1 Operacoes entre Conjuntos

1. Seja! A = {gru,vix}. Decida quais das afirmacdes abaixo é correta ou incorreta:
(a) {vix} €A
(b)) 0cA
(c) {vix} CA
(d) vixe A
(e) vix CA.
2. Seja A o conjunto de todos os nimeros decimais, B o conjunto de todos os nimeros decimais
pares, C o conjunto de todos os decimais impares, D = {3,4,5} e E = {3,5}.
Diga, justificando, qual/quais desses conjuntos € o conjunto X que satisfaz cada uma das condi¢des abaixo:

(a) X e Bsao disjuntosz.
(b)y XCDeXZB.3
(c) XCAeXxgcC.*
3. Decida® qual das afirmagdes abaixo € correta ou incorreta:
(@) {r,a,m,0} ={r,o,m,a}.
(b) {r,o,m,a,a,a,a,a} C {m,o,r,a}.
(c) {r,r,r,a,m,0,0,0,0,0} C {m,a,r}.
(d) {a,m} € {{a,m}}
(e) {r,o} C{{no,r}}.
() 0 C {{a}}.
4. Escreva os conjuntos abaixo na forma {x : P(x)}, onde P(x) denota os elementos x que
satisfazem a propriedade P.
(a) {1,2,4,8,16,32,64,...}.
(b) {1,1,2,3,5,8,13,21}.
(c) {A,B,AB,0}.
(d) {Brasil, Russia,india, China, Africa do Sul}.
(e) {Sarney, Collor, Itamar, Fernando Henrique ,Lula, Dilma, Temer,Bolsonaro} .
(f) {1808,1822,1889}.

1Observe que O (conjunto vazio) é sempre subconjunto de qualquer conjunto X. Em particular, vale @ C . No entanto
0 # {0}, onde {0} = Z(0) (conjunto das partes do conjunto vazio).

2Dois conjuntos X e B sdo disjuntos quando X N B = @. Em particular, os conjuntos X = C e X = E satisfazem esta
condigdo.

3X ¢ B quando existe um x € X tal que x ¢ B. Em particular, os conjuntos X = D e X = E satisfazem as condicGes
deste item.

40s tinicos subconjuntos de A que ndo s ao subconjunto de C sdo B & D, uma vez que BNC =0 & 4 € D, mas 4 ¢C.
Portanto X = B e X = D s@o a solucdo do exercicio.

30 conjunto das partes (ou conjunto poténcia) de C é definido por Z(C) : {X : X CC}.
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5. Formule os enunciados abaixo em termos de teoria de conjuntos:

(a) Um computador é usado para gerar aleatoriamente um ndmero entre 1 e 2000. O
conjunto A consiste em colecionar todos os niimeros terminados em 9 enquanto que o
conjunto B consiste em colecionar um nimero menor que 200.

(b) Suponha que vocé seleciona uma carta de um baralho normal de 52 cartas. O conjunto
A consiste em colecionar todas as possibilidades de sair um rei enquanto que o conjunto
B consiste em colecionar todas as cartas do naipe de espadas.

6. Decida quais dos conjuntos abaixo tem seis elementos (i.e. cardinalidade 6):

(a) {b,na,s,i,l}

(b) {{b,na,s,i,l}}

(c) {b,r,a,{s},{i,1}}

@) {b,r.a,{s},{i}.{i,1}}

© {b.ra.{s}.{i}.{i,1}}

(®) {b,ra {s}.{i},{i,1},{0}}

7. Encontre todos os subconjuntos de:

(@) B={{p,i},{a,u,i}}.

(b) I={r,0,m,a}.

(c) F={{p,a},{ni},s}.

8. Decida qual das afirmacdes abaixo é correta ou incorreta. C € um conjunto qualquer nao-
vazio.

(a) Ce Z(0)

(b) CC Z(C)

(© {C} e 2(C)

@ {c}c ()

9. Para quaisquer conjuntos A, B e C mostre que:

(a) Se A° ¢é o complementar de A, entdo A é o complementar de A¢ (i.e. (A°)¢ = A).

(b) Se A C B, entdao B¢ C A€,

(c) A C B se, e somente se, ANB = 0.

(d) Sao validas as leis de Morgan

(AUB)*=A°NB° & (ANB) =A“UB".
(e) Sao validas as propriedades distributivas
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) & AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

(f) ANB e ANB° sdo conjuntos disjuntos. Adicionalmente, sdo vdlidas as seguintes
parti¢des de conjuntos:

A=(ANB)U(ANB) & B=(ANB)U(ANB).

10. Sejam A e B dois conjuntos arbitrrios.
(a) Mostre que® (AUB)\ A C B.
(b) D& um exemplo de dois exemplos de conjuntos A e B para os quais (AUB) \ A # B.
11. Para trés conjuntos A,B e C, suponhaque ANB#0e ANC # 0.
(a) Mostre que se A € um conjunto com um tnico elemento, entdo BNC # 0.
(b) Para o caso de A ser um conjunto de dois elementos, encontre um exemplo de trés
conjuntos A, B e C, nas condi¢des do enunciado, para os quais a condicdo BNC = 0 se
verifica.

SPara quaisquer conjuntos X e Y, a operacio X \ Y (diferenca entre conjuntos) é definida com base na igualdade
X\Y =XNY¢, onde Y denota o complementar do conjunto Y. Em alguns livros de texto esta operag@o aparece denotada
por X —Y.
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Figura 1.1: Diagrama de Venn-Euler associado aos conjuntos A,B e C.

12. QUESTOES DAS PrROVAS RECs DE 20187
Para quaisquer dos conjuntos A e B, mostre que:
(a) Z(A)UuP(B) C Z(AUB).
(b) Z(B) > ZB\A)NZF(ANB).

1.2 Diagramas de Venn-Euler

13. Com recurso ao diagrama de Venn-Euler da Figura 1.1, diga, justificando, qual das seguintes
afirmagdes implica a igualdade de conjuntos A = B, independentemente da escolha do
conjunto C.

(a) ANC=BNC.
(b) AUC=BUC.
(c) A\C=B\C.

14. Sejam® A, B e C trés conjuntos finitos de cardinalidade |A|, |B| e |C|, respetivamente.

(a) Recorra a representacdo em diagrama de Venn-Euler para deduzir seguintes as igualda-

des:
Al = |A\B|+]|ANB]
Bl = [B\A[+]ANB]
|AUB| = |A|+|B|—|ANB].

(b) Para o exemplo ilustrado na Figura 1.1°, verifique numericamente que as igualdades
anteriores sao satisfeitas.

(c) Recorra a representacio em diagrama de Venn-Euler da Figura 1.1 para deduzir uma
férmula geral para [AN(BUC)| e |[AUBUC].

15. SejaA AB = (A\B)U(B\A) aoperacdo de diferenca simétrica entre dois conjuntos A e B.

(a) Mostre que os conjuntos A A B e AN B sao disjuntos. Represente pictoricamente a
disjuncdo entre estes dois conjuntos com recurso a diagramas de Venn-Euler.

(b) Mostre que os conjuntos A A Be (AUB)\ (AN B) sdo iguais. Represente pictoricamente
esta igualdade com recurso a diagramas de Venn-Euler.

7Videhttp://professor.ufabc.edu.br/ nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/REC040utubro2018.pdf
& http://professor.ufabc.edu.br/ nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/REC060utubro2018.pdf

8Este exercicio corresponde ao Exercicio 16. da Lista L2 | Conjuntos Numéricos (2016).

9Figura criada com recurso ao arquivo GeoGebra OperacoesEntreConjuntos.ggb. Este encontra-se disponivel
em http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/FicheirosGeogebra.htm.


http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/REC04Outubro2018.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/REC06Outubro2018.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L2.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/BM2016/OperacoesEntreConjuntos.ggb
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/FicheirosGeogebra.htm
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U : « numeros naturais entre 1 e 10»

A AC
B B¢
AUB (AUB)

ANB (ANB)S

ANB® A“NB

A: «<ndmeros pares entre 1 e 10»
B: «<numeros primos entre 1 e 10»

Figura 1.2: Diagrama de Venn-Euler associado aos subconjuntos A e B do conjunto universo U.

16. Para o exemplo da Figura 1.2, decida qual/quais das seguintes inclusdes/igualdades!® é
verdadeira:
(a) (AAB)C Z(A\B).
(b)y #(B\A) C Z(AAB).
(c) (A\B)UZ(A\B)=Z(AAB).
17. Use o diagrama de Venn-Euler para representar os conjuntos abaixo:
(@ A={x€Z : 1<x<T7}&B={x€Z : -2n<x<2m}.
b)) A={x€Z : 1<x<T7},B={x€Z : 2n<x<2mn} &C={-1,0,2,5}.
18. Represente num diagrama de Venn-Euler trés conjuntos A, B e C para cada um dos seguintes
casos:
(a) ACB,CCB,ANC=0
(b) ACB,CZB,ANC#0
(c) ACC,A#C,BNC=0
(d AC(BNC),BCC,C#B,A#C
19. Considere novamente a operacio diferenca simétrica entre dois conjuntos (A) introduzida no
Exercicio 15.
Determine o conjunto X tal que a igualdades abaixo sdo sempre satisfeitas:
(a) (AAB)UX =(AUC) A (B\C).
(b) AN(BAC)=(A\B)AX [DICA DE RESOLUGAO EM RODAPE]!!.
(c) A\(BAC)=XA(ANB).
DICA: Faca uso de diagramas de Venn-Euler. O diagrama'? da figura 1.1, envolvendo trés
conjuntos A, B & C, podera vir a ser titil'3 ao longo da resolugio do exercicio:

104 A B denota diferenca simétrica entre dois conjuntos A e B discutida no Exercicio 15.
"Comece por verificar com recurso aos diagramas de Venn-Euler que AN (B A C) = (ANBNCS)U(ANBNC).
Observe ainda que apenas AN B NC é subconjunto de A\ B.
12Retirado do site http://tudodeconcursosevestibulares.blogspot.com/2012/11/diagramas-questoes-resolvidas.html.
13Também poder4 vir a ser ttil na resolugdo do item (c) do Exercicio 14.


http://tudodeconcursosevestibulares.blogspot.com/2012/11/diagramas-questoes-resolvidas.html
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Alternativamente, podera recorrer a tabela'* de propriedades' abaixo (vélidas para quaisquer
conjuntos X,Y & Z):

PROPRIEDADE UNIAO INTERSECAO
COMUTATIVIDADE XUY =YUX XNY=vynXx
ASSOCIATIVIDADE (XUY)uZ=XU((YuZz) XNY)NZ=XNn{I¥nN2z)
DISTRIBUTIVIDADE XUYNZ)=Xuy)N(Xuz) | XNnYuz)=XnNY)u(XnZz)

IDEMPOTENCIA XuX=X XNX=X

LE1 DO COMPLEMENTO | X UX° = U (conjunto universo) X NX¢ =0 (conjunto vazio)
LEIS DE MORGAN (XUY) =X°NnY* (XNY)  =Xx°ure«
ELEMENTO NEUTRO XUub=X XNU=X
ELEMENTO ABSORVENTE | X UU = U (conjunto universo) X N® = 0 (conjunto vazio)

20. Suponha que o conjunto universo U denota todas as possibilidades de linhas do metré de Sdo
Paulo & CPTM'®.

(a) Diga, por palavras suas, o que representa o conjunto das partes & (U).

(b) Para o caso de V € #(U) denotar o conjunto de todas as estagdes de metrd da linha
verde, e A € Z(U) denotar o conjunto de todas as estagdes da linha azul, determine os
conjuntos ANV, A\VeV\A.

21. Faca uso do que aprendeu até agora sobre teoria de conjuntos para verificar se os dados
mencionados na afirmagdo abaixo estio corretos:

"Os seguintes dados foram obtidos em uma pesquisa feita com 1000 entrevistados: 312
profissionais liberais, 470 pessoas casadas, 525 pessoas com superior completo, 42 pro-
fissionais liberais com superior completo, 147 pessoas casadas com superior completo,
86 profissionais liberais casados e 25 profissionais liberais casados com curso superior
completo."

1.3 Produto Cartesiano de Conjuntos

22. Determine o produto cartesiano A X B entre os seguintes conjuntos A e B:
(a) A={-1,0,1} e B=1{2,3}.
(b) A={-1,0,1}eB={x€Z : n<x<2m}.
() A={xcR : x¥*-3x=0}U{2,3}eB={xcZ : n<x<2n}n{4,56}.
23. Tendo como referéncia as linhas amarela e lilis do mapa de metré de Sdo Paulo, forme o
conjunto E x L, onde E € o nome da estacdo de metrd e L o nimero da linha.
24. Considere como conjunto universo U todos os niimeros naturais de 1 a 15. Se A C U denotar
o subconjunto dos nimeros primos menores que 7, ¢ B denotar conjunto de todos os multiplos
de 3:
(a) Determine os conjuntos A x Be (A x B).
(b) Determine os conjuntos Bx A e Z(B x A).
(c) Diga, justificando, se as igualdades Ax B=BxA e #(AxB) = Z(BxA) sao
verdadeiras.

14Com base nas propriedades de ASSOCIATIVIDADE, DISTRIBUTIVIDADE & nas LEIS DE MORGAN (que constam na
tabela) resulta que as igualdades (X \Y)\Z=X\(YUZ) & X\ (Y \Z) = (X \Y)U (X NZ) sdo sempre satisfeitas, para
quaisquer conjuntos X,Y & Z. Combinando estas duas dltimas propriedades, obtemos que (A\B) AX = (A\B)\X U
X\ (4\B)
15Como exercicio, procure resolver novamente o item (e) do Exercicio 9 com base nas propriedades listadas na tabela.
16Mapa de metrd consultado: http://minutoligado.com.br/wp-content/uploads/2012/10/metro-sp-mapa-metro-sp.jpg


http://minutoligado.com.br/wp-content/uploads/2012/10/metro-sp-mapa-metro-sp.jpg
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25. Para dois conjuntos A e B, mostre!” que AxB=BxAseesése'®*A=0ouB=00uA=B.
26. Mostre que para os conjuntos A, B,C e D nio vazios'®, valem as seguintes propriedades?’:
(@) Ax(BNC)=(AxB)N(AxC).
(b) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC).
(c) (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND).
(d) (AxB)U(CxD)C (AUC)x (BUD,).
27. D& um exemplo de conjuntos A, B,C & D para os quais (AUC) x (BUD) # (Ax B)U(C x D).
28. QUESTAO DA PROVA P1 DE 2016 (TURMA A2-NOTURNO, VERSAO A) 2!
A tabela abaixo representa a compatibilidade doador-receptor para o plasma sanguineo. As
linhas da tabela representam o grupo sanguineo do doador, as colunas o grupo sanguineo do
receptor e a marca v~ assinalada na tabela indica que existe compatibilidade entre o doador e

0 receptor.
O|A|B|AB
O |V |V I IV ]V
A v v
B v I Y
AB v

Considere U = {0,A,B,AB} x {O,A,B,AB} como sendo o conjunto universo e o elemento
de (D,R) €U
como sendo um par ordenado doador/receptor.
(a) Determine, com base na tabela, o subconjunto S C U que representa todos os casos em
que ndo hi compatibilidade entre doador e receptor.
(b) Determine o subconjunto 7' C U de todos os receptores do grupo sanguineo A (inde-
pendentemente de haver ou ndo compatibilidade).
(c) Determine as seguintes operagdes entre os conjuntos S ¢ 7 determinados nos itens
anteriores: SN7T e SCUTC.
DicA: Oitem (c¢) do Exercicio 9 podera vir a ser ttil em algum momento.

29. O atendente de um centro médico faz a triagem dos pacientes que chegam ao pronto-socorro
de acordo com terem ou ndo um plano de saude (codificando 1 para aqueles que tem convénio
e 0 para aqueles que ndo tém) e de acordo com sua condicio fisica: (b) para boa, (r) para
regular e (s) para séria.

Considere o conjunto universo U como o conjunto que coleciona todas as carateristicas dos
pacientes que chegam ao pronto-socorro de acordo com o procedimento de triagem descrito.
(a) Determine o conjunto das partes & (U).
(b) Se A denotar o conjunto que coleciona os casos em que paciente estd em sérias condi-
¢oes, especifique quais sdo os elementos de A.

17Por defini¢io de conjunto vazio, é bvio que A X 0 =0 x A =0 (se B=0)e 0 x B=B x 0 =0 (se A = 0). Por outro
lado, também € 6bvio que A X B = B x A se A = B, donde se conclui que a implicag¢do ” <= é imediata.

18para provarmos a implicaciio ” = *, observe que a hip6tese A X B = B x A nos permite escrever qualquer elemento
(x,y) do conjunto A X B como (x,y) = (b,a), para algum a € A & b € B. Usando agora a defini¢do de par ordenado,
concluimos que x = b & y = a, donde (x,y) € (ANB) x (ANB). Ou seja, a hipitese A X B = B x A implica as seguintes
inclusdes entre conjuntos: A C ANB & B C AN B. Estas duas tltimas inclusdes apenas sdo verdadeiras no casode A =0
ou B =0 ou A = B. Esta tltima igualdade (A = B) resulta do fato das inclusdes de conjuntos ANBC A & ANBCB
serem sempre verdadeiras, por definicdo (i.e. ACANBCB&BCANBC=ACB&BCA < A=B).

19Como poderi facilmente verificar, as igualdades de conjuntos sdo sempre satisfeitas para o caso de pelo menos um
dos conjuntos A, B,C ou D ser vazio.

20para o caso do item (d) do Exercicio 26, observe que (x,y) € (A x B) U (C x D) significa que (x,y) = (a,b)
(a€A &beB)ou(x,y)=(c,d) (c €C&d e D). Usando agora a defini¢do de par ordenado, podemos concluir que
x€AUC (por termos x =aoux=c)ey € BUD (por termos y = b ou y = d), donde (x,y) € (AUC) x (BUD).

2IURL: http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/P1 TurmaA2_VersaoA.pdf


http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/P1_TurmaA2_VersaoA.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/P1_TurmaA2_VersaoA.pdf
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(c) Se B denotar o conjunto que coleciona os casos em que paciente ndo tem convénio,
especifique quais sio os elementos de B.

(d) Determine as seguintes operacdes entre conjuntos: ANB,AUB, ANB® & AUB‘.

(e) Com base nas leis de Morgan, determine as seguintes operacdes entre conjuntos: A° N B
& A°UB.

1.4 Imagem e Pré-Imagem de uma Funcdo

30. Diga, justificando, se os exemplos abaixo nos permitem definir uma funcio:
(a) P o conjunto das prefeituras do Brasil, E o conjunto dos governos estaduais do Brasil e
L={(p,e) € PXE : aprefeitura p dependente financeiramente do governo estadual e}.
(b) F o conjunto de todas as pessoas da sua familia de 1° grau (incluindo vocé) e P =
{(f,c) € F x Z(F) : cé o conjunto de todos os filhos da pessoa f}.
(c) S ¢é o conjunto de todos os carros registrados no Estado de SP, P o conjunto de todas as
placas de identificacdo (incluindo letras e digitos) e

L={(s,p) € Sx P : aplaca de identifica¢do do carro s é dada por p}.

31. Para os conjuntos?* A = {g,r,u} e B = {v,i,x}, diga justificando se podemos definir um
funcdo f : A — B partir dos seguintes subconjuntos de A x B. Em caso afirmativo, determine
todas as possibilidades para conjunto imagem f(X) (X € &(A)) e conjunto pré-imagem
£1(Y) (7 € 2(B).

(@ G= {(gai)v (rvv)7 (u7i)}'
(b) H= {<gai)v (r,v), (gvx)}'
32. Para A = {1,2,3}, considere as fungdo f : Z(A) — Z(A) definida pela expressdo f(X) =
A\X.
(a) Determine os valores de f({1}) e de f({2,3})
(b) Determine os valores de f({1})N{1,3} ede f({2,3}) U{2}.
(c) Determine todos os subconjuntos Y e Z de A que satisfazem as seguintes igualdades:

FAANNY =Y & f({2,31)UZ = f({2,3}).
(d) Determine as pré-imagens f~'({1}) e f~'({2,3}).
(e) Determine todos os subconjuntos Y e Z de A que satisfazem as seguintes propriedades

) e{23t& {1 (2.

22Reformulagiio do exercicio 12. da Lista L1 | Teoria de Conjuntos e Funcdes.
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33. Dados dois ndmeros naturais p e ¢, a expressdo mod (p,q) denota o resto da divisdo de p
por q.
(a) Diga por palavras suas o que representa o conjunto pré-imagem? f~'({0}), para o
caso de f ser uma fungdo definida pontualmente por f(p) = mod (p,q) (p é varidvel,
e ¢ um nimero escolhido).
(b) Para o casode f: N — R ser definida pontualmente por f(p) = mod (p,5), determine
o conjunto®* R.
(c) Considere agora o conjunto R determinado no item anterior. D€ um exemplo um
subconjunto finito A de N, e de uma funcdo g : A — R que verifique a seguinte condicio:

f(p) =g(p) paratodo o p € A.

(d) Diga, justificando, se as funcdes f e g consideradas nos dois items anteriores sao

iguais®.
34. Sabendo que o conjunto F = {(x,n) ERxZ : n < x < n-+ 1}, define uma fungao®®
f:R—Z:

(a) Determine®’ o valor de f nos pontos x = —0.4, x=—0.5,x=1.1,x=2,x = Tex=e
(e denota o nimero de Neper).

(b) Calcule os conjuntos pré-imagem £~'({0}), £~ ({1}), f~'({0,1}) e £~ 1({0,2}).

(c) Determine, caso exista, um subconjunto A X Z de F para o qual se pode definir uma
fungdo g : A — Z com a propriedade g(A) = A.

(d) D& um exemplo um subconjunto R x B de F para o qual se pode definir uma fungdo
g : R — B que satisfaca a propriedade g~ (B) C B.

2

1.5 Composicdo de Funcoes

35. Seja P o conjunto de todas as prefeituras do Brasil, E o conjunto dos governos estaduais do
Brasil e f : P — E uma funcao que a cada prefeitura do Brasil associa o estado a que este
pertence. Supondo que B € o conjunto de todos os nomes de prefeitos do Brasil, represente
esquematicamente, com recurso a um diagrama sagital (ou de setas), as seguintes funcdes:

(a) Uma funcdo g como sendo a fun¢@o que associa a cada prefeito a prefeitura a que
preside.
(b) Uma fung¢@o i como sendo a fun¢do que associa a cada prefeito ao estado a que pertence.

36. Paraas fungdes f: R — Re g : R — R definidas pontualmente por f(x) = ﬁ eglx)=x—1:

(a) Determine as expressdes analiticas, dadas pelas regras de composi¢io (fog)(x) =
f(g(x)) e (gof)(x) = &(f(x)).
(b) Diga, justificando, se fog: R — R e gof : R — R definem fungdes.

37. Paraas fungdes g : Z — R e f : Z — 7, definidas pontualmente por g(x) =2x—3 e f(n) =

n? —4n+1.
(a) Determine a composicdo gof : Z — R.
(b) Determine o conjunto pré-imagem (gof)~'({—1}) ={n € Z : (gof)(n) = —1}
(c) D& um exemplo de k € Z para o qual se verifica a igualdade?® (gof)~!({k}) =0

23Por definigio, f~1({0}) = {p €N : mod(p,q) = 0}.

24R ¢ o conjunto de todos os possiveis restos da divisdo de p por 5. Para obter esta resposta, aplique o algoritmo de
Euclides (para a divisdo).

Z3Para verificar no item (d) do Exercicio 33 as funcdes f e g, tem de verificar se os dominios sio iguais e se estas
verificam a equacdo f(p) = g(p) para todos os pontos do dominio.

20Esta fungdo é conhecida na literatura por fungdo de truncamento. Em particular, n = |x] (truncamento de x € R)
d4-nos o maior inteiro nio superior a x.

2Tpode verificar a solu¢io do seu problema com recurso ao comando floor( <x> ) do GeoGebra —
https://www.geogebra.org/graphing.

Z8Essencialmente, consiste em dar um exemplo para o qual a equagdo quadratica nio admite raizes reais ou as raizes
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1.6 Funcoes Injetivas, Sobrejetivas e Bijetivas

L ~ L. 2 ~
38. Diga, justificando, se as expressdes matemadticas - 27%4’“ e 15 definem a mesma fungdo

FiR\{-2} > R. "

39. A fungdo sinal é uma fung@o real de varidvel real, denotada por x — sgn(x), que a cada
ntimero real faz corresponder os valores —1 (se x < 0), 0 (sex=0) e 1 (se x > 0).
No caso de considerarmos um subconjunto M de R com m elementos:

(a) D& um exemplo de um conjunto M para o qual a fungdo sgn: M — {—1,0, 1} é injetiva.
(b) D& um exemplo de um conjunto M para o qual sgn : M — {—1,0, 1} ndo é injetiva.
(c) Diga, justificando, se sgn: M — {—1,0,1} é sempre uma funcdo sobrejetiva.
(d) D& um exemplo de conjunto M # {—1,0,1} para o qual sgn: M — {—1,0,1} é uma
funcdo bijetiva.
40. Demonstre as seguintes propriedades de funcdes injetivas, sobrejetivas e bijetivas:

(a) Uma funcdo f: X — Y € injetiva se e s6 se existe uma funcdo g:Y — X tal que
gof : X — X é igual a funcdo identidade em X
(i.e. g(f(x)) = x, para todo o x € X).

(b) Uma funcio f: X — Y é sobrejetiva se e s6 se existe uma funcio g : Y — X tal que
fog:Y — Y éigual a fungdo identidade em Y
(i.e. f(g(y)) =y, paratodooy€Y).

(c) Uma fungio f: X — Y admite inversa f~!:Y — X se e sé se f : X — Y for uma fungio
bijetiva (i.e. injetiva e sobrejetiva).

x—1

x+1

41. Considere a fungdo f: R\ {—1} — R\ {1} definida pontualmente por f(x) =

pode concluir quanto a fog?
(b) Determine fof. O que pode concluir quanto a f?

42. Seja?® A um conjunto nio vazio, e Z(A) o conjunto das partes de A.
(a) Mostre que a fungdo f: Z(A) — Z(A) definida por f(X) =ANX ¢é a fungdo identi-
dade.
(b) Para a fungdo g : Z(A) — Z(A) definida por g(X) = A\ X, calcule gog. O que pode
concluir quanto a inversa de g?

desta (no caso de existirem) ndo sdo ndmeros inteiros.
29Este exercicio corresponde essencialmente ao item 2. e) da PROVA P1 (2016) DAS TURMAS D-DIURNO E
A2-NOTURNO.
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1.7 Representacdo Grdfica usando o GeoGebra
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<« C ® ® professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/FicheirosGeogebra.htm B - 9% Pesquisar N © @ &
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© Nelson José Rodrigues Faustino

Sala: 518-2, Bloco A, Campus Santo André
Telefone: +55 (11) 4996-8314
Email: nelson.faustino@ufabc.edu.br

Ficheiros GeoGebra

Fungdes de Uma Variavel

- FUV2017Capa.ggb — utilizado no design da pagina http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/FUV2017.htm.
FuncaoSigmoide.ggb — inversa e derivada da fungdo sigmoide (veja figura FuncaoSigmoide.png)

DiferenciabilidadeExercicio.ggb — revisdo dos conceitos de diferenciabilidade, do da reta ao grafico de funcdes definidas por partes. Inclui também o calculo da equacdo da reta
tangente para o grafico da fungdo inversa. (veja figura DiferenciabilidadeExercicio.png).

FuncaolmplicitaExercicio.ggb — revisdo dos conceitos de diferenciabilidade, equagdo da reta tangente ao grafico de uma funcéo definida implicitamente por uma curva. Inclui também a revisao
do conceito de derivada da fungdo inversa (veja figura FuncaolmplicitaExercicio.png).

DerivadasOrdemSuperiorExercicio.ggb — revisdo do conceito de derivadas de ordem superior f*(n+1)(x)=d/dx(f"(n)(x) ) com base na escolha f(x)=exp(-x"2/2). (veja figura
DerivadasOrdemSuperiorExercicio.png).

43. Use os comandos A (e) para representar no GeoGebra o produto cartesiano dos conjuntos
abaixo:
(@) AxB,sendoA={xcR : 1<x<3}&B={xecR:2<x<5}
(b) CxD,sendoC={xceR: 2<x<-2}&D={xecR: -3<x<3}.
44. Represente no GeoGebra®® os produtos cartesianos A x B e B x A, para o caso de:
(@ A={xeR: 1<x<3}&B={xeR :2<x<5}.
b) A={xeR: 2<x<-2}&B={xeR: -3<x<3}.
45. Use os comandos A (e) e V (ou) para determinar as seguintes operagdes
A,B,C e D definidos no EXERCICIO 43:
(a) (AxB)N(CxD,).
(b) (AxB)U(CxD).
(c) (AUC) x (BUD,).
(d) (ANC) x (BND).
46. Represente no GeoGebra a interse¢do dos conjuntos C = {(x,y) € R? : x—y < 4},
D={(x,y) €R? : x+y>2}eE={(x,y) €R? : y<3}.

31 entres os conjuntos

30URL: https://www.geogebra.org/graphing
31Este exercicio serve, em particular, para revisar o Exercicio 26.
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47. Use o teste da reta vertical®> para mostrar graficamente que os conjuntos abaixo ndo definem funcdes:

@ {(x,y) ER? : x—y* =3},

) {(x,y) €R? : x> +y> =4}.

© {(x,y) €R? : x> —3xy+y> =0}

@ {(x,y) €R* : (& +)%)° = 16x°y*}.

48. Encontre subconjuntos S dos conjuntos dados no Exercicio 47 para os quais S ja define uma

funcdo.
DicA: Graficamente, estes conjuntos apenas podem intersetar reta vertical x=c em um e
um sO ponto.

32Em GeoGebra, o teste da reta vertical pode ser realizado do seguinte modo: (i) Definir o parAmetro constante (p.e.
digite c=1 no GeoGebra); (ii) Representar cada um dos conjuntos acima (escrevendo normalmente, como faz no seu
caderno); (iii) Utilizar o comando Intersegdo( <Objeto>, <Objeto> ) para calcular a interse¢do de cada uma das
equagdes que definem o conjunto com a reta vertical x=c (p.e. In1:ersegéo(x2 —3xy+y  =0,x= ¢) nos devolve como
resultado trés pontos no caso de escolhermos c=1).



O que hd de novo?

Este capitulo corresponde a uma reformulacéo da Lista L2 | Conjuntos Numéricos (2016).
e 08 DE JUNHO DE 2018
— Foi adicionado um novo exercicio: 71.
— Foram excluidos os exercicios 8., 11. & 13. da Lista L2 | Conjuntos Numéricos
(2016). Este dltimo transitou para o Capitulo 1 (veja exercicio 39).
— Foram adicionadas questdes que ja sairam em prova. Estas foram devidamente identifi-
cadas ao longo deste capitulo.
e 18 DE JUNHO DE 2018
— Foi adicionado um novo exercicio: 45.
e 24 DE JUNHO DE 2018
— Houve uma permuta de ordem entre os exercicios da sec@o 2.3 (antiga secdo 2.2) &
da sec¢do 2.2 (antiga sec¢do 2.3). Houve também uma reformulacdo dos nomes: secdo
Método de Inducdo Matematica passou a chamar-se Primeiro Principio de Inducao
Matematica; secdo Boa Ordenacdo vs. Segundo Principio de Inducao passou a
chamar-se Segundo Principio de Inducio vs. Recursao.
— Exercicio 76 transitou para a se¢io 2.4 Aplicacées do Principio de Inducao Mate-
matica.
— Foram adicionados doze novos exercicios: 50, 53, 54, 56, 60, 63, 64, 65, 66, 67, 70 &
74. Este dltimo corresponde a uma aplicacdo pratica do Principio da Casa dos Pombos
formulado no Exercicio 73.
— Foram adicionados os itens (c¢) e (d) ao Exercicio 55 como forma de consolidar os
conceitos de Imagem e de Pré-Imagem de uma funcdo.
— Foi excluido o exercicio 4. da Lista L2 | Conjuntos Numéricos (2016).
— Foram excluidos os itens (a) e (b) do Exercicio 58, o item (c¢) do Exercicio 73 (Princi-
pio da Casa dos Pombos) & o item (c) do Exercicio 76 (conjunto das partes).
— Foram reformulados o item (c) do Exercicio 61 (Principio da Boa Ordenacdo), Exer-
cicio 73, & item (b) do Exercicio 75 (Arvore genealdgica de um zangdo).
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e 03 DE JULHO DE 2018

— Foram inseridas vérias notas de rodapé, em comentdrio aos exercicios.

— Adicionados dois novos exercicios no final da se¢do 2.4 Aplicacoes do Principio de
Induc¢io Matematica Exercicio 77 (duplo fatorial) & Exercicio 78 (niimeros harmé-
nicos).

— Adicionado item (c) ao Exercicio 45.

— Foi corrigido o Exercicio 60 (contradominio de f é R\ {—1} e ndo R\ {1}, como na
anterior versdo) & Exercicio 65 (n € NU{0} ao invés de n € N).

e 11 DE JULHO DE 2018
— Foi corrigido os item (c) iii. do Exercicio 66 (n > k+ 1 ao invés de n > k).

2.1 Numeros Naturais e Inteiros

2 — n+m é verdadeira.

42. Para quaisquer dois niimeros m e n, suponha que a igualdade n> — m
(a) Mostre que se m e n sao nimeros naturais', entdion = m+ 1.
(b) Nas condigdes do enunciado, encontre um exemplo de dois nimeros inteiros m e n para
os quais a igualdade n = m+ 1 nio se verifica.
43. Encontre o erro na seguinte demonstragao:
"Suponhamos que m é um niimero par e n um niimero impar. Entdo existe um niimero natural

k tal que m =2k e n =2k + 1, donde se conclui que
n?—m?=m—m)(n+m)=(2k+1)—2k)((2k+1)+2k) =n+m.”
44. Verifique se os seguintes conjuntos numéricos sio iguais:
{n+4 :neNeO<n<5}e{9—n:neNel<n<4}.

45. Para os conjuntos numéricos A= {n’+n—1: neN}eB={2n—1: ne N}
(a) Mostre? que A C B.
(b) Mostre® que B Z A.
DicCA: Encontre um elemento b € B\ A.
(c) Diga, justificando se a fungdo f : N — B definida pontualmente por f(n) =n>+n—1
¢ uma funcéo sobrejetiva.
46. Dados dois nimeros naturais p € g, mostre que existe um nimero natural m tal que mp > g.
47. Para todo o subsconjunto B C N, considere a fun¢ao s : N — B (funcdo sucessor), definida
por s(n) =n+1.
(a) Mostre que no caso de B =N, a fun¢do s : N — B € injetiva mas nao € sobrejetiva.
(b) Mostre que no caso de B= N\ {1}, a fungdo s : N — B jé é bijetiva.
48. Um elemento p € N chama-se antecessor de g € N, quando se tem p < g mas ndo existe
reNtalque p <r<gq.
(a) Prove que, exceto 1, todo o nimero natural tem um antecessor.
(b) Paratodoon € N\ {1}, defina a fungéo antecessor a : A — B, indicando qual o conjunto
dominio A, e o conjunto contradominio B.
(c) Prove que a funcio a : A — B determinada no item anterior é bijetiva®.

ICaso nada seja dito em contrério, convencionamos o conjunto todos os niimero naturais (conjunto N) coincide com
o conjunto dos inteiros positivos.

2No item (a) Exercicio 45: Provar que A C B consiste essencialmente em provar que todo o elemento n* +n—1 6
um niimero fmpar, ou equivalentemente, que n> 41 é um nimero par.

3No item (a) Exercicio 45: Para provar que B Z A basta encontrar um ndmero m que seja {mpar (m = 2k — 1) para o
qual a igualdade n% +n — 1 = m nio é satisfeita.

“4Reveja o Exercicio 20. da Lista L1 | Teoria dos Conjuntos e Funcdes.
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DICA: Mostre que a fungdo sucessor s : N — N\ {1} definida no exercicio 47 é sua a
funcdo inversade a: A — B.
49. Diga, justificando, se as fungdes abaixo sio bijetivas.
(a) f:N — N definida for f(n) =n+2.
(b) f:Z — 7 definida for f(n) =n+2.
(¢) g:N — N definida for g(n) = vn2.
(d) g:7Z — Z definida for g(n) \/>
(e) h:Z — N definida for h(n) =2n (sen >0)e h(n) =1 —2n (se n < 0).
(f) j:Z — Z definida for h(n) =2n (se n>0) e h(n) = 5 (se n < 0).

2.2 Primeiro Principio de Indu¢cdo Matemdtica

50. Mostre que a igualdade’

2
1
148427 +...4n = <”("2+)>
é verdadeira® para todo o n € N.
51. QUESTAO DA PROVA P1 DE 2017 (TURMA A-DIURNO)
Mostre que a igualdade
22!4+...+nn'=(n+1)1=2

¢ verdadeira para todoon € N\ {1}.
52. QUESTAO DA PROVA SUPLETIVA DE 2017 (TURMAS D-DIURNO & A2-NOTURNO)
Use o Primeiro Principio de Inducdo Matemdtica para mostrar que a igualdade

1 1 1 1
I—=)|{l—=)...(1l—=)=-
(=2)(=3) ()=
¢ verdadeira para todoon € N\ {1}.
53. Encontre o erro no seguinte trecho de demonstracio pelo Primeiro Principio de Indugdo

Matemdtica:
"Queremos demonstrar que a igualdade
139433 +532 +.. .+ (2n+1)3" =n3""!
é verdadeira para todo o n € N. Assumindo que esta é verdadeira para n = k, obtemos que
1394330 4532 4 4+ (2k+ 1)3F 4+ 2k +-3)35 = k34 4 (2k+3)3F!
= (3k+3)3k"!
= 3(k+1)3!
(k + 1)3/(-&-27
provando assim que a igualdade acima também é verdadeira paran =k+1."
54. Mostre para todo o n € N, o niimero natural 4! 4 24n — 4 ¢ divisivel por 36.
55. Faga uso do que aprendeu no tépico da ementa Conjuntos e Fung6es para demonstrar as
seguintes propriedades pelo Primeiro Principio de Indugcdo Matemdtica:

SEsta igualdade é conhecida na literatura por Teorema de Nichomachus. Para mais detalhes, veja o link
http://mathworld.wolfram.com/NicomachussTheorem.html.
SPara obter a equivaléncia com a formulacio do Teorema de Nichomachus, comece por provar que

n(n+1).

14+24+...+n=
+24...+n 2
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(a) Para quaisquer n conjuntos da forma Aj,A»,...,A, (n > 2), vale a seguinte generaliza-
¢do das leis de Morgan:
(AINA2N...NA,)S = AJUASU...UA;
(AJUAU...UA,)S = ATNASN...NA,.
(b) Para quaisquer n+ 1 conjuntos da forma Aj,A»,...,A,,B, vale a seguinte generalizacio
das leis de distributividade:

BU(A]ﬂAzﬂ...An) = (BUA])Q(BUAQ)Q...(BUA,,)
Bﬂ(A] UAQU...A,,) = (BﬂA])U(BﬂAz)U...(BﬂAn).
(¢) Se f:X — Y é uma funclo, entdo para para os n subconjuntos de X, da forma
A1,A;,...,A,, valem as seguintes propriedades’

fATUAU...UA,) = FfA)UF(A)U...UF(A,)

f(AinAN...NA,) € fA)Nf(A2)N...Nf(A,).
(d) Se f:X — Y é uma funcgdo, entdo para para os n subconjuntos de Y, da forma

B1,Bs,...,B,, valem as seguintes propriedades®:
SN (BIUBU...UB,) = fT'(B))US ! (B2)U...Uf(By)
Y BinByN...NB,) = f'B)NFB)N...0fY(B,).

56. Sejam M e N dois conjuntos finitos com m e n elementos respetivamente.
(a) Use o Primeiro Principio de Inducdo Matemdtica para mostrar’ que M x N e N x M
tém mn elementos.
DicA: Faca indugdo apenas sobre o nimero de elementos de um dos conjuntos.
(b) Mostre que se o nimero de elementos de M x N € um nimero primo, entdo pelo menos
um dos conjuntos tem um tnico elemento.
57. Para uma familia de n conjuntos A1,A,,...,A, disjuntos dois a dois'?, contidos num subcon-
junto M de m elementos:
(a) Diga, justificando, porque a igualdade [(A; NA;N...NA,)¢| = m é sempre satisfeita.
DicA: Use o Exercicio 55.
(b) Use o principio de indugdo matemdtica'! para demonstrar a seguinte igualdade'?:

n
[ATUAL UL UA, =Y |A)].
=1

(c) Nas condic¢des do enunciado do problema, use o principio de inducdo matemdtica para
determinar, para todo o B € (M), uma férmula geral para [BU (A1 NA2N...A,)|.
DicA: Use novamente o Exercicio 55.
58. Mostre que para todo o x > 1, a desigualdade'? (1 — i)n > 1— 7 € verdadeira para todo o

7Para provar que f(A; UA>) = f(A;) U f(A2) (caso base), observe que y € f(A; UA5) é equivalente a termos y = f(x),
comx € Aj UA; (isto é, x € A| ou x € Ay) que por sua vez é equivalente a termos y € f(A) U f(A;). Por sua vez, a
inclusdo f(A; NAz) C f(A1)Nf(A2) (um outro caso base do item (c) do Exercicio 55) é uma consequéncia imediata do
fato de de A N A; ser um subconjunto de A e de Ap. Como exercicio: Dé um exemplo de uma funcéo f: X — Y, e de
dois conjuntos A e Ay para os quais f(A] NA2) # f(A1) N f(Az).

8Para provar que f~! (AyUAy) = f~1(A) Ul (A3) (caso base) comece por observar que x € f~1(A; UAy) é
equivalente a termos f(x) € A] UA,. Por sua vez, decorre da defini¢do de unido de dois conjuntos conjuntos que f(x) €
A1 UA, é equivalente a termos x € f~1(A;) U £~ (4,). De modo analogo, usando a definido de conjunto pré-imagem &
de intersecio de dois conjuntos é possivel provar de modo andlogo que x € f 1 (A| UAy) < x € f 1A Uf 1 (Ay)
(verifique este fato como exercicio).

9Como teve a oportunidade de demonstrar no Exercicio 25, a igualdade M x N = N x M apenas quando pelo menos
um dos conjuntos é vazio, ou se os dois conjuntos sio iguais. O que pretendemos provar no item (a) do Exercicio 56 é
que a igualdade |M x N| = |N x M| (caso finito) se verifica sempre, mesmo que a igualdade M x N = N x M ndo seja
satisfeita.

19Dizemos que A;,As, ..., A, sio disjuntos dois a dois se A; NA; = 0 para todos 0s i # j.

' Também conhecido na literatura por Principio de Indugdo Finita (PIF).

12Esta igualdade designa-se por principio aditivo da combinatéria.

13A desigualdade do Exercicio 58 é uma adaptacio da desigualdade de Bernoulli. Para mais detalhes veja p.e. o link
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59. Sejas: N — N a fun¢do definida por s(n) =n+ 1.
(a) Calcule as seguintes fungdes compostas: sos: N — N, sosos : N — N e sososos : N — N.
(b) Use o principio de indugdo matemdtica para determinar, para todo o m natural, uma
férmula geral para calcular a fungdo composta s™:
§™(n) := (soso...os)(n).
~—_——
m VEZES
1—x

60. Para a func¢do f: R\ {—1} — R\ {—1} definida pontualmente por f(x) = T Prove que
x

para todo o n par'#, a fungdo composta f” definida por:
() := (fofo...of)(x).
—_——
n Vezes
é sempre igual A fungdo identidade' (ou seja, que a equacio f"(x) = x é sempre satisfeita,
paratodoox € R\ {—1}).
61. O Principio da Boa Ordenagdo'® diz-nos o seguinte:

"Todo o subconjunto ndo vazio de N possui um elemento minimo."

(a) Use o Principio da Boa Ordenagdo para demonstrar o Segundo Principio de Indugdo:
"Se para todo o n € N, S C N contém todos os naturais m tal que a implicacdo
m<n=né¢€S éverdadeira, entdo S = N."

DICA: Mostre por reducio ao absurdo que N\ S = 0.

(b) Adaptacio de QUESTAO DA PROVA REC DE 2016 (TURMA A2-NOTURNO)'’

Mostre que os conjuntos S = {n € N : cos(nx) = (—1)"} & N sio iguais'®.
DicA: Use o item anterior.
62. De acordo com a axiomdtica de Peano, o conjunto dos nimeros naturais N pode ser construido

indutivamente, com base nos axiomas A1,A2 e A3:

Al: Se n é um nimero natural, entdo o sucessor de n, definido por s : n+— n+ 1, também é
um ndmero natural.

A2: O conjunto N\ 5(N) tem um unico elemento, i.e. existe um tnico niimero natural n;
que ndo € sucessor de nenhum outro.

A3: Se M C N é um conjunto tal que n; € (N\ s(N)) M, e para todo o n € M se tem que
s(n) € M, entao M = N.

Assumindo que os axiomas A1,A2 e A3 sdo verdadeiros, resolva os seguintes items:

(a) Assumindo que a igualdade 0+ 0 = 0 é verdadeira, mostre que a igualdade n+0 =n
se verifica para todo o n € NU{0}. Diga, justificando, se também podemos demonstrar
aigualdade 0 +n = n.

(b) Use o principio de inducdo matemdtica para demonstrar que para quaisquer dois
elementos m e n de N, se verifica a igualdade m+n =n—+m.

http://mathworld.wolfram.com/BernoulliInequality.html.

14Para usar a hipétese de indugdo, comece por observar que para n = k+2, a funcio f**2 pode ser reescrita como
fk+2 = f2of*, ou alternativamente como fkofz.

15 Apés a resolucio do Exercicio 60, diga (i) que pode concluir quanto 2 inversa de f (reveja Exercicio 40); (ii) o que
pode concluir quanto a composigdo f"of" para qualquer n natural.

161 eia as paginas 34 a 37 do livio APOSTOL T. M (1975) — Calculus, volume I, Wiley & Sons.

17Este item substitui o item (b) da versdo anterior da questdo (Questio 14.(b) da Lista L2 | Conjuntos Numéricos).

18 A propriedade cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a)sin(b) serd iitil para reescrever cos((k-+ 1)) (caso n = k+ 1)
em termos de cos(km) (caso n = k).


http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/REC_TurmaA2.pdf
http://mathworld.wolfram.com/BernoulliInequality.html
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Livros/Tom%20Apostol%20-%20Calculus%20vol.1%20-%20One-variable%20Calculus,%20with%20an%20Introduction%20to%20Linear%20Algebra%20(1975).pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L2.pdf
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(c) Mostre que se 0.5 € N\ s(N), entéo o conjunto numérico M = {0.5,1.5,2.5,...} coin-
cide com o conjunto N. Mostre ainda que 5.5 é um elemento de N.
(d) Diga justificando porque de acordo com a construgdo indutiva considerada em c), o
ntimero 6 nao pode ser considerado um ndmero natural.
63. QUESTAO DA PROVA P1 DE 2016 (TURMA A2-NOTURNO) Para o caso do soma dos n
primeiros ndmeros naturais de uma sequéncia numérica ser determinada pelas relagcdes
S1=3,59%=5¢e 8,12 =35+1 —2S, (n € N), mostre que a férmula

S,=2"+1

€ verdadeira para todo on € N.

64. QUESTAO DA PROVA SUB DE 2016 (TURMA A2-NOTURNO)
Mostre que os niimeros de Fibonacci, definidos recursivamente por F1 =1, F, =1e
F,=F,_1+F,_» (n>2) satisfazem para todo o n € N a igualdade

(15 (1-v5Y
"5 2 NG 2

65. Mostre que a sequéncia numérica a, (n € NU{0}) definida recursivamente por ag = 0,
a; = ar = 1 e pela férmula

1 3 1
n = 5n-3 + Sn-2 + an-1 (n>2)
satisfaz a igualdade a, = F, para todo o n € N, onde F, correspondem aos niimeros de
Fibonacci definidos no Exercicio 64.

66. A func@o fatorial (n!) é uma fun¢do s : NU{0} — N definida via a férmula de recursdo

1 ,sen=20

s(n) =
ks(k—1) ,sen=k&keN

(a) Diga, justificando, se a funcdo fatorial € injetiva.
(b) Mostre que a fungao fatorial ndo € sobrejetiva.

n!
Ckl(n—k)!

i. Verifique que ( 8 ) =le < Z > =1 para todo on € NU{0}.

(c) Para os coeficientes binomiais definidos pela férmula < Z >

ii. Verifique que ( ’11 ) =ne < nil ) =nparatodoon € N.

iii. Use o Segundo Principio de Inducdo"® para mostrar que a férmula

n+1\ [ n n n
k+1 )\ k k+1
¢é verdadeira paratodoon > k+1 (n € N).
67. Mostre que a sequéncia de nimeros x, (n € N) definida recursivamente por x; = 1, x, =3 &

Xnt2 =Xnt1+x, (n€N)

satisfaz a desigualdade x,, < (%)”, para todoon € N.

19Na literatura, o Segundo Prinipio de Indugdo costuma ser mencionado como o Principio Forte de Indugdo.


http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/P1_TurmaA2_VersaoB.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/SUB_TurmaA2.pdf
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2.4  Aplicacées de Indugdo Matemdtica

68. Suponha que as igualdades abaixo sio verdadeiras>’:

1+5=6, 24+6=14 & 3+7=24.
(a) Calcule de forma indutiva o valor das seguintes somas: 5+9,6+10e 7+ 11.
(b) Use o principio de indu¢cdo matemdtica para determinar uma férmula geral que nos
permita calcular indutivamente o valor da soma n+ (n+4), para qualquer n natural.
69. Use o principio de indugdo matemdtica para mostrar que existem 3™ — 1 possibilidades
de construir uma funcgdo f: M — {—1,0, 1}, que seja diferente da funcéo sinal sgn: M —
{-1,0,1} introduzida no exercicio 39.
70. Seja f : X — Y uma fun¢do, e A1,A>,...,A,, B subconjuntos de X.
Determine de forma indutiva qual a rela¢do entre o conjuntos imagem
f(BUA)), f(BUA2),...,f(BUA,) & f(BU(A1NA2N...Ap)).
DicA: Use o Exercicio 55.
71. Considere as fungdes f: N — N e g: N — N definidas pontualmente por f(n) =2" e
g(n) = n! (fungdo fatorial).
(a) Determine os 6 primeiros termos das fungdes f e g.
(b) Use o principio de indu¢cdo matemdtica para mostrar que existe ng € N para o qual a
desigualdade f(n) < g(n) é sempre satisfeita.
72. Para um conjunto finito A com n elementos, use o principio de indu¢do matematica para
mostrar que:
(a) Paratodo o n € N existem n! possibilidades de definir uma funcio injetiva.
(b) Uma funcdo f: A — A € injetiva se e s se f : A — A for sobrejetiva (logo bijetiva).
73. A formulacao elementar do Principio da Casa dos Pombos (en: Pigeonhole Principle)
corresponde ao seguinte enunciado?':
"Se tivermos 3 pombos para colocar em 2 casas, entdo uma das casas ird ter pelo menos 2
pombos."
Represente®” por A o conjunto dos pombos e por B o conjunto das casas.
(a) Use a representacdo em diagrama sagital para mostrar que o Principio da Casa dos
Pombos é equivalente a provar que € impossivel construir uma fungao injetiva de
dominio A e contradominio B.
(b) Mostre que para todo o n natural, € impossivel construir uma fun¢ao injetiva de dominio
A e contradominio B, onde A representa um conjunto de n+ 1 pombos e B o0 conjunto
de n casas i.e. que pelo menos uma das casas ird ter pelo menos 2 pombos.

:

20 Adaptacio de uma pergunta de um teste de QI, nivel 2.
210 Principio da Casa dos Pombos também é conhecido na literatura por Principio das Gavetas de Dirichlet.
22Figura do Exercicio 73 foi retirada do site http: //clubes . obmep. org.br/blog/texto 002-principio-das-casas-dos-pombos/.


http://www.cut-the-knot.org/do_you_know/pigeon.shtml
http://clubes.obmep.org.br/blog/texto_002-principio-das-casas-dos-pombos/
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74. Suponha que A = {ay,ay,...,a,} é um subconjunto finitode / = {x€R : 0 <x <1} com
pelo menos 3 (i.e. |A| = n > 3)%.
Prove que para pelo menos dois elementos a;,a; de A, a quantidade®* max{a;,a;} —min{a;,a;}

1 )
vale Pt Nno Maximo.

DicA: Combine o principio de indugcdo matemdtica, com o Principio da Casa dos Pombos
considerado no Exercicio 73.

75. Para se determinar o nimero de abelhas em uma colmeia, considerou-se a seguinte arvore
genealdgica de um zangao:

25

- Nimero de
Geracao ascendentes

R

.
1 é 1

Arvore genealégica de um zangdo

(a) Sabendo que um zangao tem apenas um dos pais (pois resultam de um ovo nao fertili-
zado), ao passo que a fémea exige ambos os pais (pois resultam de um ovo fertilizado),
construa a arvore genealdgica até a Geracdo 10, indicando o nimero de ascendentes
em cada uma das geragdes subsequentes.

23Excluimos o caso de n = 2, pois para este caso a solucdo é trivial: Escolhendo 0 < a; <ay <1ou0<ay <
ay, teremos sempre que a quantidade max{aj,a;} — min{a;,a} toma o valor maximo quando min{aj,a;} =0 e
max{aj,a;} = 1 (ou seja, quando escolhemos os elementos 0, 1 € ).

2*A quantidade max{a;,a i} —min{a;,a;} mede a distancia entre dois pontos a;,a; € R. Como iremos ver mais a
frente no Capitulo 3, esta quantidade pode ser reescrita como |a; — a;| (itens (b), (c) & (d) do Exercicio 80).

25 Arvore genealogica de um zangao foi retirada do site https://www.bpiropo.com.br/fpc20070319.htm.


https://www.bpiropo.com.br/fpc20070319.htm
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(b) Procure encontrar qual a relacdo indutiva entre o nimero de ascendentes em cada

geragio e as diagonais sucessivas?® do tridngulo de Pascal, representado na figura®’
abaixo.

84 126 126 84 36
120 210 252 210 120 45

(c) Se a, representar o nimero total de abelhas na colmeia até a Geragdo n, mostre pelo
principio de indugdo matemdtica que o nimero de ascendentes dentro de duas geragdes
serd igual a a, + 1.
76. Seja A um conjunto finito com n elementos.
n!

L . - . . n
(a) Use o principio de indugdo matemdtica para mostrar que existem ( X ) = m
(n—k)!

subconjuntos S de A com k elementos.

(b) Mostre que o conjunto das partes &?(A) tem 2" elementos.
n

DicA: Demonstre a igualdade Z < Z ) = 2" pelo principio de indu¢do matemdtica,
k=0
tal qual ilustrado na figura®® abaixo.

1 O conjunto P(0) possui 2° = 1 clementos.
11 0 conjunte P({@}) possui 2' = 2 clementos.
1 2 1 O conjunto P({av b}) possui 2% = 4 clementos.
1 3 3 1 O conjunto P({a,b,c}) possui 22 = 8 elementos.
1 4 6 4 1 0 conjunto P({@,b,¢,d}) possui 2* = 16 clementos.
1 5 10 10 5 1 O conjunto P({a,b,c,d,e}) possui 2% = 32 elementos.
1 6 15 20 15 6 1 0 conjunto P({a;b,c,d, e, f}) possui 26 = 64 clementos.
1 7 21 35 35 21 7 1 O conjunto P({a,b,c,d,e, f,g}) possui 27 = 128 eclementos.
1 8 28 56 70 56 28 8 1 O conjunto P({av b,c,d,e, f,g, h}) possui 28 = 256 elementos.

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 O conjunto P({a,b,c,d, e, f,g,h,i}) possui 2% = 512 elementos.

26primeiramente, comece por mostrar que os elementos das diagonais sucessivas do tridngulo de Pascal sdo da forma

( n- Ilc —k ), onde n denota o niimero da diagonal.

270 triangulo de Pascal representado no item (c) do Exercicio 75 foi produzida com re-
curso ao arquivo GeoGebra NumerosFibonacci.ggb. Este encontra-se disponivel para baixar em
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/FicheirosGeogebra.htm.

28Figura gerada com recurso ao arquivo GeoGebra ConjuntoDasPartes . ggb. Este encontra-se disponivel para bai-
xaremhttp://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/FicheirosGeogebra.htm.


http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/BM2016/NumerosFibonacci.ggb
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/FicheirosGeogebra.htm
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/BM2016/ConjuntoDasPartes.ggb
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/FicheirosGeogebra.htm
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77. A fungdo duplo fatorial (n!!) é uma funcgéo f : NU{—1,0} — N definida via a férmula de

recursao
1 ,sene{—1,0}
f(n) =
kf(k—2) ,sen=k&keN
(a) Mostre que
(2k+1)! B
2k k! ,se n =2k & k € NU{0}

(b) Mostre que para todo o n € NU {0}, as fungdes fatorial e duplo fatorial estdo relaciona-
das pela férmula
n!=n!l(n—1)!

(c) Mostre?® que para todo o n > 8 par se tem a desigualdade n!! > 2",
ntl

2
)

78. Os niimeros harménicos H, (n € N) sdo nimeros definidos pelo somatério

H,=Y
k=1

(d) Mostre®® que para todo o n > 4 fmpar se tem a desigualdade n!! >

x| —

(a) Mostre que para todo o n € N\ {1} se tem a desigualdade H,, > 1+ %.
(b) Mostre que para todo o n € N\ {1} se tem a igualdade

n—1
Y H,=n(H,—1).
m=1

290 item (c) do Exercicio 77 é complementar ao item (b) do Exercicio 71.
300 jtem (d) do Exercicio 77 também ¢é complementar ao item (b) do Exercicio 71. Para este caso particular, deve
n—1

observar que se n =2k + 1 (n € N impar) nos conduz a igualdade k = *5—~ (com k € NU {0}.



O que hd de novo?

O material deste capitulo é totalmente novo, em comparagdo com o material desenvolvido em anos
anteriores.
e 12 DE JUNHO DE 2018
— Foram coletados vérios exercicios de prova dos anos anteriores (2016 & 2017). Estes
encontram-se devidamente assinalados no texto.
— Foram incluidos alguns exercicios (reformulados) que constavam na Lista 3 | Funcoes
de uma Variavel Real (2016). Sio eles, os exercicios 79, 81 ¢ os exercicios 111, 112
& 113.
e 24 DE JUNHO DE 2018
— Houve uma troca de ordem entre as se¢des 3.1 (antiga secio 3.2) & secdes 3.2 (antiga
secdo 3.1).
— Foram adicionados dois novos exercicios: 96, 101 & 102. Em particular, o Exercicio
102 foi incluido para testar se assimilou até aqui os seguintes temas: fungdo injetiva &
inducdo matemdtica.
— Foram adicionados os itens (a) & (c) ao Exercicio 86.
e 03 DE JULHO DE 2018
— Foi adicionado o item (e¢) ao Exercicio 80.
— Foi corrigido o item (c) do Exercicio 86.
e 11 DE JULHO DE 2018
— Foram incluidos os itens (f) & (g) ao Exercicio 86.
— Foi excluido o item (d) do Exercicio 82.
— Item (b) do Exercicio 83 foi reformulado.
— Exercicio 85 foi também corrigido (x* > 2+/3 ao invés de x% = 2\/§).
e 24 DE JULHO DE 2018

— Item (c) do Exercicio 86 foi corrigido (E ao invés de ke para todo o k > 3).
— Gk aj—1
— Item (g) do Exercicio 86 foi modificado; Foi adicionado o item (h) ao Exercicio 86.

— Exercicio (95) foi corrigido (169n% > 13n? ao invés de 1691 > 13n?).



http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L3.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L3.pdf
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— Incluida uma figura que inclui uma dica para resolugido do Exercicio 93. (cortesia de A.
Cruccianni).

3.1 Igualdades e Desigualdades

79. Seja! x — sgn(x) a fungdo sinal introduzida no Exercicio 39, e |x| o médulo de um nimero
real definido por |x| = x (se x > 0) e |x| = —x (se x < 0).
(a) Diga, justificando, por que x — |x| ndo define uma fung¢@o injetiva.
(b) Mostre que para todo o x € R, se tem a igualdade x = |x| sgn(x).
(c) Diga, justificando se x — sgn(x) € uma funcdo sobrejetiva.
DicA: Use o item anterior para provar, por defini¢do, que sgn é sobrejetiva.
80. Mostre que para quaisquer dois nimeros reais a € b se tem as seguintes igualdades:

1 1
(a) ab= Z(a—i—b)z—z(a—b)z.
a+b+|b—al

(b) max{a,b} =

(c) min{a,b} = L\b—a\.

(d) |b—a| = max{a,b} — min{a,b}.
@ |—a|=lal.

(f) |ab| = |a| |b].
(2) ‘g} = ;ab|’ se b #0.

(h) |a| = Va2,
DicA: Comece por mostrar que a’ = |a|?.
81. Diga?, justificando, se ambas as expressdes algébricas Va2 e (v/x)? definem a fungio®
moédulo x — [x].
Dica: O item (f) do Exercicio 80. permite-lhe obter uma resposta parcial do exercicio.
Caso tenha diividas da solucdo do exercicio, recorra ao GeoGebra®:

https://wuw.geogebra.org/graphing.

82. Mostre que para quaisquer dois nimeros reais a € b se tem as seguintes desigualdades:
(a) ab < <52
DICA: Use o fato de (a — b)? corresponder sempre a um niimero real ndo negativo.
(b) a<ta+(1—1t)b<b,paratodoo0 <t < 1.
(c) DESIGUALDADE TRIANGULAR
la+b| < |a|+b].
(d) |a—b[>|la|—1b||.
DicA: Comece por mostrar primeiro que para dois niimeros reais ¢ e d a desigualdade
|d| > |c| é equivalente
d>lc| > —d.

(e) a® < b? se e somente se |a| < |b|.
DIcCA: A dica do item anterior também se aplica aqui.

IReformulagdo do Exercicio 7. da Lista 3 | Funcdes de uma Variavel Real (2016).

2Reformulagio do EXERCICIO 6. da Lista 3 | Funcdes de uma Varigvel Real (2016).

3Este exercicio é andlogo ao EXERCICIO 38.

4As expressdes simbélicas que terd de utilizar sdo sqrt ( <x> ) (fungdo raiz quadrada) & abs ( <x> ) (fungdo
modulo).


https://www.geogebra.org/graphing
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L3.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L3.pdf
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83. Para dois numeros reais a e b:
(a) Mostre que a sequéncia de desigualdades

V@ 45 < [a] +1b] < /(22 + (2b)?

¢é sempre satisfeita.
(b) Determine para que valores de x € R se tem a desigualdade |a| + |b| < /(ax)? + (bx)>.
DicCA: Faga uso da igualdade \/(ax)? + (bx)? = |x|Va? + b2.
84. Suponha que a equacio quadritica da forma ax® + bx + ¢ = 0 (ac # 0) admite duas solugdes
distintas r; # 0 e r, # 0, respetivamente.
(a) Mostre que | e r; tBm o mesmo sinal’® se e somente se sgn(ac) = 1.
(b) Mostre que ry e r; t8m sinais distintos® se e somente se sgn(ac) = —1.
(c) Se a # 0 mas c =0, diga justificando se as raizes r| e r, de ax*> + bx = 0 satisfazem a
condicdes r; <0er, <07
85. Prove que se x € R é tal que x> > 2+/3, entdo |x® —4x* +3| > 99.
DICA: Comece por fatorar o polindmio x® — 4x* + 3 na forma

Bt 3= - =),

onde 71 e r, sdo as raizes do polindmio p(y) = y* — 4y + 3 (substitui¢io y = x*).
86. Use o principio de inducio matemdtica’ para demonstrar as seguintes igualdades e desigual-
dades:

(a) Se a e b sdo dois nimeros reais, entdo a igualdade

d'"—b"=(a—b)(d" " +d"?b+...+ab" 2+ ")

¢ verdadeira para todo o n € N\ {1}.
(b) GENERALIZACAO DA DESIGUALDADE TRIANGULAR
lai +a+...+ay| <|ai|+|az| + ...+ |au|, onde ay, ay, ..., a, sdo n ndmeros reais.
(c) UM CASO PARTICULAR DA DESIGUALDADE TRIANGULAR GENERALIZADA
Mostre que no caso da sequéncia de desigualdades
0<|asz| <las] < ...<lay
ser verdadeira para todo o n € N\ {1,2}, entdo a desigualdade
B+
ay an
é sempre satisfeita.
(d) QUESTAO 2. DA PROVA REC DE 2016 (TURMA D-DIURNO)
Use a propriedade 2% = (2“)1’ para mostrar que a igualdade®
2 —1
I _ S (v £0)
(¢) QUESTAO 2. DA PROVA REC DE 2016 (TURMA A2-NOTURNO)
Use as propriedades log;(ab) = logs(a) +log;(b) e logz(a®) = blog;(a) para mostrar
que a igualdade®

an—1

<n-—3

142542 4. 42

n(n+1)
2
SDizer que r e r» tém o mesmo sinal é equivalente a escrevermos sgn(a) = sgn(c), onde x — sgn(x) denota a funcdo
sinal.
“Dizer que ry e r, tBm o mesmo sinal é equivalente a escrevermos sgn(a) = —sgn(c).
70s itens deste exercicio sdo andlogos aos da se¢io 2.2 Principio de Indugio Matematica.
8 A igualdade a ser provada no item (d) do Exercicio 86 corresponde a uma progressio geométrica de razio r = 2*.

9Para o caso de x = 3 (logz(3) = 1) esta férmula de indug@o do item (e) do Exercicio 86 diz-nos o somatério dos

n primeiros nimeros inteiros ¢ igual a M; para o caso de x =9 (log3(9) = 2) esta férmula de indugdo da-nos o

somatodrio dos n primeiros nimeros pares.

logs (x) +logs (x*) + ... +logs (x") = log;(x) (x> 0)



http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/REC_TurmaD.pdf
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(f) Prove que se x # 0, entdo a desigualdade

n+1
e [T
é verdadeira para todoon € N.
(g) Mostre'® que a sequéncia de nimeros reais x, (n € NU{0}) gerada pela condicdes
xo = 1, e pela férmula
- Xn—1 1

=
2 Xn—1

satisfaz a sequéncia de desigualdades 1 < x,, < %, para todoon € N.

(h) Mostre!! que a sequéncia de niimeros reais x, (n € NU{0}) gerada pela condi¢des
xo = x1 = 1, e pela férmula

2-x
Xy =Xy + —————
Xp—1+Xp—2

satisfaz a sequéncia de desigualdades 1 < x,, < %, paratodoon € N\ {1}.

3.2 Demonstracoes por Reducdo ao Absurdo

3.3

87.
88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

Mostre que o conjunto {n € Z : n?> < n} é vazio.
Mostre que ndo existe nenhum nimero racional cujo quadrado seja igual a 3.

Mostre que a fracio 0 nio é um ndmero real.

4
DicA: Comece por considerar a igualdade 0= x,comx € R.

Mostre que para dois niimeros racionais, a,b € Q, 0 nimero a + b+/3 é irracional se b # 0.
DICA: Use o fato de v/3 (solugdo positiva da equacio x> = 3) ser irracional'?.

Mostre!? que a equacio quadratica 4x> — 8x — 1 = 0 néio admite solucdes racionais.

DicA: Comece por encontrar as constantes reais a, 4 e k tais que 4x> — 8x — 1 = a(x—h)* +k.
Mostre que a equagio quadratica x> — x + 1 = 0 ndo admite solugdes reais.

DicA: A dica do item anterior também se aplica a este item.

Prove que logs(7) € um nimero irracional.

DICA: Por defini¢do, x = log,(b) é o nimero que satisfaz a igualdade a* = b. Em particular,
logs(7) é solugdo da equagdo 5 =17.

Mostre que se a # 0 e b # 0, entdo Va® + b% # |a| + |b|.

Demonstracoes por Contraposicdo

95.

96.

Mostre que o conjunto A = {n € Z : 169n> > 13n} é igual a Z.

DicA: Considerando U = Z como conjunto universo, mostre que o seu complementar (A) é
igual ao conjunto vazio (0).

Mostre que se x € R é um nimero irracional, entdo /x também é um nimero irracional.

10A sequéncia gerada no item (h) do 86 dd-nos uma aproximacédo para V/2 (raiz positiva do polindmio x2 — 2) pelo
método de Newton (que ira ter oportunidade de estudar em Calculo Numérico). Para mais detalhes, consulte o link
http://mathworld.wolfram.com/Newtonslteration.html.

ITA sequéncia gerada no item (h) do 86 dd-nos uma aproximagdo para /2 (raiz positiva do polinémio x> — 2) pelo
método da secante. Para mais detalhes, consulte o link http://mathworld.wolfram.com/SecantMethod.html.

12Mostramos essencialmente no Exercicio 89. que v/3 ¢ irracional.

13N3o0 vale usar a férmula de Bhaskara.


http://mathworld.wolfram.com/NewtonsIteration.html
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Figura 3.1: Dica para resolucdo do Exercicio 93. enviada por A. Crucciani (15 de julho de 2018).

97. Mostre!'* que se Va2 +b% = |a| + |b|, entio a = 0 ou b = 0.
98. Mostre que max{a,b} # min{a,b} se e somente se a # b.
DIcCA: Faca a demonstrag@o usando a formulacéio contrapositiva. As igualdades demonstra-
das no EXERCiC10 80. poderdo vir a ser uteis.
99. Mostre'> que (a —b)* # (a+b)? se e somente se a # 0 e b # 0.
100. Sejam a e b dois niimeros reais.
(a) Mostre que a igualdade

(1—ab)?> — (a—b)*> = (1—a*)(1—b?)

é sempre satisfeita.

> 1 implica |a| > 1 ou |b| > 1.

(b) Mostre que ‘ la

D1cA: Faga a demonstracdo usando a formulagao contrapositiva. Depois faca uso das
propriedades dos médulos e do item demonstrado anteriormente.

101. Para equacio quadrética da forma ax? 4 bx +c = 0 (a,b,c € Q), mostre que uma solucio da
equagdo (caso exista) € um nimero irracional se e somente se a outra solugdo também é um
ndmero irracional.

102. Mostre!'® que para todo o n impar'” maior que 1, a fun¢io f : R — R definida pontualmente
por f(x) = x" é injetiva's.

14Esta questdo corresponde 2 formulagdo contrapositiva do EXERCICIO 94.

150 item (g) do Exercicio 80 permite-nos ainda concluir que (a — b)? # (a+b)? se e somente se |a — b| # |a+ b].

160 que se pretende no Exercicio 102 é que faca uso da formulagéio contrapositiva de funcio injetiva: Uma fungdo
f:X =Y éinjetiva se para todos os a,b € X, a implicagdo f(a) = f(b) = a = b é verdadeira.

17pode fazer a demonstracfio por indugdo sobre o conjunto dos nimeros inteiros. Neste caso terd de fazer uso da
férmula recursiva x" 2 = x2x" (verdadeira para todo o x € R). Alternativamente, pode aplicar diretamente o item (a) do
Exercicio 86 para provar que a”" — b" = 0 (equivalente a f(a) = f(b)) implica a igualdade a = b.

18Para provar o CASO BASE (1 = 3), observe que a® — b> = (a — b)(a® +ab + b?) (veja item (a) do Exercicio 86).
Logo a® —b* = 0 se e somente se a —b = 0 ou a®> +ab+b> = 0. Se a = b = 0, entdo igualdade anteriormente é
trivialmente satisfeita. Caso contrdrio (i.e. se a # 0 ou b # 0), tem-se que a*+b? > 0, donde a® + ab + b* # 0. Para
este caso a condigdo a® — b> = 0 implica que a — b = 0.
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3.4 Resolucdo de Equacdes e Inequacdes

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

RESOLUCAO!° DE INEQUACOES DE GRAU 2
Para a fungdo quadrdtica f : R — R, definida pontualmente por f(x) = ax’> +bx+c, (a # 0):
(a) Encontre as constantes & e k tais que f(x) = a(x —h)? +k.
(b) Mostre que se b* < 4ac, entio a inequacio f(x) > 0 é sempre satisfeita, desde que
a>0.
(c) Formule e demonstre o andlogo do item anterior para o caso de b* <4acea<0.
(d) Se a < 0 e b? > dac, entiio para a < 0, a inequacdo f(x) > 0 admite como conjunto
solugio o intervalo?”

FH0,4]) = {x €R : min{r|,r} <x <max{r,rn}},

onde r| e r, sdo as raizes de f.
(e) Formule e demonstre o andlogo do resultado acima para as seguintes condicdes:
i. Conjunto solugio da inequagdo f(x) < 0 paraa > 0 e b > 4ac.
ii. Conjunto solucio da inequagio f(x) < 0 paraa < 0 e b* > 4ac.
iii. Conjunto solugio da inequagio f(x) > 0 paraa > 0 e b* > 4ac.
QUESTAO DA PROVA REC DE 2016 (TURMA D-DIURNO)
Determine a interse¢do do conjunto N com conjunto A = {x €R : —(x—2)*4+9 > 5},
QUESTAO DA PROVA REC DE 2016 (TURMA A2-NOTURNO)
Determine a intersecdo do conjunto Z com conjunto A = {x € R : (x —4)?>+2 < 18}.
QUESTAO DA PROVA P2 DE 2016 (TURMA D-DIURNO)
Em cada item abaixo, determine o conjunto dos nimeros reais x que satisfazem as seguintes
inequagg)es:
(a) . >x—1.
b) |2x+1| < |x—1] < \ég
QUESTAO DA PROVA SUB DE 2016 (TURMA D-DIURNO)
Em cada item abaixo, determine o conjunto dos nimeros reais x que satisfazem as seguintes
inequacdes: X
@ (x+1)

3 < 1.
x> +1
(b) |x+3]—3x—2|>1.
QUESTAO DA PROVA SUB DE 2016 (TURMA A2-NOTURNO)
Em cada item abaixo, determine o conjunto dos nimeros reais x que satisfazem as seguintes
inequacdes:
(@) x> —5x*+8x>0.
(b) [x+2|—2x—1| < 1.
QUESTAO DA PROVA P1 DE 2017 (TURMA A-DIURNO) Em cada item abaixo, determine
o conjunto dos nimeros reais x que satisfazem as seguintes inequagdes:
(@) |[x—4|—1]2—3x|<2.
x> —x?—2x

b) ——— > 1.
® = 2

19Reformulacio do EXERCICIO 3. da Lista 3 | Funcdes de uma Varidvel Real (2016).
20por definigdo f~! ([0, +oo[) (conjunto pré-imagem de f) é definido por £~! ([0, +eo) = {x € R : f(x) > 0}.


http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/REC_TurmaD.pdf
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110. QUESTAO DA PROVA SUB DE 2017 (TURMA A-DIURNO)
Em cada item abaixo, determine o conjunto dos nimeros reais x que satisfazem as seguintes

inequacdes:
(@) V2—3x>+vVx—4.
1
b Py

x3—x2—2x '

3.5 Cadalculo Simbdlico usando o GeoGebra

111. Use os comandos GeoGebra?!
Fatorar( <Polinémio> ) & Raiz( <Polindmio> )

para fatorar e determinar as raizes dos polindmios abaixo:
(@) f(x)=x*—3x>+2x2+3x-3
(b) glx) =2 +x*+24* —x—3
112. Para os polindmios f(x) e g(x) definidos no Exercicio 111, use o comando

Simplificar( <Fungdo> )

para simplificar @ como um quociente de polindmios da forma @
8(x) q(x)
113. Use os resultados obtidos nos exercicios 111 & 112 para:
(a) Concluir se @ (determinado no Exercicio 112) e f((x; (polindmios f(x) e g(x)
qlx 8x
definidos no exercicio 111) definem a mesma fung@o.
(b) Resolver as inequacdes®® f(x)g(x) <0e0 < ‘fgx; <1.
g(x

2IURL: https://www.geogebra.org/graphing

22Para uma dada funcio A, as solugGes de inequagdes da forma h(x) > O resp. e h(x) < O correspondem graficamente
aos valores sgn(f(x)) = 1 resp. sgn(h(x)) = —1. Pode confirmar graficamente a solugdo obtida neste item com recurso
ao comando GeoGebra sgn( <x> ).
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O que hda de novo?

Este capitulo corresponde a uma reformulagéo da lista Lista L4 | Fun¢oes de Variavel Real 11
(2016 & 2017).
e 11 DE JULHO DE 2018
— Foram excluidos os exercicios 1., 2., 5., 7. & 8. da Lista L4 | Funcoes de Variavel
Real II. Foi ainda excluido o item (d) do exercicio 19.
— Foram adicionados 13 novos exercicios: 117,118,121, 124,125,126, 127, 128, 129, 130, 131, 134, 136.
e 24 DE JULHO DE 2018
— Incluidas duas figuras para complementar resolug¢do do Exercicio 117.
— Corrigido item (b) do Exercicio 124.
— Corrigido item (b) do Exercicio 129.
(f(x) —g(x) > —1 ao invés de f(x) —g(x) > 1. Caso contrario, o conjunto vazio seria
0 conjunto solucao).
e 26 DE JULHO DE 2018
— Incluida figura para complementar resolugdo do Exercicio 128.
e 02 DE AGOSTO DE 2018
— Incluida uma figura com proposta de resolugido do Exercicio 121. (cortesia de L.B. San-
chez).
e 06 DE AGOSTO DE 2018
— Corrigido item (d) do Exercicio 135.
— Incluida uma figura com proposta de resolucao do item (d) do Exercicio 135. (grato a
V. Rocca pela detecdo do erro, e por ter enviado a sua resolucdo).
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4.1 Paridade, Dominio e Inversa de uma Fun¢do

114. Estude as seguintes fungdes quanto a paridade:
(@) |x+5|.

3_
®) 55,

© /|1—+.
(d) sgn(x).

1
115. Para a fungdo f definida por f(x) = ﬂ, mostre que
—Xx
2

1
@) 1+x

1—x2
(b)

2x
(c) A parte par e impar de f satisfazem a igualdade

1—x2
1 +x2 2 2x 2_1
1—x2 1—-x2)

116. Sejam f e g sdo duas fungdes reais de varidvel real.
(a) Diga, justificando, quais as condi¢des que temos de impor a f e a g de modo a que
f + g (soma de funcdes) e fg (produto de fun¢des) sejam funcdes pares.
(b) Diga, justificando, quais as condi¢des que temos de impor a f e a g de modo a que
f — g (diferenca de funcdes) e g (quociente de funcdes) sejam fun¢des impares.
(c) Mostre que se g é uma funcio par, entdo fog também é uma funcio par.
(d) Mostre que se f e g sao fungdes impares, entdo fog também é uma fungdo impar.
(e) D& um exemplo de duas funcdes f e g de tal modo que g seja impar mas que fog seja
par.
117. Considere a funcdo f : R — R definida pontualmente por

¢ a parte par de f.

€ a impar de f.

X

)= 1

(a) Mostre que a inequagdo | f(x)| < 1 € satisfeita para todos o x € R.
(b) Diga, justificando, para que conjunto X C R a fungdo g : X — R definida por g(x) =
X

——— nos dd a inversa de f.
1—|x|

118. Sejam f e g duas fungdes definidas por f(x) =

(a) Estude f e g quanto a paridade.

(b) Determine o contradominio da fungdo g.

(c) Mostre que

fx)?+g(x)7=1.
O que pode concluir quanto ao contradominio de f?

119. Para as fungdes f(x) =v2—xe g(x) = zlﬂz

(a) Determine o dominio de f e de g.

(b) Determine o dominio de gof e de fog.

(c) Indique qual o contradominio de f.

(d) Verifique se f e g sdo injetivas.

(e) Determine f~!, explicitando qual o seu dominio e a sua expressio analitica.
120. Use a igualdade x¢ = b°1°%* (x > 0) para resolver a inequagio 0 < x> < 1.34 (escolha

convenientemente a base b do logaritmo log,).
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Figura 4.1: Resolugdo grifica do Exercicio 117. A verde temos o gréfico da funcdo f; a azul temos
o grafico da fun¢do g (inversa da fungdo f). A fun¢do g foi definida com recurso ao comando
g(x) =8e(-1 < x <1, x/ (1 - abs(x))). Graficamente, a condi¢do |f(x)| < 1 significa

que o contradominio da funcio f estd compreendido entre as retas y = —1 e y = 1 (sem tocar
nestas).
€7 GeoGebra Classic 5 - x
Ficheiro Editar Vista Opges Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada +

Figura 4.2: Comentdrio sobre o item (b) do Exercicio 117: Se tivéssemos utilizado a condicio
x € R\ {—1,1} (conjunto de pontos para os quais o denominador 1 — |x| ndo se anula) ao invés
da condi¢do —1 < x < 1 (contradominio da fung¢do f, a verde), entdo o grifico da fungdo 1%\14 (a
laranja) nunca definiria o grafico da funcio inversa de f, uma vez que para valoresde x < —1 e
x > —1 o gréfico a laranja ndo corresponde a uma reflexdo do grafico a azul, em relacdo a reta y = x
(a preto).
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121. Mostre que é impossivel determinar uma fungéo impar f : [—a,a] — R (a > 0) que satisfaca
pelo menos uma das condi¢des enunciadas nos itens abaixo:
(@) |f(u)+f(v)| > |u+v|, para todos os u,v € [—a,a].
(b) f(x)f(—x) >0, para todo o x € [—a,al.
DicA: Use redugdo ao absurdo.
122. Para as fungdes f(x) = ¢/, g(x) =In(—2) e h(x) = —4+1n (%)
(a) Determine o dominio.
(b) Verifique se sdo fungdes injetivas.
(c) Determine a expressao analitica da inversa de cada funcdo, indicando o seu dominio e
conjunto imagem (contradominio).
123. Determine a expressdo analitica das inversas das seguintes funcdes, indicando os dominios e
conjunto imagem (contradominio):
(@) F(x) = =5
(b) f(x)=-3+2In (%)
(©) f(x)= H% (fungdo sigmdide).
124. Suponha que f : R — R é uma funcdo real de varidvel real que satisfaz a desigualdade abaixo,
para todos os u,v € R:
f

5
() = fO)| = —-[u—v].

(a) Mostre que f € uma funcio injetiva.
(b) Mostre que se f é uma funcio impar, entdo a desigualdade abaixo também € satisfeita,
para todo o x € R.

1F(0)] > L.

(c) Mostre que para a funcdo inversa f~! : f(R) — R a desigualdade abaixo também &
satisfeita, para todos o0s y,z € f(R):

0 @< 3VE bl

4.2 Funcoes Modulares e com Radicais

125. Determine, caso exista, a funcio inversa associada a cada uma das funcdes radicais. Indique
qual o dominio e o contradominio.
(a) vVx%—2x.
(b) Vx2+4x+5.
(c) Vx2—x—6.
(d) vx3+8.
(e) v/ (x+2)3.
126. Usando a substituicdo y = a* (a > 0), determine a funcdo inversa associada a cada uma das
funcdes abaixo. Indique qual o dominio e o contradominio.
(a) V/4x —2x+T,
(b) V16~ % 44—+ 45,
(c) V100 —10* —6.
(d) V27*+8.
(e) TV’ 1,



http://mathworld.wolfram.com/SigmoidFunction.html
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Figura 4.3: Proposta de resolucio do Exercicio 121. enviada por L.B. Sanchez (01 de agosto de
2018).
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Figura 4.4: Resolugdo gréfica do item (d) do Exercicio 128 com recurso ao arquivo GeoGebra
ResolucaoEquacoesInequacoes.ggb. A solucdo representada graficamente (a roxo) corres-
ponde ao conjunto de todos os pontos do grafico da fungéo por partes do Exercicio 127 se situa
abaixo do eixo Ox (y = 0).

127. Escreva as fungdes abaixo como funcdes por partes.
(@ |3x—1|+2.
(b) |5—4x2|.
©) |x|—|x=3]—|x+1].
(d) [x—6]+|2x+5|—]4—3x].
) v/I[1—x3.
() sgn(2x—3)vV1—x3.
8=

® V2 +2x—15]

128. Determine o conjunto de todos os nimeros reais x que satisfazem as equagdes e inequagdes

abaixo:
(@) [3x—1]+2=3—3x
(b) |5—4x* > 0.

(©) |x—6[+[2x+5]—[4—3x] <x.
(d) |x—6|+2x+5|—4—3x] <O.
4
ORVAIEES f*g

8—x
® |

VIiZta—15]
129. Considere as funcdes f e g definidas pontualmente por

flx) = mresp. g(x) =V3x2 +5x+8.

(a) Determine o dominio de f e g.
(b) Determine o conjunto de todos os niimeros reais x que satisfazem a inequagao funcional

f(x) —glx) = ~1.


http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/BM2016/ResolucaoEquacoesInequacoes.ggb
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130. Considere a funcdo f definida pontualmente por

-3
70 = —sgnle— 1) ML
V|2 —x—6
onde sgn denota a funcdo sinal'.

(a) Determine o dominio de f.

(b) Determine o conjunto de todos os nimeros reais x que satisfazem a inequagdes funcio-
nais —% < f(x) <o0.

4.3 Funcoes Periddicas

131. Represente graficamente a funcéo periddica em R, supondo que intervalo |0, 2] esta é definida

por:
(a) sgn(1—x), onde sgn denota a fungdo sinal.
®) 1—|x—1|.

(©) v/x.
(d) [x]+1, onde |-| denota a fungdo truncamento.
132. Determine o periodo fundamental das seguintes funcdes:
(a) cos(2x)
(b) cotg(3x)
(c) sin*(x)
(d) sec?(3x).
133. Determine o dominio, o conjunto imagem (contradominio) e os zeros das seguintes funcgdes:
(a) 1+2cos(mx).
(b) sin (5x) —2.
(c) 1+tan(5x).
(d) sin(x+ 7).
134. Diga, justificando, se as afirmagdes abaixo sdo verdadeiras (V) ou falsas (F). No casode V,
faca a respetiva demonstracdo. No caso de F, dé um contra-exemplo.
(a) Se f e g forem funcdes periddicas de periodo 7', entdo a fungdo f + g € periddica de
periodo 7.
(b) Se f € uma funcdo periddica periodo 7, entdo a funcdo g definida pontualmente por
g(x) = f(x+ m) é periddica de periodo 27.
(c) Se f é uma fungdo periddica de periodo 27, entdo a fun¢do g definida pontuamente por

2
g(x) = f(wx) (0 > 0) é uma fungdo periddica de periodo g

(d) Se f e g sdo duas fungdes periddicas, de periodo 7', entdo a funcio A € uma funcio
8
periddica de periodo T .
(e) Se f € uma funcgdo injetiva, entdo f nio € uma fungdo periddica.
(f) Se f € uma fungao sobrejetiva, entdo f ndo é uma funcéo periddica.
(g) A soma de duas funcdes periddicas € sempre uma funcgdo periddica.

IPara a resolucio do Exercicio 130: Com base no que foi obtido ao longo da resolu¢do do Exercicio 79, tem

que sgn(x — 1) = 0 quando x =1 e que sgn(x — 1) = .

1
ﬁ para valores de x # 1. Pode ainda demonstrar que
X —

—sgn(x—1) =sgn(1 —x).
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sin((2n+1)3
135. Para a fungio® f(x) = 1((n—x)2) (Niicleo de Dirichlet de ordem n € N):
S

(a) Estude a paridade e os zeros de f.
(b) Determine o periodo fundamental de f.
(c) Determine o dominio de f. « )
,  l—cos((2n+1)x
(d) Mostre que f(x)* = —eos()
(e) Diga, justificando, se o periodo fundamental de f(x)? coincide com o periodo funda-
mental de f(x).
136. Mostre que € impossivel determinar uma funcdo f : R — R que satisfaca pelo menos duas
das trés condi¢des enunciadas nos itens abaixo:
(a) A funcdo f satisfaz a desigualdade
|f(u)— f(v)| > |u—v|, paratodosos u,veR.
(b) f € uma funcdo injetiva.
(¢c) f € uma fungao periddica.
Di1cA: Use reducio ao absurdo.

2Este exercicio corresponde a uma extensio do exercicio da Lista 4 | Funcdes de Variavel Real IT (2016 & 2017).
Foram adicionados a este 2 novos itens — (d) e (e), respetivamente.


https://en.wikipedia.org/wiki/Dirichlet_kernel
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L4.pdf
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Figura 4.5: Proposta de resolugdo do item (d) do Exercicio 135. enviada por V. Rocca (06 de agosto
de 2018).






Este capitulo corresponde a uma reformulac@o da lista Lista L4 | Func¢oes de Variavel Real II
(2016 & 2017).
e 11 DEJULHO DE 2018
— Foram excluidos os exercicios 18., 24., 35. & 36. da Lista L4 | Funcdes de Variavel
Real II
— Foi incluido um exercicio de prova (2017). Este encontra-se devidamente assinalado
no texto.
e 26 DE JULHO DE 2018
— Incluida figura para complementar resolug¢do do Exercicio 145.


http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L4.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L4.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L4.pdf
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5.1 Funcdes Trigonométricas e suas Inversas

137. Para a fungdo f(x) = 1—cos(3x) :
(a) Determine o dominio e o conjunto imagem (contradominio).
(b) Determine a expressao geral dos zeros.
(c) Determine o conjunto de pontos para os quais f atinge o seu maximo (maximizantes) e
0 seu minimo (minimizantes).
(d) Resolva as inequagdes
i f(2-x)2>0
i f(x) >3
iii. f(x) < %2
138. Para a fungdo f(x) =2 — 2sin(5x):
(a) Determine os seus zeros.
(b) Determine o conjunto imagem (contradominio).
(c) Determine a parte par e a parte impar de f.
139. Use as igualdades sin”(x) 4 cos?(x) = 1 & sec?(x) = 1+ tan?(x) para calcular:
(a) sin (arcsin ( é ) )
(b) sin (arcos(2))
() sm(arctan( )
(d) arccos(sin (2F))
140. Para as fungdes f(x) = arcsin(3x +2) e g(x) = arccos(x — 3x?):
(a) Determine o seu dominio.
(b) Determine as respetivas inversas, explicitando o seu dominio e conjunto imagem
(contradominio).
141. Mostre que:

(a) arccos (1) é a fungdo inversa de sec : [0, 7]\ { £} —] — oo, —1]U[1, +oo]
(b) arcsin () € a fungdo inversa de cosec : [—%, %]\ {0} =] — oo, —1]U[1,+oo]
142. Use as igualdades sin (5 — 6) = cos(6) & cos (5 — ) = sin(6) para mostrar que

(a) tan (5 —6) =cot().
(b) arccot(x) = F —arctan(x), paratodoo —1 <x < 1.
143. Com base no seu estudo de fungdes trigonomeétricas inversas indique:
(a) Os zeros das fungdes arcsin(x),arccos(x),arctan(x) & arcot(x).
(b) Os maximos e os minimos das fungdes arcsin(x),arccos(x),arctan(x) & arcot(x), caso
existam.
144. Para as constantes reais a, ®, ¢ & b tais que a # 0 & o # 0, considere a fungao f definida
por
f(x) =asec(@wx+¢)+b.

(a) Estude a paridade da funcdo para valores ¢ =7 & ¢ = 3~
(b) Determine o dominio e o conjunto imagem (contradominio).
(c) Determine o periodo fundamental de f.
(d) Determine a funcio inversa de f termos da fun¢ao arccos.
Di1cA: Use o exercicio 141.
145. Encontre uma expressdo para a inversa da fungdo acot(wx+ ¢) + b em termos da fungio

T T
arctan : R —>}——,—[
2°2
(a,w,¢ & b sdo constantes reais tais que a # 0 & @ # 0).
DicA: Use oitem (b) do exercicio 142.
146. Determine a expressao analitica das inversas das funcdes do Exercicio 132., indicando o

dominio e conjunto imagem (contradominio).
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Figura 5.1: Gréfico da fun¢do tangente e sua inversa. Produzido com recurso ao arquivo GeoGebra
GraficoInversaTan.ggb.

147. Para a funcio f(x) = arccos(1 — 2x?):
(a) Determine o dominio e o contradominio de f.
(b) Verifique que f(x) e 2 arcsin(x) definem a mesma fung@o.
(c) Com base na identidade anterior diga, justificando, qual a inversa da fun¢ao f, indicando
o seu dominio e contradominio.
148. Para a fungdo f(x) = cos(narccos(x)) (polinémio de Chebyshev de primeiro tipo, de ordem
n € N):
(a) Determine o dominio e o contradominio de f.
(b) Determine os zeros de f.
(c) Determine o conjunto de pontos para os quais f atinge o seu maximo (maximizantes) e
0 seu minimo (minimizantes).
(d) Determine a funcio inversa de f ~! indicando o seu dominio e contradominio.
149. Resolva as seguintes inequagdes:
(a) arcsin(%) <z
(b) § <arccos(x) < 7.
() |arctan (}—;ﬁ)! > Z.
150. QUESTAO DA PROVA SUB DE 2017 (TURMA A-DIURNO)
Considere a fungdo f definida pontualmente por f(x) = 7tan(m) |
(a) Determine o dominio e o contradominio de f.
(b) Determine o periodo de f.
(c) Determine a expressio analitica, o dominio e o contradominio da funcéo inversa f~!.

5.2 Funcoes Hiperbdlicas e suas Inversas

151. Considere as fungdes cosh(x) = £ e sinh(x) = £

(a) Estude o sinal e os zeros das fungdes cosh e de sinh.
(b) Mostre que cosh?(x) — sinh?(x) = 1.



http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/BM2016/GraficoInversaTan.ggb
http://mathworld.wolfram.com/ChebyshevPolynomialoftheFirstKind.html
http://hostel.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/SUBP2_TurmaA.pdf
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(c) Use aigualdade anterior para mostrar que:
i. In(x+vx?—1) é a expressdo analitica da inversa da fung@o cosh.
ii. In(x+v1+x?)éa expressﬁo analitica da inversa da funcio sinh.

sinh(x
cosh

152. Considere as fungdes tanh(x) =
sigmoide).
(a) Calcule o dominio e o conjunto imagem (contradominio) de f.
(b) Determine a expressao analitica das inversas das seguintes fungdes, indicando o dominio
e conjunto imagem.
(c) Mostre que tanh(x) = } +e_2h =2f(2x)—1.
(d) Use aigualdade anterior para determinar a expressdo analitica da inversa da fun¢do

tanh, o dominio e o conjunto imagem (contradominio).
cosh(x
sinh(x

(fungao tangente hiperbdlica) e f(x) = ﬁ (funcdo

153. Considere as fung¢des coth(x) =
formada hiperbdlica de Cayley).
(a) Mostre que a fung@o coth(x) pode ser reescrita como a composi¢éo das fungdes c(—x)
ee ™
(b) Use o item anterior para determinar o dominio da fungdo coth(x).
(c) Calcule a fungdo composta coc(x) e a fungdo inversa de c(—x).
(d) Use os items anteriores para determinar uma expressdo analitica para a fung@o inversa
de coth(x).
(e) Determine o contradominio de coth(x) com base na sua fung¢do inversa.
154. Com base no Exercicio 115, verifique as seguintes igualdades:
1 4 tanh? ( )

1—tanh® (2) ( )
2tanh (%)
1—tanh? (%) (%)
1+ tanh (3)
~ 1—tanh ( )
155. Mostre que sinh(2x) = 2sinh(x) cosh(x). Use esta identidade hiperbdlica para simplificar as
seguintes expressoes:

(a) sinh (2 arcsinh (”Tﬂ> ) .
(b)snﬂl(—zzucmnh(légﬁ ).
(c) sinh (2 arccosh (HTﬁ) .

(d) sinh <4 arccosh ( It
DI1cCA: Use também o item (b) do exercicio 151.
156. Use as identidades hiperbélicas cosh?(x) — sinh?(x) = 1 e cosh?(x) + sinh?(x) = cosh(2x):
(a) Para encontrar uma inversa para as seguintes fungoes:
(i) cosh?(x) (ii) sinh?(x).
DicA: Use a inversa da fungdo cosh determinada no item (c) i. do exercicio 151.
(b) Para mostrar as seguintes identidades:
(i) sech?(x) = 1 —tanh?(x) (ii) cosech?(x) = coth?(x) — 1.
(c) Para encontrar uma inversa para as seguintes fungdes:
(i) sech?(x) (ii) tanh?(x) (iii) cotanh?(x) (iv) cosech?(x).
Di1cA: Use as inversas da funcdes determinadas no item (a).

2
sinh(4x)
(a) Determinar o dominio e o contradominio de sech?(x)cossech?(x).
(b) Para determinar a funcio inversa de sech?(x)cossech? (x).

(fungao cotangente hiperbdlica) e ¢(x) = fc (trans-

(a) cosh(x) =

TR t\J\

(b) sinh(x) =

N——

£
N—

157. Mostre que sech?(x)cossech?(x) = Use esta igualdade para:


http://mathworld.wolfram.com/SigmoidFunction.html
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158. Use a inversa das funcdes tanh(x) e coth(x), e a propriedade a” = ¢?™(@)

(a) ( 1 —|—x> ' _ prarctanh(x).

para mostrar que:

1—x
t
(b) x+1 _ parccoth(x)
x—1 ’
1+x?
(©) ) Exz = cosh(2arctanh(x)).
x .
(d) 2= sinh(2arctanh(x)).

DicCA: Faca uso dos resultados obtidos nos exercicios 152, 153 & 115.
159. Para as fungdes f(x) = arccosh(1 —2x?) e g(x) = arccosh(1 4 2x?):

(a) Determine o dominio e o contradominio de f e g.

(b) Use o item (c) do exercicio 151 para verificar que f(x) e 2 arccosh(x) resp. g(x) e
2 arcsinh(x) definem a mesma fungdo. O que pode concluir quanto a paridade das
fungdes arccosh & arcsinh?

(c) Com base na identidade anterior diga, justificando, qual a inversa das funcdes f e g,
indicando o seu dominio e contradominio.






Este capitulo corresponde a uma reformulacdo da lista Lista LS | Limites e Continuidade (2017).
e 11 DE JULHO DE 2018
— Foram excluidos os exercicios 3., 5.,18. & 19. da Lista L5 | Limites e Continuidade.
— Foi adicionado 1 novo exercicio: 180.

— Foi incluido um exercicio de prova (2016 & 2017). Este encontra-se devidamente
assinalado no texto.



http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2017_L5.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2017_L5.pdf
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6.1 Definicao de Limite, Limites Laterais e Teorema do Confronto

160. Determine o valor > 0 para os qual se verifica a condi¢do

1—x

]
— <8 = |0.66—
o 5' ’ 1

0< < 0.01

+Xx

Uma interpretagio geométrica do exercicio pode ser visualizada a partir do gif animado'
http://professor.ufabc.edu.br/_nelson.faustino/Ensino/Geogebra/BM2017/LimiteFuncaoRaci
161. Use a definicdo de limite para provar as seguintes identidades.
(a) lim|x| = |d|
xX—a
(b) lim (x* —2x) = a* —2a

X—a

() liml = é (a+#0).

x—a X
162. Diga, justificando, se as afirmacdes abaixo sdo verdadeiras (V) ou falsas (F). No casode V,
faca a respetiva demonstracdo. No caso de F, dé um contra-exemplo.
(a) Se ndo existem os limites lim f(x) e lim g(x), entdo os limites lim (f(x) —g(x)) e
xX—a xX—a xX—a
li_r>n (f(x)g(x)) também ndo existem.
X—a

(b) Se existem os limites lim g(x) e lim (f(x) —g(x)), entdo o limite lim f(x) também
xX—a

xX—a xX—a
existe.
(c) Se os limites lim f(x) e lim g(x) ndo existem, o limite lim (f(x) + g(x)) também ndo
. X—a x—a X—a
existe.

(d) Se existem os limites lim g(x) e lim (f(x)g(x)), entdo o limite lim f(x) também existe.
X—a X—a X—a
163. Calcule os limites laterais da fun¢do sgn(x) (fungdo sinal) em todos os pontos do seu dominio.
164. Use o Teorema do Confronto? para calcular o limite lir% g(x) para os itens abaixo:
X—

(a) g satisfaz a condigdo |g(x)| < |x|"sin® (1), para todo o x € R (n € N).

(b) g satisfaz a condigdo |g(x) — tanh(x)| < |x|, para todo o x € R.

(c) g satisfaz a condigdo |xg(x) —In(1+x)| < x?, para todo o x € R.
Uma ilustracdo da aplicacdo do Teorema do Confronto para o exercicio 164.(a) pode ser
visualizado a partir do gif animado®
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/AR2017/Exercicioda_L4.

DicA: Comege por reformular tudo o que aprendeu sobre limites fundamentais, envolvendo

fungdes exponenciais e logaritmicas, em termos do Teorema do Sanduiche/Teorema do Con-

fronto. Para dois dos itens do exercicio 164. a figura png*, cujo link segue abaixo, podera

vir a ser util:

http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/BM2016/TeoremaConfront
165. QUESTAO DA PROVA P2 DE 2016 (TURMA A2-NOTURNO)

Encontre o valor da constante ¢ para a qual a funcio 4 é continua em todo o seu dominio:

X —4x* —3x+18
3
h(x)— x>+ 8

,sex < —2

cx—+c ,sex > —2

IFicheiro GeoGebra: http://professor.ufabc.edu.br/_nelson.faustino/Ensino/Geogebra/BM2017/LimiteFuncaoRacion.
2Em al guns livros, o Teorema do Confronto (en:Squeezing Theorem) aparece mencionado como Teorema do Sanduiche
(en:Sandwich Theorem)
3Ficheiro GeoGebra: Exercicio4a_L4.ggb
“Ficheiro GeoGebra: TeoremaConfrontoExpLog.ggb (BASES MATEMATICAS 2016)


http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/BM2017/LimiteFuncaoRacional.gif
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/AR2017/Exercicio4a_L4.gif
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/BM2016/TeoremaConfrontoExpLog.png
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/P2_TurmaA2_VersaoA.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/BM2017/LimiteFuncaoRacional.gif
 http://mathworld.wolfram.com/SqueezingTheorem.html
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/AR2017/Exercicio4a_L4.ggb
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/BM2016/TeoremaConfrontoExpLog.ggb
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/BM2016.htm
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6.2 Continuidade Pontual e Limites Fundamentais

X2 —2x

166. Considere a fungdio® definida por f(x) = 1]
x

(a) Calcule o dominio de f.
(b) Calcule, caso exista, o limite lim1 f(x). O que pode concluir quanto & continuidade de
xX——

f nesse ponto?
167. Sejam f e g duas fun¢des continuas num ponto a € R.
(a) Prove que as fungdes max{ f, g} e min{f, g}, definidas pontualmente por max{ f(x),g(x)}
e min{ f(x), g(x)}, respetivamente sdo continuas.
(b) Diga, justificando, se a afirmacao reciproca também é verdadeira:

'Se max{f,g} e min{f, g} sdo duas fungcdes continuas em a, entdo f e g também
sdo fungoes continuas em a.’
OBSERVACAO: Este exercicio é muito semelhante ao exercicio 162.

168. D& um exemplo de uma funcio f : R — R que seja descontinua em todos os pontos do seu
dominio, mas que |f|: R — RTU{0} (mddulo da fun¢do f) ja seja continua em todos os
pontos do seu dominio.

169. QUESTAO DA PROVA P2 DE 2016 (TURMA A2-NOTURNO)

Considere a fungdo f definida pontualmente por f(x) = In (v/1 —x).
(a) Determine o dominio de f.
(b) Determine a expressdo analitica, o dominio e o contradominio da funcio inversa f~'.

—1
(c) Calcule o limite lim S .

X— X
170. QUESTAO DA PROVA P2 DE 2016 (TURMA D-DIURNO)

2
Considere a fungdo f definida pontualmente por f(x) = In (_{_1 + 1> .
X

(a) Determine o dominio de f.
(b) Determine a expressio analitica, o dominio e o contradominio da funcdo inversa f~!.
(c) Caleule o limite lim x £ (x).
171. Faga a demonstracio Sara as seguintes afirmacdes:
(a) Se f é uma fung@o que verifica |f(x)| < |x|e”™, entdo f é continua em x = 0.
(b) Se g € uma fungdo continua em x = 0, e f uma fun¢do que satisfaz a g(0) =0, e a
desigualdade | f(x)| < |g(x)]|, para todo 0 x € R, entdo f é continua em x = 0.
(c) D& um exemplo® de duas funcdes f e g tais que |f(x)| < |g(x)]|, para todo o x, mas f
ndo é continua’ em x = 0, e g(0) # 0.
172. Use a substitui¢do x = f~!(y) (fungio inversa) para calcular os seguintes limites:

i —1
(@) lim arcsin(e* )
x—0 5
x*—1
b) lim ——— .
®) Py arccos(x?)
In(1
© lim n( +arctan(x)).
x—0 X

DICA: Comece por resolver os exercicios indicados na figura png®
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/BM2016/TeoremaConfrontoTrigon

SRelembre o exercicio IL.(b) da Prova 1 (P1), do dia 24 de outubro de 2017.
6Um possivel exemplo sio as fungdes £(x) = In(x) e g(x) = e*.
1
7Qutro exemplo pode ser construido, escolhendo f (x) = e . Consegue dar um exemplo de uma fung¢éo g que satisfaz
a condigdo g(0) # 0 e a desigualdade f(x) < g(x)?

8Ficheiro GeoGebra: TeoremaConfrontoTrigonometricas.ggb (BASES MATEMATICAS 2016)


http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/P2_TurmaA2_VersaoA.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/P2_TurmaD_VersaoB.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/BM2016/TeoremaConfrontoTrigonometricas.png
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/P1_TurmaA.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/BM2016/TeoremaConfrontoTrigonometricas.ggb
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/BM2016.htm
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173. QUESTAO DA PROVA SUB DE 2017 (TURMA A-DIURNO)
Considere as fungdes f(x) = In(x+vx2+1) e g(x) = In(x+vVx2 —1).
XX

2
(b) Mostre que a igualdade g(2x> — 1) = 2f(x) é verdadeira, para todo o x € R.

(c) Mostre ainda que para x = cosh(y) que a igualdade

(a) Mostre que f € a funcéo inversa da funcéo sinh(x) =

x>—1 sinh(y) e —e™

gy 2y
¢ verdadeira para todo o x € R. Use esta igualdade para calcular o limite
Vxr—1
im .
x—1 g(x)

sin((2n+1)%
174. Calcule o limite® lim M
=0 sin(3)

175. Mostre por indugio em n € N que'® lim cos(narccos(x)) = (—1)".
x——

(n eN).

DicA: Veja a Questao II do exercicio 2. da Prova de Recuperagdo da Turma D-Diurno (2016).
176. QUESTAO DA PROVA SUB DE 2017 (TURMA A-DIURNO)
Encontre o valor das constantes a e b para as quais a funcio f, definida por

1
—1\ =
(x) ,sex >0
x+1

fxX)=9 a ,sex=0
t
an(bx) ,sex <0
tan(ax)

é continua em todos os pontos do seu dominio.

6.3 Limites Infinitos e no Infinito

177. Defina formalmente os seguintes conceitos de limite em termos de € > 0e § > O:
(a) lim f(x) = oo
x—at
(b) lim f(x) = +eo
xX—a-
(¢) lim f(x)=b((®eR)
X—>+oo
(d lim f(x)=b (b eR).
X—>+oo

178. Usando os conceitos definidos no exercicio 177., mostre por defini¢do as seguintes identida-

des: :
lim —— = 1lim ———— — 4+
(a) xir{l‘*' (1 —X)z xir?* (1 —)C)z +
1
(b) lim —— = lim 0.

x—teo (1 —x)2  x——ee (1 —x)? -
179. Usando os conceitos definidos no exercicio 177., mostre por definicao as seguintes proprie-
dades:

(a) lir(r)1+f(x):yseesése lim f<)1c> =y@yeR)

X—>+-00
1
(b) lim f(x) =yseesdse lim f<> =y(eR)
x—0~ X—r =00 X

(c) xl_i}rgf(x) = toose e sl se xl_i>r£1+ 70 =0

?Fungio do exercicio 25. da Lista L4.
10Fyn¢do do exercicio 34. da Lista L4.


http://hostel.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/SUBP2_TurmaA.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/REC_TurmaD.pdf
http://hostel.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/SUBP2_TurmaA.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L4.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L4.pdf
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1
(d) xlircrllif(x) = Foose e s se xlirzrzl* 7® =0

180. Determine para que valores de a, b e ¢ os limites abaixo ddo zero (0).

(a) 1_1>rJ1rl (\/xz—x—l—a—bx—c).
X oo
(b) lim ( vax3 —5x2 +8x— bx— c) )
X—r oo
181. Use o Exercicio 179. para verificar as seguintes igualdades:

(a) lir(I)l+ (1 -HC)% = e, onde e denota o niimero de Neper'!.
x—
(b) lim (—x) *=4e (0< o < 1)
x—0~
(¢) lim (—x)"*=00<a<1)
X——o00
DICA: Para os trés itens anteriores, use a identidade f(x)8®) = £ (£(x) > 0).

+oo ,sem>n

. Palx) P
(d) xgl}»loo Qn(x) - dm

,sem=n

0 .,sem<n
onde p,,, g, € R\ {0} denotam os coeficientes de maior grau dos polindmios
P (x) e Qn(x), respetivamente.
X

. € .
© Ay =iy T

182. Use o exercicio 179. para averiguar se as seguintes fun¢des sdo limitadas em R.

1+x2
@ f()=17 g

(b) g(x) =In(1)cos? (Z).
183. QUESTAO DA PROVA REC DE 2016 (TURMA D-DIURNO)
Calcule os seguintes limites no infinito:

(@) lim (x—+vx+5)
X—>+oo
3
. X . (1
® A e <>

2
) 2 -1\"
© XEEP® (12-+>1> '

184. QUESTAO DA PROVA REC DE 2017 (TURMA A-DIURNO)
Calcule os seguintes limites no infinito:

(@ lim x+3—1/x2+09.
X—>—+o0

: X—1l6x  /m
®) Jlim s (5):

DicA: O resultado |
ngfwf (x) B xlif(r)1+ U (x)

pode vir a ser util em algum momento.

1 CURIOSIDADE: Uma interpretacio deste limite fundamental pode ser visualizada a partir do gif animado
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/BM2016/JurosSimplesCompostos.gif
(BASES MATEMATICAS 2016).


http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/REC_TurmaD.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Provas/BM/REC_TurmaA.pdf
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Geogebra/BM2016/JurosSimplesCompostos.gif
http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/BM2016.htm
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185. Diga para que valores de a, os limites laterais lim f (x) e lim f(x) das fun¢des abaixo ddo

+oo ol —oo: x—at xX—a
(a) f(x) = tan(x)
(b) f(x)=cot(x)
©) f(x) = sec(x)
(d) f(x) = cosec(x)
(e) f(x)=coth(x)
() f(x) = sech(x)

186. Calcule os limites liT f(x) e lim f(x) das fungdes abaixo!?:
—r o0 X—r—o0

x
= arccoth( )
= arcsech(x).

12Reveja, em particular, o exercicio 27. da Lista L4


http://professor.ufabc.edu.br/~nelson.faustino/Ensino/Exercicios/BM/BM2016_L4.pdf
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